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Trois niveaux d'implication

» Dans les formules : A= B (si A alors B) est une formule comme les autres.

» Dans les séquents : [ - A représente un état courant dans une démonstration (A
se déduit des hypothéses de I').

» Dans les régles :
A - ThFA,

r=A
dit qu'on peut déduire ' = A des I'; - A;.

(R)



Trois niveaux d'implication

» Dans les formules : A= B (si A alors B) est une formule comme les autres.

» Dans les séquents : [ - A représente un état courant dans une démonstration (A
se déduit des hypothéses de I').

» Dans les régles :
A - ThFA,

r=A
dit qu'on peut déduire ' = A des I'; - A;.

(R)

A = B est une tautologie ssi le séquent A B est valide

: o TH
ssi  la regle est correcte
M

_ . LBEC
ssi  la régle ——— est correcte

I



Arbres de démonstration

Un systéme logique £ est un ensemble fini (ou au moins calculable) de régles.
Un argument (ou une démonstration ouverte) dans £ est un arbre dont les noeuds sont
des séquents, muni d'un étiquetage partiel des noeuds par des régles de sorte que :
» si un nceud n'est pas étiqueté alors c'est une feuille (c'est une prémisse de
I'argument) ;
» pour chaque nceud étiqueté par la régle (R), il y a une instance de (R) dont ce
nceud est la conclusion, et ses fils sont les hypothéses.
Une démonstration est un argument sans prémisse.
On dit que ' = A est dérivable (ou démontrable) dans L s'il existe une démonstration

dont la racine est de conclusion I' - A.
On écrit alors I -, A.



Correction

Soit £ un systéme logique correct (c'est-a-dire que toutes les régles sont correctes).

Théoréme

Sitr A alors A est une tautologie.

Démonstration: On montre par induction sur un arbre de démonstration quelconque que son
séquent conclusion est valide. Soit 7 un arbre de démonstration de conclusion [ F A, et

A - M EA,
Mr-A

(R)

la régle dont la racine de 7 est une instance. Par hypothése d'induction appliquée aux
sous-arbres de 7, on obtient que chaque séquent I'; - A; est valide. Comme (R) est correcte,
on en déduit que I' - A est valide.



Correction

Soit £ un systéme logique correct (c'est-a-dire que toutes les régles sont correctes).

Théoréme

Sitr A alors A est une tautologie.

Démonstration: On montre par induction sur un arbre de démonstration quelconque que son
séquent conclusion est valide. Soit 7 un arbre de démonstration de conclusion [ F A, et

A - M EA,
Mr-A

(R)

la régle dont la racine de 7 est une instance. Par hypothése d'induction appliquée aux
sous-arbres de 7, on obtient que chaque séquent I'; - A; est valide. Comme (R) est correcte,
on en déduit que I' - A est valide.

Encore heureux!



Beaucoup mais pas trop

» Si on cherche a produire une démonstration, on a intérét a avoir un maximum de
régles (surtout si on veut une démonstration lisible).
Mais on s'en tient a des régles correctes.

~ Correction



Beaucoup mais pas trop

v

Si on cherche a produire une démonstration, on a intérét a avoir un maximum de
régles (surtout si on veut une démonstration lisible).

Mais on s'en tient a des régles correctes.

Correction

Si on veut démontrer une propriété du systéme de démonstration on a intérét a
avoir un minimum de régles (et méme de connecteurs) pour avoir moins de cas &
traiter.

Mais on aimerait pouvoir prouver tout ce qui est vrai.

Complétude



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

(r.a)



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

Faut-il les ajouter?

(r.a)



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

Faut-il les ajouter ? Inutile :

(r.a)

A B
r-A
N



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

Faut-il les ajouter ? Inutile :

(r.a)

A B

(=)

r-A= B r-A
-8

(=)



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

Faut-il les ajouter ? Inutile :

(r.a)

A B

(=)

r-A= B r-A
-8

(=)

MAFC

MAABK C



D'autres régles de raisonnement correctes

AFB THA AR C

B (coup) F,A/\TC (Neg)

Faut-il les ajouter ? Inutile :

[AFB
(=)
r-A= B r-A
(=)
r-B
FAFC TANBEAANB )
() (Meg)
FAABAFC AABF A
(coup)

MAABK C



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

Faut-il les ajouter ? Inutile :

rAk-B

(=)

FA= B M-A

(=)
-8
MAFC FANBEAAB ) T-AFL

T (aff) (eg)
LAAB,AFC LAABEA

LAABE C (coup) r-A



D'autres régles de raisonnement correctes

LAEB THA MAFC r-Ab L

res ) Targrc ™ tra

Faut-il les ajouter ? Inutile :

A B

(=)

r’FA=B r-A

(=)
B
MAFC FANBEAAB ) T-AFL

—— (aff) (Neg) =5 (L) ()
rAAB,AFC LAABEA r-A-A MAEA

u (t.e.)
LAABE C (coup) r-A




Regles dérivables

Rappel : un argument = une démonstration ouverte = un arbre de déduction dont les
feuilles ne sont pas nécessairement étiquetées par des régles O-aires.

Définition

La regle
kA -+ TpFA,

r=A

(R)

est dérivable dans L, s'il existe un argument dans £ permettant de dériver [ - A, a
partir de prémisses parmi 1 F Ay,..., [, F A,.



Regles dérivables

Rappel : un argument = une démonstration ouverte = un arbre de déduction dont les
feuilles ne sont pas nécessairement étiquetées par des régles O-aires.
Définition
La regle
MMEA - T,FA,
r-A

(R)

est dérivable dans L, s'il existe un argument dans £ permettant de dériver [ - A, a
partir de prémisses parmi 1 F Ay,..., [, F A,.
Exemple

Les régles (coup), (Ag) et (r.a.) sont dérivables dans DN
(= les régles d'introduction et d'élimination + (ax) + (t.e.) + les régles structurelles)



Regles admissibles

Définition
Une régle (R) est admissible dans £, si £ et £ U {R} démontrent les mémes séquents.
Une régle de L est superflue si elle est admissible dans £\ {R}.

Une régle dérivable est évidemment admissible.

Exemple

Les regles d'affaiblissement et contraction sont superflues dans DN.

Démonstration: |l suffit de démontrer, par induction sur les arbres de DN \ {aff, cont}, que
pour tout arbre de conclusion I' F B (respectivement I'; A, A+ B) il existe un arbre de
conclusion [ A+ B. O

Attention : ces régles ne sont pas pour autant dérivables dans DN \ {aff, cont}.



Regles réversibles
Définition
La regle
MEA - T, FA,
r=A

(R)

est réversible si chacune des régles est admissible.

[iE A

Autrement dit, appliquer (R) ne « coite »rien : la conclusion est équivalente aux
hypothéses.
Exemple
I'FA=B
— 5 (@f)  ——— (ax)
(=) est réversible : NAFA=B MAFA

FAFB
(=) ne l'est pas : de B on peut déduire A = B mais pas A en général

(=)



Regles gauches

Les régles suivantes sont dérivables dans DN :

MNABEC NAEC T,BEC
——— (Ag) (Ve)
MNAABEC NAVBEC

rN-A I,BEC r=A

rasgrc 09 roarl ¥ TLFC

(L)



Regles gauches

Les régles suivantes sont dérivables dans DN :

rABKC MA-FC T,BFC
————— (M) (Ve)
MAABFEC MAVBFEC
r’-A TI,BFC A (L)
rASBrC CF Foarl ™ TIFC

Démonstration: On s'en sort facilement avec (coup) et les régles d'élimination.
~ Exercice.

O



Raisonnement sur la vérité

Les régles suivantes sont dérivables dans DN :

M-AF L1 N-AFA M= —-—A -B=-A
— (r.a) ——— (Peirce) — (77e) —————— (contrap)

r=A r=A NrN=A rN-A=_~B



Raisonnement sur la vérité

Les régles suivantes sont dérivables dans DN :

M-AF L1 N-AFA M= —-—A -B=-A
— (r.a) ——— (Peirce) — (77e) —————— (contrap)

A A Nr=A rHA=1-B
Démonstration: On a déja vu (r.a.). Pour le reste. ..
~ Exercice.

O



Trois niveaux d'implication
Rappel :
A = B est une tautologie ssi le séquent A B est valide

MN=A
ssi la régle AlB) est correcte
g rCB (ALB)
) nBEC
ssi  la régle ——— (AtB) est correcte
MNAFC



Trois niveaux d'implication

Rappel :
A = B est une tautologie

Dans DN :
A = B est prouvable ssi
ssi
ssi

ssi le séquent A+ B est valide

ssi la régle (AlB) est correcte

rBrC

ssi la régle
NnA-C

(AtB) est correcte

le séquent A+ B est dérivable

la régle It:: A (ALB) est dérivable
NBrC
la régle ————

(A1B) est dérivable
AEC

)

~~ Exercice.



Lois de De Morgan

Les régles suivantes sont dérivables dans DN :

N-=-Av-B -Av-BFC r--AA-B r-AA-BFC
r=-(AAB) -(AAB)F-C TkF=(AVB) r-(AvB)FC

R AA=BFC e A AFC
F=(A=B) T,~(A=B)FC TF--A T,-2AFC




Lois de De Morgan

Les régles suivantes sont dérivables dans DN :

N-=-Av-B -Av-BFC r--AA-B r-AA-BFC
r=-(AAB) -(AAB)F-C TkF=(AVB) r-(AvB)FC

r-AA-B MMAA-BEFC r-A MAEC
r--(A=B) -(A=B)FC M- --A r-—AkFC

Démonstration: Toutes les implications correspondantes étaient en exercice.



Raisonner modulo |'équivalence

On note C[X := A] la formule obtenue a partir de C en remplagant toutes les
occurrences de la variable propositionnelle X par la formule A.

Théoréme

Pour toute formule C, la régl FA<B t dérivable dans DN
our toute rormuie , arege |'|—C[X :A]{:}C[X — B] Ees erivapie dans .

Démonstration: |l suffit de prouver par récurrence sur C qu'on peut dériver
IMCIX =A]F C[X =B]apartirde- A= BetlF B= A Exemples de cas :

r,D[X = B] " DX = A] r,D[X = A] - DIX = B] T, E[X = A - E[X = B]
(—g)

(Vig) (vig) M
I, DIX == Al F D[X = B] v E[X = B]| I E[X = Al F DX = B] v E[X := B]
DX — Al - DX —8 7 I, DX = A] vV E[X = A] F D[X = B] v E[X = B] V)

I, —=D[X = A], D[X = B L




Raisonner modulo |'équivalence

Le théoréme précédent nous autorise par exemple & écrire AA B A C plutdt que
AN (BAC)ou(AAB)A C n'importe ou dans une preuve dés qu'on sait montrer :

FAAN(BAC)= (ANB)AC.

De méme, on peut raisonner comme suit

F—=A=C
FA=C

dés qu'on sait montrer
FAs -—A



