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Objectif

Théoreme (Complétude)

Une formule A est un théoréme de la théorie T si et seulement si A est démontrable a
partir des axiomes de T.

» démontrable = dérivable dans DN

> avec les axiomes de T comme hypothéses : T - A sauf que T peut étre infinie. ..



Démonstration dans une théorie
Définition
Le séquent I = A est dérivable a partir de T s'il existe un argument (dans DN) :
» de conclusion I = A et
» dont toutes les prémisses sont de la forme - F avec F € T.

On note alors I -+ A.

Par exemple dans [|'arithmétique de Peano :

F Vx.x x §50 = x + x
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Démonstration dans une théorie
Définition
Le séquent I = A est dérivable a partir de T s'il existe un argument (dans DN) :
» de conclusion I = A et
» dont toutes les prémisses sont de la forme - F avec F € T.
On note alors I -+ A.

Par exemple dans [|'arithmétique de Peano :
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FVyxxSy=x+4+(xxy)
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Démonstration dans une théorie
Définition
Le séquent I = A est dérivable a partir de T s'il existe un argument (dans DN) :
» de conclusion I = A et
» dont toutes les prémisses sont de la forme - F avec F € T.

On note alors I -+ A.

Par exemple dans [|'arithmétique de Peano :
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Démonstration dans une théorie
Définition
Le séquent I = A est dérivable a partir de T s'il existe un argument (dans DN) :
» de conclusion I = A et
» dont toutes les prémisses sont de la forme - F avec F € T.
On note alors I -+ A.

Par exemple dans [|'arithmétique de Peano :

F As
F As FVy.x xSy =x+(xXxy) el
F As Fxx0=0 " FxxS0=x+(xx0) ) F As
Fx+0=x 7 FxxS0=x+0 ) b vyxox Sy = x+ (x x y) o
FxxS0=x = F x x §50 = x + (x x 50) e

(=e)

Fxx 8§50 = x4+ x
F Vx.x x §50 = x + x

(Vi)



Démonstration dans une théorie

S . AeT
Ca revient a rajouter une régle : ——— (7)

A
Lemme

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. THTA;
2. I = A est dérivable dans DN U T ;

3. il existe un contexte A ne contenant que des formules de T tel que A,T = A soit

dérivable dans DN.

Démonstration:
1 = 2: il suffit de prouver les prémisses - F en utilisant la régle (T)

O



Démonstration dans une théorie

Ca revient a rajouter une régle : AcT (7)
‘THA

Lemme

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. THTA;
2. I = A est dérivable dans DN U T ;

3. il existe un contexte A ne contenant que des formules de T tel que A,T = A soit
dérivable dans DN.

Démonstration:
2 = 3 : en notant A la liste des conclusions des instances de (T) utilisées dans la preuve de
I+ Adans DN U T, il suffit d'ajouter A a tous les contextes et de remplacer les instances de

(T) par des axiomes (ax)
[



Démonstration dans une théorie

Ca revient a rajouter une régle : AcT (7)
‘THA

Lemme

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. THTA;
2. I = A est dérivable dans DN U T ;

3. il existe un contexte A ne contenant que des formules de T tel que A,T = A soit
dérivable dans DN.

Démonstration:
3=1:si A =F,...,Fk on obtient une preuve de ' - F; = --- = F, = A, et on dérive
chaque I - F; en affaiblissant = F;. Il ne reste plus qu'a appliquer (=) k fois.

O



Correction

Définition

On dit que A est valide dans T si, pour tout modéle M de T, et tout environnement
e:V — M| onaM,ellA.

Sil=Ai,...,Ap on dit que le séquent I - B est valide dans T (on note I' =7 B) si
Al = ---= A, = B est valide dans T.

Théoreme (Correction)
SiTkr BalorsT =1 B

Démonstration: Comme toutes les régles de DN sont correctes, les arguments préservent la
validité. Il suffit donc de vérifier que les prémisses de I'argument de conclusion ' -+ B sont
valides. Or, par définition, on a =7 F dés que F € T. O



Correction

Définition

On dit que A est valide dans T si, pour tout modéle M de T, et tout environnement
e:V — M| onaM,ellA.

Sil=Ai,...,Ap on dit que le séquent I - B est valide dans T (on note I' =7 B) si
Al = ---= A, = B est valide dans T.

Théoreme (Correction)

SiTkr BalorsT =1 B

Démonstration: Comme toutes les régles de DN sont correctes, les arguments préservent la
validité. Il suffit donc de vérifier que les prémisses de I'argument de conclusion ' -+ B sont
valides. Or, par définition, on a =7 F dés que F € T. O

Encore une fois : encore heureux!



Cohérence et contradiction
Rappel : On dit que T est cohérente si T admet au moins un modéle.

Remarque

T est incohérente ssi =7 L.



Cohérence et contradiction
Rappel : On dit que T est cohérente si T admet au moins un modéle.

Remarque

T est incohérente ssi =7 L.

Définition

On dit que T est contradictoire si =7 L.

Reformulons :

Théoréme (Correction)

» SilT7 BalorsT =1 B
> SiT |7 B alors T /1 B
» Si T est cohérente, alors elle n'est pas contradictoire.

» Si T est contradictoire, alors elle incohérente.



Supposons seulement que T contradictoire = T incohérente :

| 2

VVvYyVvVYVvyVYYVYYy

supposons [ =7 B avec I = Ay, ..., A, et VL(I, B) = {x1, ...

on pose F=Vxi.... Vxx. A1 = - = A= B
on obtient -7 F donc =F 7 L

donc T U{—F} est contradictoire

donc T U {—F} est incohérente

doncsi M = T on n'a pas M = —-F
doncsiMpE=TonaMEF

donc =1 F

doncT =1 B



Cohérence et contradiction
Rappel : On dit que T est cohérente si T admet au moins un modéle.

Remarque

T est incohérente ssi =7 L.

Définition

On dit que T est contradictoire si =7 L.

Reformulons :

Théoréme (Correction)

» SilT7 BalorsT =1 B
> SiT |7 B alors T /1 B
» Si T est cohérente, alors elle n'est pas contradictoire.

» Si T est contradictoire, alors elle incohérente.



Vers la complétude
La complétude c’est la réciproque de la correction :
Théoreme (Complétude)

» Sil =7 BalorsT -1 B
» SiT /7 B alorsT 1 B
> Si T n'est pas contradictoire, alors elle cohérente.

» Si T est incohérente, alors elle est contradictoire.

Attention : David—Nour—Raffalli utilisent "contradictoire" pour "n'admet pas de
modéle" et "consistante" pour "ne démontre pas le faux".
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Vers la complétude
La complétude c’est la réciproque de la correction :
Théoreme (Complétude)

» Sil =7 BalorsT -1 B
» SiT /7 B alorsT 1 B
> Si T n'est pas contradictoire, alors elle cohérente.

» Si T est incohérente, alors elle est contradictoire.
Attention : David—Nour—Raffalli utilisent "contradictoire" pour "n'admet pas de
modéle" et "consistante" pour "ne démontre pas le faux".

Exercice : démontrez |I'équivalence entre ces quatre formulations de la complétude
(avec la méme méthode que pour la cohérence)

On va démontrer que si [ /7 L alors T admet un modéle.



Structure de la preuve
Soit T une théorie non contradictoire ; on va construire un modéle M de T
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hypothéses supplémentaires :
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» moralement, il « suffit » de prendre pour | M| I'ensemble des objets dont T peut
parler : les termes clos, modulo les égalités prouvables
» pour que la structure obtenue soit un modéle de T, on a besoin de deux
hypothéses supplémentaires :
> pour avoir M |= 3x.A quand 1 3x.A, on veut que T soit pleine :
pour toute formule A avec VL(A) C {x}, on a un symbole de constante ca tel que
Fr (3x.A) = Alx = cal
> pour traiter la négation, on veut que T soit compléte : F+ —A ssi /1 A (A close)



Structure de la preuve
Soit T une théorie non contradictoire ; on va construire un modéle M de T

» moralement, il « suffit » de prendre pour | M| I'ensemble des objets dont T peut
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Structure de la preuve
Soit T une théorie non contradictoire : on va construire un modéle M de T
» moralement, il « suffit » de prendre pour | M| I'ensemble des objets dont T peut
parler : les termes clos, modulo les égalités prouvables
» pour que la structure obtenue soit un modéle de T, on a besoin de deux
hypothéses supplémentaires :
> pour avoir M |= 3x.A quand 1 3x.A, on veut que T soit pleine :
pour toute formule A avec VL(A) C {x}, on a un symbole de constante ca tel que
Fr (3x.A) = Alx = cal
> pour traiter la négation, on veut que T soit compléte : F+ —A ssi /1 A (A close)

On montre alors :
FrAssi M=A
Le modéle obtenu est appelé modéle syntaxique de T

Pour en déduire le théoréme de complétude en général, il faut montrer que toute
théorie T non contradictoire peut &tre étendue en une théorie T’ pleine et compléte.



Le modele syntaxique : la structure
Soit T une théorie sur un langage avec au moins un symbole de constante :

» pour tous termes t,t' onnote t ~ t/ siF1 t =t/

» on a démontré que ~ est une relation d'équivalence
» on note t la classe de t

» on pose | M| = To/~ avec 7o I'ensemble des termes clos



Le modele syntaxique : la structure

Soit T une théorie sur un langage avec au moins un symbole de constante :

» pour tous termes t,t' onnote t ~ t/ siF1 t =t/

» on a démontré que ~ est une relation d'équivalence
» on note t la classe de t

» on pose | M| = To/~ avec 7o I'ensemble des termes clos

» pour chaque f d'arité n, on pose faq(t1,...,tn) = f(t1,...,tn)
» c'est bien défini : f(ty,...,t,) ~ f(uy, -+ ,u,) dés que t; ~ uy,
F t =1 t, = up i
> en effet, la régle est dérivable
l_ f(tl,...,tn) = f(ul,...,u,,)

» en particulier [t]a = t pour tout t € T

ooyt~ up



Le modele syntaxique : la structure
Soit T une théorie sur un langage avec au moins un symbole de constante :

» pour tous termes t,t' onnote t ~ t/ siF1 t =t/
» on a démontré que ~ est une relation d'équivalence
» on note t la classe de t

» on pose | M| = To/~ avec 7o I'ensemble des termes clos

» pour chaque f d'arité n, on pose faq(t1,...,tn) = f(t1,...,tn)
» c'est bien défini : f(ty,...,t,) ~ f(uy, -+ ,up) dés que ty ~ Uy, ..., t, ~ Uy,
Ftlzul Ft,,:U,,

est dérivable

> en effet, la régle
I—f(tl,...,t,,):f(ul,...,u,,)

» en particulier [t]a = t pour tout t € T
» pour chaque R d'arité n, on pose Ryg = {(t1,.--,tn) t.9. F7 R(t1,...,tn)}
> ona M E R(uy,...,up) ssibFr R(ur, ..., us)

> en effet M = R(u1,...,up) ssi (O1,...,0,) = (t1,..., ) avec 7 R(t1,..., t,)
Fth=uw Ft,=u, |—R(t1,...,tn)

F R(Ulv"' aun)

est dérivable

et la régle



Le modéle syntaxique : la complétude
Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :

Théoréme

Pour toute formule close F on a M = F ssit1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ol F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.



Le modéle syntaxique : la complétude
Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme

Pour toute formule close F on a M = F ssit1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.

Exercice : pour toute formule F, il existe F’ n'utilisant que A, — et 3, telleque F- F' et F/' - F



Le modéle syntaxique : la complétude

Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme
Pour toute formule close F on a M = F ssit1 F.
Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.
On raisonne par induction sur F :

» Si F est atomique : on a vu que

M E R(ui,...,up) ssi b1 R(u,...,up)

par la définition de M



Le modéle syntaxique : la complétude
Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme
Pour toute formule close F on a M = F ssit1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.
On raisonne par induction sur F :

> SiF=AAB:
MEAABssi Mi=Aet M =B (définition)

ssi FrAet b7 B (hypothese d'induction)
ssi Fr ANB (car (A;) est réversible)



Le modéle syntaxique : la complétude
Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme
Pour toute formule close F on a M = F ssit1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.
On raisonne par induction sur F :

> Si F=-A:
ME-Assi M~ A (définition)

ssi A (hypothese d'induction)
ssi k7 —A (T est compléte)



Le modéle syntaxique : la complétude

Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme
Pour toute formule close F on a M = F ssit1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.
On raisonne par induction sur F :

» Si F =3x.Aavec VL(A) C {x} :

M, e |=3x.Assiil existe a € M| t.q. M,e[x =a] = A (définition de |=)
ssi il existe t € To t.q. M,e[x =t] = A (définition de |M])

ssi il existe t € Tp t.q. M, e = Alx = t] (car t = [t]am.e)

(

ssi il existe t € Tp t.q. F7 Alx = t] hypothese d'induction)



Le modéle syntaxique : la complétude

Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme
Pour toute formule close F on a M |= F ssi -1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.
On raisonne par induction sur le nombre de connecteurs et de quantificateurs de F :

» Si F =3x.Aavec VL(A) C {x}:

M, e |=3x.Assiil existe a € M| t.q. M,e[x :=a] = A (définition de |=)
ssi il existe t € To t.q. M,e[x =t] = A (définition de |M])

ssi il existe t € Tp t.q. M, e = Alx = t] (car t = [t]am.e)

(

ssi il existe t € Tp t.q. F7 Alx = t] hypothese d'induction)



Le modéle syntaxique : la complétude

Soit T une théorie pleine et compléte, et M sa structure syntaxique :
Théoréme
Pour toute formule close F on a M |= F ssi -1 F.

Démonstration: Modulo les lois de De Morgan (qui sont dérivables) on peut se ramener au cas
ou F est construite a partir des formules atomiques en utilisant A, — et 3.
On raisonne par induction sur le nombre de connecteurs et de quantificateurs de F :

» Si F =3x.Aavec VL(A) C {x}:

M, e |=3x.Assiil existe a € M| t.q. M,e[x :=a] = A (définition de |=)
ssi il existe t € To t.q. M,e[x =t] = A (définition de |M])
ssi il existe t € Tp t.q. M, e = Alx = t] (car t = [t]am.e)
ssi il existe t € Tp t.q. F7 Alx == t] (
» si 7 Alx :=t], on a b+ 3x.A par (3))
» si -7 3x.A, on a b1 A[x = ca] car T est pleine |

hypothese d'induction)



Remplir une théorie
On démarre avec une T sur le langage L.



Remplir une théorie

On démarre avec une T sur le langage L.
L'idée est d'ajouter :

» un symbole de constante cy & £
» un axiome 3x.A= A[x =cala T

pour chaque L-formule A t.q. VL(A) C {x}.
Mais il y a de nouvelles formules dans le nouveau langage pour lesquelles il faut encore
ajouter un axiome. ..



Remplir une théorie
On démarre avec une T sur le langage L.

Définition
On définit deux suites croissantes (L) et (T,) telles que T, soit une théorie sur £, :
> Lo=Let Tog=T

» Lot1=LprU{catq. Ac Fr, et VL(A) C {x}} en choisissant les ca deux-a-deux
distincts et & L

» Thir1 = ThU{3x.A= Alx :=ca] t.q. A€ Fr, et VL(A) C {x}}
Onpose T, =, Thet L =1, Ln.

Lemme

Pour toute L.-formule A avec VL(A) C {x}, il existe un symbole de constante cx tel
que 7, Ix.A = Alx = cal.

Démonstration: A est une £,-formule pour un certain n O



Remplir une théorie n'introduit pas de contradiction

Lemme

Si T est non contradictoire alors T, aussi.

Démonstration: |l suffit de prouver que chaque T, est non contradictoire : en effet, une preuve
de F L dans DN U T, n'utilise la régle (T.) que pour un nombre fini d'axiomes de T, donc
c'est aussi une preuve dans DN U T,, pour n suffisamment grand.

Par récurrence sur n, il suffit de montrer :

» To = T est non contradictoire : c'est I'hypothése du lemme.

» 1., L implique -7, L.



Lemme

Soit T une théorie sur L et ¢ € L un symbole de constante.
SiT + A est un séquent sur L et I'[x == c| b1 A[x := c] alors on a aussi [ -1 A.



Lemme

Soit T une théorie sur L et ¢ € L un symbole de constante.
SiT + A est un séquent sur L et I'[x == c| b1 A[x := c] alors on a aussi [ -1 A.

Démonstration: |l suffit de prouver que la régle :
Mx:=c]F Alx:=c] (c n'apparait ni dans I' ni dans A)
MMx =t]|F Alx = t]

est admissible dans DN : c’est exactement comme pour la régle (subst) du cours précédent.
Alors, si I'[x := c] F1 A[x == ¢], on a un contexte A C T tel que I'[x == c], A F A[x = (]

et on dérive :
MNx :=c],AF Alx = ¢]

(I, A)[x =c]F A[x == ¢]
(T, A)[x = x:] F A[x = x]
LAFA

)



Lemme

Soit T une théorie sur L et ¢ € L un symbole de constante.
SiT + A est un séquent sur L et I'[x == c| b1 A[x := c] alors on a aussi [ -1 A.

Fixons une preuve de Fr,,, L. En mettant a part ses prémisses F1, ..., Fix dans Tpy1 \ Ty :
F,....,Fbk1, L

avec F; = (Ix.A;) = Ai[x = ¢;] ol chaque A; est une L,-formule et ¢; & L,.
En appliquant k fois le lemme, avec des variables fraiches x;, on obtient :

Fl,...,Fi b1, L

avec Fi/ = (HXA,) = A,‘[X = X,'].
En appliquant k fois la régle 3,, on obtient

F/' . ..,F/ 1, L

avec F/" = 3x;.(3x.A;) = Ai[x == x;] : cette formule est prouvable!
(Exercice : F Jy.(Ix.A) = A[x := y] dés que y € VL(A).)



Remplir une théorie n'introduit pas de contradiction

Lemme

Si T est non contradictoire alors T, aussi.

Démonstration: |l suffit de prouver que chaque T, est non contradictoire : en effet, une preuve
de F L dans DN U T, n'utilise la régle (T.) que pour un nombre fini d'axiomes de T, donc
c'est aussi une preuve dans DN U T,, pour n suffisamment grand.

Par récurrence sur n, il suffit de montrer :

» To = T est non contradictoire : c'est I'hypothése du lemme.

» 1., L implique -7, L.



Compléter une théorie

Lemme
Si T est non contradictoire il existe une théorie compléte T O T sur le méme langage.

Démonstration: On fait la preuve dans le cas ou le langage £ de T est dénombrable
(sinon, il faut utiliser une forme forte de I'axiome du choix, dont on n'a pas encore discuté).
On se donne donc une suite (A,) telle que {A,; n € N} soit I'ensemble des £-formules.

T, U{-A,} siltr A,
T.U{A,} sinon

On a supposé Ty non contradictoire. De plus F7,,, L implique -7, L.

On définit une suite T, de théories: To =T et Ty =



Sikr,,, L, on peut dériver [,BF L, avec C T, et B € {A,,-An}:
» sit/r, A, B =-A, donc A, 71, L et 7, A, par (r.a.), ce qui est impossible;
> sitr, A, B=A,donc A, 1, L ettt L par (coup).



Compléter une théorie

Lemme
Si T est non contradictoire il existe une théorie compléte T O T sur le méme langage.

Démonstration: On fait la preuve dans le cas ou le langage £ de T est dénombrable
(sinon, il faut utiliser une forme forte de I'axiome du choix, dont on n'a pas encore discuté).
On se donne donc une suite (A,) telle que {A,; n € N} soit I'ensemble des £-formules.
T, U{-A,} siltr A,
T.U{A,} sinon
On a supposé Ty non contradictoire. De plus F7,,, L implique -7, L.
Par récurrence, chaque T, est non contradictoire.
Onpose T=UJ, Ty:
» T est non contradictoire car toute preuve dans T est également une preuve de T, pour n
suffisamment grand

On définit une suite T, de théories: To =T et Ty =

> pour toute formule close, A€ T ou =A € T, donc T est compléte.



Complétude

Théoréme (Complétude)
Si T n'est pas contradictoire, alors elle cohérente.

Démonstration: Soit T une théorie non contradictoire sur le langage L.
» On peut construire une théorie non contradictoire T, D T, pleine sur £, D L.
» On considére la complétionde T, : T' = T,.

On a vu que T’ est compléte et non contradictoire.

Comme T’ D T,, T’ est également pleine sur le langage L..

Donc T’ admet un modéle M’.

vV v vy

Comme T C T’, on obtient également un modéle de T.



