Exercices: théories

Lionel Vaux Auclair

Logique et automates
M1 Mathématiques et applications, 20222023

Exercice 1. On se donne la signature %, = {-,¢,()7!,=} usuelle pour les
groupes.

1. Donnez une théorie G sur X,,, dont les modeles sont exactement les groupes
(avec - comme loi, e comme neutre et ()~! comme inverse).

2. Donnez une théorie Gy, sur 4, dont les modéles sont exactement les groupes
abéliens.

3. Donnez une théorie G4, sur ¥, dont les modeles sont exactement les groupes
non abéliens.

4. Reformulez les axiomes de G pour qu’ils n’utilisent que le symbole - en plus de
I'égalité.

Exercice 2. On se donne la signature %,,, = {0, 1,4+, —, x, =} usuelle pour les

anneaux.

1. Donnez une théorie A sur X,,,,, dont les modéles sont exactement les anneaux.

2. Donnez une théorie C sur X, dont les modéles sont exactement les corps.

3. Pour chaque p € N, donnez une théorie C, sur X,,, dont les modeéles sont
exactement les corps de caractéristique p (commencez par le cas p > 0).

Exercice 3. Soit ¥ une signature contenant le symbole d’égalité.

1. Pour tout n € N, donnez une formule C,, sur la signature restreinte au symbole
d’égalité, telle qu'une interprétation Z valide Cs,, ssi #|Z| > n.

On pose Ty = {C>, | n € N}.

2. Vérifiez que, pour toute interprétation Z de X, on a Z |= T, ssi |Z| est infini.
Supposons donnée une théorie 7y;,; sur X telle que, pour toute interprétation Z de
Y, onaZ = Tyin ssi |Z] est fini.

3. Montrez que pour tout n € N, la théorie T U {Csi | K < n} est cohérente.

4. En appliquant le théoréme de compacité, déduisez-en une contradiction : une
telle théorie Ty, ne peut donc exister.

5. Montrez de la méme maniére qu’il n’existe pas de théorie Gy;y,; sur g, dont
les modeles sont exactement les groupes finis (resp. les corps de caractéristique
non nulle).

Exercice 4. On se donne un symbole de fonction unaire f, un symbole de constante
a, en plus du symbole d’égalité. On définit les formules A .= Va.Vy.f(zx) = f(y) =
x=y, B=Vo.f(r)#£aet C :=Ve.x=aVIyx=f(y)

1. Donnez un modéle fini de {A, C'}.



2. Donnez un modéle fini de {B, C'}.
3. Montrez que tous les modéles de {A, B} sont infinis.

Pour chaque n € N\ {0}, on pose D,, :== Vz.f"(x) # z. On pose T = {A, B,C}
et 7'=TU{D,|n>0}.

4. Montrez que, pour chaque n > 0, T £ D,,.

5. Vérifiez qu'on obtient un modeéle de 7' sur la trame N, en interprétant a par
0 et f par la fonction successeur.

6. Donnez un modéle non dénombrable de T”.

Exercice 5. Montrez qu’il n’existe pas de théorie dénombrable T, telle que Z =
Tna ssi |Z] est infini non dénombrable.



