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LA CONJECTURE DES SOUS-GROUPES DE SURFACES
[d’aprés Jeremy Kahn et Vladimir Markovic]

par Nicolas BERGERON

Une variété hyperbolique est une variété riemannienne, lisse, connexe, complete et
de courbure sectionnelle constante égale a —1. On note Hgz I'unique — a isométrie
pres — variété hyperbolique simplement connexe de dimension 3. Dans ce rapport,
on utilise le modele du demi-espace Hy = (C x R¥, lei—fdtz). L’extension de Poincaré
de l'action par homographies de PSLy(C) sur P;(C) fournit une action de PSLy(C)
sur Hs par isométries et donc — wvia la différentielle — une action sur le fibré des
reperes. Cette action est simplement transitive; le choix d’un point base py = (0,1) €
H; et de deux vecteurs tangents unitaires orthogonaux iy = (0,1) et 77y = (1,0)
permet donc d’identifier PSLy(C) au fibré des reperes de Hjz wia I'application g —
g+ (po, to, Mo, to N 7ip).

Sauf mention contraire, dans tout ce rapport le terme variété désignera dorénavant
une variété lisse, compacte, connexe, orientable et sans bord, et surface une variété
de dimension 2. Un choix indifférent de point base est effectué lorsque l'on parle du
groupe fondamental d’un espace connexe par arc, et un choix approprié de points bases
est effectué lorsque l'on parle de morphisme entre groupes fondamentaux.

1. INTRODUCTION : LA CONJECTURE VH ET SES AMIES

Soit M une variété hyperbolique de dimension 3. On conjecture tour a tour les
énoncés suivants (voir [37, p. 380]) :

(1) Le groupe fondamental de M contient un sous-groupe isomorphe au groupe fon-
damental d’une surface de genre au moins 2.

(2) La variété M possede un revétement fini qui contient une surface plongée de sorte
que l'inclusion induise une injection au niveau des groupes fondamentaux.

(3) La variété M possede un revétement fini dont le premier nombre de Betti est
non nul.

(4) Pour tout entier n, la variété M possede un revétement fini dont le premier
nombre de Betti est supérieur a n.

(5) La variété M possede un revétement fini dont le groupe fondamental se surjecte
sur un groupe libre de rang 2.
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(6) La variété M possede un revétement fini qui fibre sur le cercle.

Il n’est pas difficile de vérifier que

La conjecture VH (pour virtuellement Haken) est I’énoncé (2). L’objet de ce rapport
est d’expliquer les grandes idées de la démonstration, par Jeremy Kahn et Vladimir
Markovic [25], de la conjecture (1) :

THEOREME 1.1 (Kahn-Markovic). — Soit M une variété hyperbolique de dimension 3,
alors il existe une surface S de genre g > 2 et une injection

7T18 — 7T1M.

Commentaires. — 1. Dans une prépublication récente, Dani Wise démontre notam-
ment l'implication (2) = (6). Son résultat est plus général, nous revenons sur ses
travaux au §6.2. Tout récemment lan Agol a fait circuler une prépublication dans
laquelle, en se reposant sur les travaux de Wise et de Kahn et Markovic, il démontre
les six conjectures ci-dessus.

2. Dans le cas ou M est arithmétique, le théoreme 1.1 est dit & Marc Lackenby [28].

3. Dans le cas ou M est une variété hyperbolique de dimension 3 de volume fini
mais non compacte, Daryl Cooper, Darren Long et Alan Reid [12] démontrent (5) et
les résultats de Wise s’appliquent encore pour démontrer (6).

4. Dans un cadre plus général, Mikhail Gromov pose :
QUESTION 1.2. — Soit I' un groupe hyperbolique au sens de Gromov qui ne contient
pas un sous-groupe libre d’indice fini. Le groupe I' contient-il un sous-groupe isomorphe

au groupe fondamental d’une surface de genre au moins 2 ?

On renvoie a [11] pour des travaux récents en lien avec cette question.

2. CONSTRUCTION D’UNE SURFACE A PARTIR DE PANTALONS

Dans toute cette partie, M = I'\Hj est une variété hyperbolique de dimension 3
uniformisée, ou I' est un sous-groupe discret et sans torsion du groupe PSLy(C). De
cette maniere, on identifie le fibré des repeéres de M a I'\PSLy(C).

(WL implication (2) = (1) est la plus délicate, voir [20, Lem. 6.6].
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DEFINITION 2.1. — Soit S une surface dont on fize un revétement universel S — S,
de groupe de revétement m1(S). Une structure de PSLy(C)-surface sur S est la donnée
d’une immersion F : S — Hs et d’une représentation p € Hom(m(S), PSLy(C)) telles
que F' soit équivariante relativement a p. Deux structures de PSLy(C)-surfaces (Fi, p1)
et (Fy, p2) sur S sont équivalentes s’il existe un élément g de PSLy(C) tel que Fy = gFy

et py = gp1g~"

Par analogie avec la notion de (G, X)-structure, on dira que F' est Uapplication
développante et p le morphisme d’holonomie de la structure de PSLy(C)-surface.
Le groupe de surface du théoreme 1.1 sera obtenu comme groupe de monodromie
d’une structure de PSLy(C)-surface sur une surface S immergée dans M. On aura
également besoin de considérer des surfaces a bord; on demande alors que ’application
développante envoie chaque composante de bord sur une géodésique.

2.1. L’espace des futals

Fixons II un pantalon orienté (a bord). On numérote Cy, Cy et C5 les composantes
de bord orientées de II et on choisit un élément ¢,, € 7 (II) dans la classe de conjugaison
correspondant a chaque composante de bord C), pour n = 1, 2, 3, de sorte que

c1c9c3 = id.

Rappelons quun élément A € PSLy(C) — vu comme isométrie de Hy — a une
longueur de translation compleze ((A) € (R} + iR)/2inZ, telle que® trace(4) =
+2cosh(((A)/2).

Etant donné un morphisme p : my(IT) — PSLy(C), on note £, = £,(p) les longueurs
de translation complexes des p(c,) pour n = 1,2, 3.

Kourouniotis [26, Prop. 1.6] montre que trois nombres complexes o, € (R} +iR)/2i7Z
oun = 1,23, déterminent deux hexagones gauches a angles droits isométriques, mais
d’orientations opposées, dont trois cotés non-adjacents sont de longueurs complexes
01, 02, 03 pour un choix de 6, € {o,,0, + iw}. En recollant ces deux hexagones on
munit le pantalon I d’une structure de PSLy(C)-surface de représentation d’holonomie
p : m(Il) — PSLy(C) telle que ¢,(p) = 20, pour n = 1,2,3. Réciproquement, si
p est le morphisme d’holonomie d'une structure de PSLy(C)-surface sur II et si les
extrémités des axes de translation des p(c,) pour n = 1,2, 3 sont deux a deux distinctes
alors p est conjuguée a une représentation d’holonomie associée comme ci-dessus a
trois demi-longueurs o, = 0,(p) € (R% +iR)/2irZ o n =1,2,3.

Remarque 2.2. — 1. Quitte & conjuguer p dans PSLy(C), on peut supposer que I’axe
de translation de p(c) est la géodésique (orientée) iR% de Hj qui va de 0 a 'infini.
Les perpendiculaires communes a tR* et aux axes de translation des p(c,) ot n = 2,3,
déterminent deux éléments v_ et v, , de points base p_ et p,, du fibré unitaire normal

(2)On prendra garde au fait que la trace de A n’est définie qu’au signe pres et que la demi-longueur
0(A)/2 n’est définie que modulo .
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a 1R que I'on numérote de sorte que l'orientation du segment [p_,p,] coincide avec
l'orientation de la géodésique iR.. Alors 'homographie z — 7'z est 'unique isométrie
directe de H3 qui préserve I'axe tR7 et envoie v_ sur v,. Cela détermine I'élément
o1 € (RL +iR)/2inZ, on procede de méme pour o, et 3.

2. Toute représentation p comme ci-dessus admet un relevé p a SLy(C) tel que
trace(p(c,)) = —2cosho, pour n = 1,2,3. Les o, déterminent la classe de SLy(C)-
conjugaison de p.

DEFINITION 2.3. — (1) Un futal dans M est la classe de conjugaison II = [p] dans
L' d’un morphisme injectif p : m(II°) — T C PSLy(C) tel que p est I’holonomie d’une
structure de PSLy(C)-surface sur I, les extrémités des azes de translation des p(cy,)
pour n = 1,2,3 sont deux a deuz distinctes et p vérifie

1) 0ulp) = 50alp), m=1,23

Dans la suite on choisira toujours des représentants {, € RIL + iR tels que
—m <Im(¢,) <.

(2) Un futal marqué dans M est la donnée (I1,g*) d’un futal et d’une géodésique
fermée orientée g* dans M qui représente la classe de conjugaison de p(c,) pour un
certainn = 1,2, 3.

On note P l'ensemble des futals marqués dans M muni de la topologie discrete.
Le groupe I' opere, & gauche diagonalement et par conjugaison, sur I'® et un futal
marqué (II, g*) est uniquement déterminé par la classe de conjugaison du triplet ordonné
(71,72,73) = (p(cn), p(cni1), p(cnsz)) € T3, ol l'entier n, considéré modulo 3, est tel
que g* représente la classe de conjugaison de p(c,). Un tel triplet vérifie en outre la
relation

(2) MY27ys = id

qui est préservée par 'action par conjugaison de I". Notons

P= '\ {(71772,73) el vy = id} )

On identifiera dorénavant P  un sous-ensemble de P.
L’ensemble P est naturellement muni d'une involution R définie par:

R(v,72,73) = (i s 5 )

et d'un tricycle rot définie par

rOt(/YD Y2, 73) - (727 V3, 71)

Remarque 2.4. — On peut penser a l'involution R comme a l'application qui envoie
un futal marqué (IT, g*) € P sur le futal IT muni de I’corientation opposée »et marqué
par la géodésique —g* (c’est-a-dire g* munie de 'orientation opposée). Le tricycle rot
préserve également le sous-ensemble P; il correspond a un changement cyclique du
marquage.
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Soit (IL,g*) = [v1,72,73] € P un futal marqué. On note o = o(IL,¢*) € (R +
iR)/2imZ la demi-longueur complexe de la composante de bord marquée : o = %ﬁ (71)-

2.2. Etiquetage des futals et construction d’une surface

Soit € un ensemble fini.

DEFINITION 2.5. — Un étiquetage légal est un triplet (E,Rg,rotg), que par abus
nous noterons juste E, constitué de trois applications E : € — P, Rg : € — & et
rotg : £ — & telles que

(1) Uapplication R est involutive et vérifie

RoE=FoRg,
(2) Uapplication rotg est d’ordre 3 et vérifie
roto & = Forotg.

Etant donnés un étiquetage légal E et un élément e € &£, on note (Il., g}) le futal
marqué E(e).

DEFINITION 2.6. — Une involution 7 : £ — &£ est dite admissible, relativement a un
étiquetage légal E, si, pour tout e dans £, on a :

9re) = —Ye-

On associe a un étiquetage légal £ : £ — P et a une involution admissible 7: & — &€
un graphe G trivalent: 'ensemble des sommets est £/(rotg) et deux sommets sont
reliés par une aréte si et seulement s’ils ont des représentants dans £ échangés par 7.
Quitte a ne considérer qu’'une composante connexe choisie arbitrairement, nous sup-
poserons dorénavant que G est connexe. Le bord d'un épaississement de G est alors
une surface S qui fibre en cercles au-dessus de G et les cercles au-dessus des mi-
lieux des arétes découpent S en pantalons orientés. On note I, (e € &) le pan-
talon correspondant au sommet [e] dans £/(rotg) dont on marque la composante de
bord associée au milieu de l'aréte joignant les sommets [e] et [r(e)]. L’étiquetage
légal E associe a chaque élément e € £ un futal II. = [p.]|, ou p. est le morphisme
d’holonomie d’une structure de PSLy(C)-surface (Fy, p.) sur 1., ainsi qu'une géodésique
fermée orientée g¥ C M correspondant a la composante de bord marquée de II.. Soit
o. = o(IL, g}) € (R} +iR)/2inZ. Puisque 7 est admissible, on a :

(3) Tr(e) = Oe.

La surface a bord obtenue en recollant II. et Il selon les composantes de bord
marquées est donc naturellement munie d'une structure de PSLy(C)-surface qui in-
duit sur II. et Il.y des structures de PSLy(C)-surfaces équivalentes a (F,p.) et
(FT(e), pT(e)).(3) De cette maniere on obtient la proposition suivante.

()Noter qu’il est nécessaire pour cela que Or(e) = Oc PlUtOt que o) = o¢ + .
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PROPOSITION 2.7. — Pour tout étiquetage légal E : £ — P et toute involution admis-
sible T : € — &, il existe une surface S munie d’une structure de PSLy(C)-surface de
représentation d’holonomie

perm(S)—T
telle que S est découpée en pantalons orientés I1, avec une composante de bord marquée

et la structure de PSLy(C)-surface sur S induit sur chaque 1, une structure de
PSLy(C)-surface équivalente a (Fy, pe).

2.3. Coordonnées de Fenchel-Nielsen

Soient v un élément de I' et g la géodésique fermée non orientée dans M associée a
la classe de conjugaison de v dans I'. On note Z, le centralisateur de v dans PSLy(C).
La longueur complexe £ de v, vue dans R}, +iR avec —7 < £ < 7, ne dépend que de g.
On note ’T‘W = (M\Z, et T, le tore euclidien C/ (¢Z + 2irZ) ot o = 3{. On note enfin
(T, d) I'espace métrique obtenu en formant la réunion disjointe des Ty, ou g parcourt
I'ensemble des géodésiques fermées (non orientées) dans M.

R Si h est un élément de PSLy(C) la conjugaison par h induit un difféomorphisme de

*

+
{AC = (64/ 2 - /2) (€ C}. L’isomorphisme A¢ — ( identifie canoniquement Z, au

T, vers ’T‘Mh_l. Mais si I'axe (orienté) de v est iR%, alors le groupe Z, est égal a
groupe C; il permet de réaliser ’T‘7 comme revetement de degré 2 de T,

Considérons maintenant un futal marqué (IL, ¢*) = [y1,72,73] € P. Comme dans
la remarque 2.2 (1), la perpendiculaire commune aux axes de 7; et 79, resp. 7y et
~3, détermine un élément du fibré unitaire normal a ’axe de v, et donc, en prenant
d’abord le vecteur tangent de I’axe de translation orienté de ~; puis en complétant par
leur produit vectoriel, un élément du fibré des reperes de Hz. On note r_ et ry ces
deux reperes, ordonnés de sorte que 'on passe de r_ a r, en suivant 'axe de v; dans
le sens positif. Le groupe Z,, opere simplement transitivement sur le sous-ensemble
constitué des reperes en un point de l'axe de ;. On écrit r_ = A_ - (po, Uy, 1o, U N 1)
et ro = Ay - (po, o, My, U N Tlp) avec A_ et Ay dans Z.,. Il découle de la remarque 2.2
que Ay = A, A_; dans la suite on identifie les tore euclidiens T, et (4,,)\Z,,. On
prendra cependant garde au fait que I'action (¢, B) — A¢B de C sur (A,,)\Z,, dépend
d’un choix d’orientation de g.

DEFINITION 2.8. — On appelle pied du futal marqué (I1, g*) l'image commune p(I1, g*)
de A_ et Ay dans le tore T,. On note p: P — T Uapplication qui a un futal marqué
(IL, g*) associe son pied p(I1, g*) € T, C Ty.

Considérons maintenant un étiquetage légal F : £ — P et une involution admissible
7:& — & Soit e € £. On a 0,() = 0. mais en général p(IL, g7) # p(IL, ), gj(e)).

DEFINITION 2.9. — On appelle parametre de décalage associé a la géodésique marquée
g: Uélément t. € C/ (0.2 + 2itZ) tel que

Ate—‘riwp(]-_-[e? g:) - p(HT(€)7 g:(e))
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Remarque 2.10. — L’action (¢, B) — A¢B de C sur T, dépend du choix d’orientation
g:, le changer revient a changer 'action en (¢, B) — Ac_lB . On en déduit que t. = t-()
et donc que, comme la demi-longueur o, le parametre de décalage t. ne dépend que de
la composante de bord marquée et pas du futal.

Les demi-longueurs complexes (0 )ces déterminent une structure de PSLy(C)-surface
sur chaque pantalon II.. Si tous les parametres (o, t)ece sont réels la représentation
pE.- est injective et conjuguée a une représentation dans PSLy(R). Elle est déterminée,
& conjugaison pres, par les parametres (de Fenchel-Nielsen) (o¢,t./0c)cce € (RY)® X
(R/Z)?. Cette dernitre assertion reste vraie lorsque les paramétres sont complexes :
la représentation pg, : m(S) — PSLy(C) est encore déterminée, a conjugaison pres,
par les parametres (o.,t.)c.ce qui sont les parametres de Fenchel-Nielsen complexes
introduits par Kourouniotis [26] et Tan [36].

2.4. Surfaces presque plates

DEFINITION 2.11. — Soient R et e deux réels strictement positifs. Un futal II = [p]
dans M est (R, ¢e)-plat si, pour n =1,2,3, on a:

R
onlp) — 5| <<

Dans la partie suivante, nous déduirons le théoreme 1.1 des deux théoremes qui
suivent. Le premier — qui découlera du fait que le flot des reperes sur M est expo-
nentiellement mélangeant — affirme que si ’'on fixe ¢ et laisse tendre R vers l'infini, il
existe «beaucoupy de futals (R, ¢)-plats dans M et que les pieds de ces futals sont «bien
distribuésy». On dispose donc d’une grande flexibilité pour construire des surfaces a par-
tir de ces futals presque plats. Le second théoreme fournit une recette d’assemblage de
futals presque plats de sorte que la représentation de monodromie de la structure de
PSLy(C)-surface obtenue a l'issue de 1’assemblage soit injective.

Etant donné un espace métrique (X, d), on note M(X) Uensemble des mesures
boréliennes finies positives a support compact dans X. Par analogie avec la métrique
de Levy-Prokhorov, voir [7], on pose:

DEFINITION 2.12. — Deuz mesures p, v € M(X) sont dites d-proches, pour un cer-
tain réel strictement positif 0, si

(1) w(X) = v(X), et

(2) pour tout borélien A de X, on a pu(A) < v(Vs(A)), ot Vs(A) désigne le §-voisinage
de A dans X.

Noter qu’étre d-proche est une relation symétrique.®
Par abus de notation, on note M(P) I'espace des mesures boréliennes positives
a support fini sur P qui sont préservées a la fois par I'involution R et le tricycle rot.

(DBn effet : v(A) < v(X) = v(V3(X \ Vs(A))) < p(X) = p(X \ V5(4)) = u(V5(A)).
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L’application p qui a un futal marqué (II,g*) associe son pied dans T, permet de
pousser une mesure p € M(P) sur une mesure p,p € M(Tyy).

DEFINITION 2.13. — Soient § un réel strictement positif et v une mesure dans
M(Tyr). On note A, la moyenne de v sous action de C, de sorte que :

ot A est une mesure de Lebesque sur T,. On dit que v est d-équidistribuée si v est
d-proche de A,. On écrira alors v € Ms(Tyy).

THEOREME 2.14. — Il existe des constantes strictement positives q et D telles que
pour tout réel € € 10,1], il existe un réel R. tel que pour tout R > R., il existe une
mesure non nulle p1 = pe. g € M(P) telle que

(1) p est supportée sur les futals (R, )-plats, et
(2) pupr est DRe 1% -équidistribuée.

DEFINITION 2.15. — Soient E : &€ — P un étiquetage légal, 7 : E — € une involution
admissible et ¢ et R deux réels strictement positifs. On dit que la représentation pg .
est (R, e)-plate si pour tout e € &,

(1) le futal I1, est (R, ¢e)-plat, ou encore |0, — R/2| < €, et
(2) le parameétre de décalage t. est g-proche de 1 : |t, — 1| < ¢/R.

Si R est fixé alors, pour ¢ suffisamment petit, une représentation (R, ¢)-plate est la
monodromie d'une structure de PSLy(C)-surface qui est arbitrairement proche d’étre
fuchsienne ; en particulier elle est injective. L’intérét du résultat qui suit est de montrer
que puisque 'on a imposé aux parametres de décalage d’étre proches de 1, on peut en
fait choisir € uniforme par rapport a R.

THEOREME 2.16. — Il existe des réels strictement positifs g et Ry tels que pour tout
étiquetage légal E : &€ — P et toute involution admissible T : € — & et quel que soit
R > Ry, € €0,¢e0], si la représentation pg , est (R,e)-plate alors pg . est injective.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Dans cette partie, on admet les théoremes 2.14 et 2.16 et on en déduit le théoreme 1.1.
Soient g, D et g9 les constantes fournies par les théoremes 2.14 et 2.16. On fixe
e € |0, min(eg, 1)]. Soit R. le nombre réel strictement positif qui lui est associé par le
théoreme 2.14. La proposition qui suit garantit I’existence d’une représentation (R, ¢)-
plate avec R > Ry et ¢ < gg. Le théoreme 2.16 implique alors que cette représentation
est injective, ce qui démontre le théoreme 1.1.
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PrROPOSITION 3.1. — Soit R > R.. Il existe un étiquetage légal E : £ — P et une
involution admissible T : &€ — & tels que pour tout e € £, on a :

(1) loe — R/2| < ¢, et

(2) |te — 1] < 2DRe 9%,

On explique maintenant comment déduire la proposition 3.1 du théoreme 2.14. 1l
s’agit de passer des mesures aux étiquetages. On fixe R > R..

3.1. Une conséquence métrique du théoreme des mariages de Hall

Une mesure u € M(P) est presque un étiquetage, la difficulté est de construire
I'involution admissible 7. L’outil technique est la proposition générale suivante.

PROPOSITION 3.2. — Soient (X, d) un espace métrique, A et B deuzr ensembles finis
de méme cardinal, f: A — X et g: B — X deux applications et § un réel strictement
positif. On note # 4, resp. #p, la mesure de comptage sur A, resp. B. Et on suppose
que les mesures f,# 4 et g.#p sont d-proches. Alors, il existe une bijection h: A — B
telle que pour tout a € A, on ait d(g(h(a)), f(a)) < 9.

Démonstration. — On définit :
M = {(a,b) € Ax B : d(f(a),g(b)) <6}

comme ensemble des mariages possibles. Il s’agit de construire une bijection h: A — B
telle que pour tout a € A, on ait (a,h(a)) € M. Le théoreme des mariages de Philip
Hall [19] fournit un critere pour I'existence d’une telle application de mariage :

LEMME 3.3. — Pour qu’il existe une application de mariage, il suffit que pour tout
sous-ensemble C' de A il y ait au moins |C| éléments de B qui puissent étre mariés a
un élément de C'.

Il s’agit donc de montrer que si C' est un sous-ensemble de A, le sous-ensemble
Mc=1{be B : JaecC, (a,b) € M} de B contient au moins |C| éléments. Cela
résulte du calcul suivant, reposant sur 'hypothese que les mesures f,#4 et g.#p sont
d-proches :

|Mo| = (9:#8)(Vs(F(C))) = (fe#£4)(f(C)) = |C].

3.2. Démonstration de la proposition 3.1

Le théoréme 2.14 fournit une mesure p € M(P) telle que p,u soit DRe 4®-proche
de sa moyenne sous I’action de C. En particulier, on a :

(4) Putt et (Aipix 0 p)pe sont 2D Re”“-proches.
On commence par montrer qu'il existe une mesure rationnelle vérifiant (4).

LEMME 3.4. — I existe une mesure non nulle p* € M(P) supportée par des futals
(R, e)-plats, vérifiant (4) et telle que pour tout (IL, g*) € P, on ait p*(I1, g*) € Q.
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Démonstration. — Les mesures p.p et (Ajpir © p)sp sont atomiques a support fini.
Notons a; et b; leurs atomes respectifs. La relation (4) est alors équivalente a un systeme
linéaire fini S d’inégalités entre les valeurs x; = p.pu(a;) et y; = (Aitir © p)wpe(b;) dont

les coefficients sont entiers (et méme dans {0,1}). Puisque le systéme S a une solution

réelle, on peut trouver des solutions rationnelles x}** y;"»at arbitrairement proches. On

t

peut alors remplacer p par une mesure ' avec les mémes atomes mais rationnelle

et telle que 5™ = p. ™ (a;) et 5™ = (Aipir 0 p)up™(b;). La mesure p** vérifie les
conclusions du lemme. ]

Nous supposons dorénavant que p = p™*. Quitte & multiplier p par un entier suffi-
samment grand, on peut méme supposer que chaque pu(Il, g*) est entier. On peut alors
écrire j1 comme une somme formelle R-symétrique de futals (non marqués)® :

p=n1(IL + R(IL)) + no(Iy + R(M)) + . .. + (M + R(ILy)),  (ni € N*).

Pour chaque s = 1,...,m, on fixe un marquage (Il g¥). Considérons maintenant
I'ensemble €& = {(j,k) : 7=1,2,...,2(n1 +n2+ ...+ ny), k € Z/3Z}. On associe a
u Iétiquetage E : & — P défini par

B0 = {

rot*(Il,, g%)  sij est impair et 2(ng + ... +ne1) <J < 2(ng + ...+ ny)
R orotk (I, g7) sij est pair et 2(ng + ... +ny 1) < j < 2(ng + ... +ny).

L’ensemble £ est naturellement muni d’une involution Rg : (j,k) — (j+ (=1)7T1 k) et
d'un tricycle rotg : (j, k) — (j, k + 1) qui font de application E un étiquetage légal.
Noter que, puisque u est supportée par des futals (R, e)-plats, pour tout e € &€, on a
loe — R/2| < e.

Il nous reste a construire une involution admissible 7 : £ — & telle que, pour tout
e € £, on ait d(AlH-,rp(He,g:),p(HT(e),g:(e))) < 2DRe 9%, Pour cela, on décompose £
en la réunion disjointe des sous-ensembles

g(g*):l: = {(]7 k) : E(], k) = ("g*)v + = (_1)j+1}7
ou ¢g* parcourt I’ensemble des géodésiques fermées orientées de M.
LEMME 3.5. — Soit g* une géodésique fermée orientée de M. Il existe une bijection
h=hg:E(g*)" — E(—g*)~ telle que pour tout e € E(g*)",
d((Artin o po E)((e)), (po E)(e)) < 2DRe™ ™.
Démonstration. — Posons a™ = (p o E) e+ et a = (po E),#egn-. 11 découle
de la R-symétrie de p (ou de I'étiquetage E) que les mesures a™ et o~ coincident. On a

alors p,pur, = 4a~ = 4a™ et 'équation (4) implique que les mesures a™ et (Ai4ir).a”
sont 2D Re~9%-proches. Le lemme découle donc de la proposition 3.2. O

(®)La mesure p, étant rot-invariante, attribue le méme poids & deux futals marqués qui ne different
que par le marquage.
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On définit alors I'involution 7 : & — &£ par

[ hg(e) siee€&(gh)*
7(€) _{ hl.(e) siee&(g)".

—g*

La proposition 3.1 est démontrée et donc aussi le théoreme 1.1.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.14

On note K le stabilisateur de py dans PSLy(C) et a, la matrice (eto/2 6_9/2 ), out € R.

4.1. Le flot des reperes

La courbe t — p; = (0,€") = a; - po est la géodésique dans Hz de conditions initiales
(po, Uo). Le repere (py, Uy, Ty, Uy A i) associé a la matrice a; est obtenu par transport
parallele de (py, Uy, 7ig, Uy A Tip) pendant un temps ¢ le long de la géodésique (p;)ier. Et
pour tout g € PSLy(C), la géodésique (g - p)ier a pour condition initiale g - (po, o).
L’action du flot géodésique sur le fibré des reperes par transport parallele pendant un
temps ¢ correspond donc — dans PSLy(C) — a la multiplication a droite par la matrice
a;. Cette action induit une action — appelée flot des repéres — sur I'\PSLy(C). La
mesure de Haar sur PSLy(C) induit une mesure finie — invariante sous 'action du
flot des reperes — sur I'\PSLy(C); on note v la mesure de probabilité correspondante.
Le théoreme suivant — di a Calvin Moore [31] — affirme que le flot des reperes est
exponentiellement mélangeant relativement a la mesure de Haar; on donne les grandes
idées de sa démonstration en appendice.

THEOREME 4.1. — Il existe une constante ¢ = q(M) > 0 telle que si f et g sont deuz
fonctions de classe C*> de I'\PSLy(C) dans R, alors il existe une constante C, fonction
continue des normes de Sobolev de f et de g, telle que pour toutt € R,

‘/F\PSLQ(C)Q(xat)f(x)du(x) - </F\PSL2(C) fdu) </F\PSL2(C) gdy>‘ < Ceall,

4.2. Une application du mélange

On munit le groupe PSLy(C) d’une métrique riemannienne d invariante a gauche sous
l'action de PSLy(C), invariante a droite sous I'action de K et qui releve la métrique
hyperbolique sur Hs. Soit € un réel strictement positif. On fixe une fonction y. positive,
de classe C* sur PSLy(C), supportée dans la boule de rayon €/2 centrée en 'identité
et vérifiant:

(1) x-(I1d) > 0, et

(2) fPSLQ(C) Xe(w)dv(z) = 1.
On associe a la fonction x. le noyau k.(z,y) = x.(z7'y) sur PSLy(C).
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DEFINITION 4.2. — Soit r un réel strictement positif. On pose :

Va,y € PSLy(C), ac,(z,y) = / ke(z, ga, )k (y, g)dv(g)
PSL2(C)

et
V%QGPSLz(C), srajy Zasr'xﬁyy

vyel

Le noyau a. , est un noyau invariant sur PSLy(C) : a., (g, gy) = a.,(z,y), pour tous
z,y,g € PSLy(C). Le noyau A., définit lui un noyau C*° sur I'\PSLy(C); il mesure
si deux reperes dans M sont proches d’étre envoyés I'un sur 'autre par I'action du flot
des reperes pendant un temps 7.

PROPOSITION 4.3. — [l existe une constante C' = C(g, M) telle que pour tous x,y €
PSLy(C), on a :

|Ac - (z,y) — 1] < Ce™ 7.

Démonstration. — Soient z,y € PSLy(C) et D C PSLy(C) un domaine fondamental
pour l'action de I'. On a :

Acpl,y) =) /P (z, gar)k-(y,7" g)dv(g)

et SLQ(C
= Z/ (x,7' gar ke (y, 7' g)dv(g)
v,y €l

- / Kg(xygar)Ke(:%g)dy(g)a
T'\PSL2(C)

ou Ke(z,y) = > crkelz, 7y) déﬁnit une fonction de classe C* sur I'\PSLy(C) x
I'\PSLy(C). Le théoreme 4.1 appliqué aux fonctions f = K.(y,-) et ¢ = K.(x,"),
fournit alors une constante c(z,y) telle que |A.,(z,y) — 1] < ¢(z,y)e”?. Enfin, par
compacité de M, on peut choisir C' majorant uniformément c(z,y). O

Remarque 4.4. — 1l découle de la proposition 4.3 que pour r suffisamment grand, il
existe 7 € I" tel que a.,(z,vx) soit strictement positif. Il existe alors g € PSLy(C) tel
que d(gy tg,a,) < e. Et la gbodésique fermée orientée dans M associée & v a donc
pour longueur (complexe) un nombre ¢ tel que |[¢ —r| < e. Ce résultat — ainsi que le
principe de sa démonstration — est dia a Gregori Margulis [29].

(6)Noter que l’on a :

/ K.(z, g)dv(g) = / ke (2, 9)dv(g) = 1.
I'\PSL»(C) PSLy(C)
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4.3. Des reperes aux futals

Soit € PSLy(C); on note (p,u, 7,4 A i) = x - (po, Uy, Mo, Uy A Tip)- Etant donné un
réel r, on associe a x les éléments

Ty = xR%a,«M € PSLy(C) pour k=0,1,2,

ou Ry = (_iosslf(/g%) _2551?9(%)2 )) est I'élément de PSLy(C) d’extension de Poincaré la rota-

tion d’angle # dans le sens direct autour de la géodésique passant par pg et dirigée par le
vecteur 7ip.") Soit w* (%) le vecteur obtenu par rotation directe d’angle 2% de @ autour
du vecteur 7i. Le repere z . - (po, to, fig, Uy A Tio) est I'image de (p,w* (), 7, w* (@) A 77)
par le flot des reperes pendant un temps /4.

FIGURE 1. Des reperes aux futals

Soit g, = a_T/4R%aT/4; ON a T(pt1,r) = Tk gr pour k = 0,1,2. On écrit la
décomposition de Cartan g, = Ry, () 1xGer)Royry avec 7 — £(r) impaire. Un calcul
simple montre alors qu’il existe une constante universelle C' > 0 telle que pour tout
r > 0, les trois nombres

4 r
(5) |0(r) — g + log §|, |01(r)| et |62(r)| sont inférieurs & Ce™ 1.

DEFINITION 4.5. — A tout triplet A = (Ap)r=012 € I'* on associe la représentation
pa:m(Il) = ' donnée par les formules :

palcn) = Ap 1A pourn =1,2,3.

(M On prendra garde au fait que Ry et a; n’ont pas le méme axe et ne commutent donc pas en général.
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L’image de (71,72,73) = (pa(c1), pa(ca), pa(es)) dans P est uniquement déterminée
par la classe de A dans le quotient T'\I™®.

DEFINITION 4.6. — Soit dn la mesure de comptage sur I'*. On note Bw la mesure sur
PSLy(C) x PSLy(C) x T'* définie par

H e j2(T(—k,—r)s AkY(hiry) dv(7) @ dv(y) @ dn(A).
k€Z/3Z

La mesure B&T est I'-invariante a gauche (pour laction diagonale) et non triviale
d’apres la proposition 4.3. Elle induit donc une mesure non nulle 3., sur le quotient
'\ (PSLy(C) x PSLy(C) x I'*). On note

® : '\ (PSLy(C) x PSLy(C) x I'*) — P
lapplication qui & la classe de (x,y, A) associe [pa].

PROPOSITION 4.7. — [l existe une constante D > 0 telle que pour tout € > 0, il existe
un réel r. tel que pour tout r > r. la mesure ®.3;, sur P est supportée dans l’ensemble
des futals (2r — 2log 3, De)-plats.

Démonstration. — Soit (x,y, A) dans le support de BE,T. Il s’agit de calculer les demi-
longueurs complexes des éléments ~, = pa(c,) pour n = 1,2,3. Considérons le cas
n = 1. Puisque a.,/2(x0,-r), Aoyo,) est non nul, il existe gy € PSLy(C) tel que
d(x(0,—r), goar/2) et d(Aoyr), go) soient inférieurs a £/2. Il existe donc des éléments

ggl) et g§2) dans la boule de rayon £/2 autour de l'identité dans PSLy(C) tels que

209" = gotrsa et gogt” = Agy(o; on a alors :

(6) $(o,—r)9§1)a—r/2g£2) = Aoy(o,r)-

De la méme maniere, puisque a.,/2(2(2,—r), A1y(1,,)) est non nul, il existe des éléments
g et g dans la boule de rayon £/2 autour de l'identité dans PSLsy(C) tels que

(7) Ay y(l,r)g§3)ar/29§4)

= T(2,—r)-
En utilisant tour a tour que z(_»y = Z(2,—r) Ry (—r)Rra_g)Roy—r) et que ya,) =
y(oﬂ,,)Rgl(T)RWCLg(T)R%(T), on déduit de (6) et (7) que

AoAT" 90 = 90(9 Ro, vy Retu(r) Roy(r) 9 a1 1295 Ry (— 1y Ry R =y 9V 0y o).
Puisque R,a; = a_;R,, comme la distance d est K-invariante a gauche et a droite et
puisque pour r grand les Ry, sont proches de l'identité, on obtient qu’il existe un

réel strictement positif r. tel que pour tout r > r. il existe des éléments A pour
i=1,...,4, dans la boule de rayon ¢ autour de l'identité dans PSLy(C), tels que
Y190 = go(hVa_ymhPa_, shPa_yyhMa_, ).

Mais un calcul élémentaire, utilisant (5), implique que, quitte a augmenter 7., on peut
supposer que pour r > r., la matrice

rYa_ymhPa_,sha_ymyhPa_,

(3 &€
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est de la forme

(8) ( €_2r+210g(4/3) 4 0(8) e2r—210g(4/3)0(€) )

0(8) e2’r—210g(4/3)(1 + 0(5))

La trace de 7; est donc égale & e2=21°¢(4/3)(1+O(e)). En raisonnant de la méme maniére
avec 7, et 3 (et en augmentant au besoin 7.), on conclut qu'il existe une constante
universelle D telle que pour r > r. les longueurs complexes de la représentation py
vérifient, pour tout n =1, 2, 3,

4
6. (pa) — 2r + 2log 3 < De.

En particulier les éléments p4(c,) pour n = 1,2, 3 sont loxodromiques. Enfin, puisque
la matrice a_g,y210g(4/3) €8t réelle, un argument de continuité en € montre que on(pa) =
%Kn(p 4) pour n = 1,2, 3. La classe de conjugaison de la représentation p4 représente
donc un futal (2r — 2log §, De)-plat. O

Remarque 4.8. — 1. 11 découle des propositions 4.3 et 4.7 que pour R suffisamment
grand il existe bien des futals (R, ¢e)-plats. Ce point crucial est di & Lewis Bowen [§]
qui était lui aussi motivé par la conjecture des sous-groupes de surfaces.

2. La démonstration montre plus® : un calcul simple implique en effet que, pour r
suffisamment grand, les points fixes zy € CU{oo} de la matrice (8) vérifient |z_| = O(¢)
et |z | > ﬁ. Cela montre que — quitte a augmenter les constantes D et r. — on
peut supposer que pour tout r > r. l'axe de la matrice (8) reste a distance au plus
De du point base py et donc que 'axe de v; € T' est a distance < De de go(po). Par
symétrie on en déduit que 'on peut supposer que 'axe de v, est a distance < De des

points Z(0,—r) * Po, Ao?/(o,r) “ Do, T(2,—r) - Po €t Aly(m) - po de Hs.
DEFINITION 4.9. — Etant donnés un réel € > 0 et un réel R > 0, on pose

Me,R = (I)*ﬁD—lg, R/2+log%'

Et on note R, = 2r, — 210g§.

11 découle de la proposition 4.7 que pour R > R., la mesure p. p € M(P) — qui est
non nulle d’apres la proposition 4.3 — est supportée sur les futals (R, ¢)-plats. Pour
démontrer le théoreme 2.14, il reste a démontrer la proposition suivante; c’est 1'objet
des paragraphes qui suivent.

PROPOSITION 4.10. — 1l existe une constante strictement positive D' telle que pour
tout € € ]0,1], la mesure puper sur Ty est D' Re™1%-équidistribuée.

(8)Cest d’ailleurs uniquement pour cette raison que 1’on a commencé par transporter parallelement les
repéres associés & x et y pendant un temps r/4, voir la proposition 4.13.
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4.4. L’application @

Soient ¢ et r deux réels strictement positifs.

Soient v € I' et Z = Z, son centralisateur dans PSL,(C). Un couple (z,y) €
PSL,(C)? détermine une géodésique orientée dans Hz allant de yR%(oo) € Py(C)
a xR%(O) € P1(C).” Si l'axe de translation de v n’intersecte pas cette géodésique
la perpendiculaire commune détermine un élément du fibré unitaire normal a 1’axe
de v et donc, comme au §2.3, un repere de Hj au-dessus de 'axe de . On écrit
@ (x,y) - (po, o, Mo, Uy ATlp), avec w,(x,y) € Z, ce repere. En tant que groupe, Z opere
sur lui-méme et diagonalement (& gauche) sur PSLy(C)?. Si z € Z, on a @, (zz,zy) =
zw.(x,y). L’application w, passe donc au quotient par le groupe () (dont l'action
commute a celle de Z) en une application Z-équivariante, définie presque partout,

@, + (M\(PSLy(C) x PSLy(C)) — T, = (1)\Z.
Noter que si h € PSLy(C), la conjugaison par h identifie TW et '/I\‘,thl et on a :
(9) @hyn-1 (ha, hy) = heo, (z,y)h ™"

DEFINITION 4.11. — On note ., = e, la mesure sur (7)\(PSLy(C) x PSLy(C))
induite par la mesure y-invariante (a gauche)

as,r/2<x(0,77‘)7 y(O,r)>a€,r/2(7$(2,fr)a y(l,r))d’/(ﬂf) ® dv(y).

FIGURE 2. Pied abstrait

) Noter que YRaix (00) = lim,— o0 Y(2,r) €t TR 2ix (0) = limy 4 00 T(1,—7)-
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Noter que la mesure o, est Z-invariante de sorte que

(10) (wv)*av = A(ww)*a7 =

ou A est la mesure de Lebesgue sur le tore Tv-

DEFINITION 4.12. — Soit
@ : T'\(PSLy(C) x PSLy(C) x I'*) — Ty,

Uapplication qui a la classe de (x,y, A) associe l'image de w,,(z, Ayy) dans le tore
abstrait T, ot g est la géodésique fermée de M associée a v, = AgAT"; voir figure 2.

Noter que I'application w est bien définie : changer (x,y, A) en v - (z,y, A) revient a
changer w,, (z, Agy) en w,.,,-1(yx,7Ay) qui — en vertu de (9) — a la méme image
dans le tore euclidien T.

L’application qui & un futal marqué associe son pied induit également une application

po®: T\ (PSLy(C) x PSLy(C) x I'*) — Tyy.

PROPOSITION 4.13. — Il eziste des constantes ¢, K > 0 telles que pour tout ¢ € 10, 1],
il existe un réel vl tel que pour tout r > r. et pour tout élément [x,y, A] dans le support
de Bz, 0N @ :

dlpo®(x,y,A),w(z,y, A)) < Ke .

Démonstration. — La proposition résulte du fait général que dans un espace hyper-
bolique, pour tout M > 0, il existe des constantes ¢, K > 0 telles que deux géodésiques
qui restent & distance < M pendant un temps r sont Ke~“-proches au temps r/2; voir
figure 2. On renvoie a [25, Lem. 4.2] pour plus de détails et des constantes explicites. [

COROLLAIRE 4.14. — Les mesures (p o ®),.0:, et w.f:, sont Ke " -proches.

4.5. Démonstration de la proposition 4.10

Soit v € T'. On note C, le sous-ensemble de PSLy(C) x PSLy(C) x I'* constitué des
triplets (z,y, A) tels que AgA;' = 5. Soit x : C;, — PSLy(C) x PSLy(C) Papplication
(z,y,A) — (z,A5"y). Le lemme suivant découle de la définition de A, .

LEMME 4.15. — On a :

X x (6&,7"‘07)
= As,r/Z (37(1,77")7 y(2,r))a€,r/2<x(0,fr)7 y(O,T))ae,r/2(7x(2,fr)a y(l,r))dl/(x) ® dl/(y)
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La mesure X*(B&T’Cv) sur PSLy(C)? est y-invariante; on note 3, la mesure induite
sur le quotient (y)\PSLy(C)?. On peut maintenant pousser — & 'aide de 'application
w, — les mesures a, et 3, en des mesures sur le tore 'i‘,y. D’apres la définition de o,
le lemme 4.15 et la proposition 4.3, on a :

(1= Ce™")(@y)say < (@y)ufy < (L4 Cem ") (@) y

Mais, poussée sur le tore abstrait T, ou g est la géodésique fermée de M associée a v,
les mesures (@, )./3, et [@,fe,] |1, coincident. Il découle alors de (10) que 'on a :

(11) (1 - C’e_qr)/\(ww)*a7 < [w*ﬁm] ’Tg < (1 + Ce—qT)A(ww)

* Oy *

Le lemme suivant est élémentaire; voir [25, Lem. 3.1].

LEMME 4.16. — Soient a,b € C tels que T = C/(aZ + ibZ) soit un tore. Soit f une
fonction continue et positive sur T et 6 € 0, %[ tels que

(1—=0)Amn < fFA<(1+)Ap,.
Alors, la mesure fA est 46(|a| + |b])-€Equidistribuée.

D’apres la proposition 4.7, un tore Ty = (R} 4 iR)/(0Z + 2iwZ) qui intersecte non
trivialement le support de w, ., vérifie |o| < 2r. Il découle donc du lemme 4.16 et
de I'équation (11) que la mesure w, (., est 8rCe 7-équidistribuée. Le corollaire 4.14
implique alors que pour r sufisamment grand (et en supposant ¢ < c¢) les mesures
(po®).B:r et Aoy, s., sont 9rCe™?-proches. Puisque — compte tenu de la définition
49 —onapu.r = (po @)*5D*15,R/Q+1og§v cela suffit a démontrer la proposition 4.10.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.16

Si € est suffisamment petit, une représentation (R, ¢)-plate est la monodromie d’une
structure de PSLy(C)-surface. Si e = 0 cette structure est en fait une structure hyper-
bolique réelle; nous dirons alors que c’est une surface de type R.

5.1. Géométrie des surfaces de type R

Une surface S de type R est munie d’une décomposition en pantalons. On appelle
revers de cette décomposition les courbes simples fermées géodésiques qui découpent S
en pantalons. Chaque revers est de longueur R et chaque parametre de décalage est
égal a 1.

Dans un pantalon hyperbolique dont toutes les composantes de bord sont de longueur
R, la distance entre deux composantes de bord est égale & 2e~#/4 + O(e~3/4), lorsque
R tend vers 'infini. Il découle donc de la formule du pentagone [10, Thm. 2.3.4] que,
pour R suffisamment grand, une courbe de longueur < R/5 joignant deux composantes
de bord est homotope, relativement au bord, a une géodésique minimisante entre ces
deux composantes de bord.
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Co

FIGURE 3. Le segment g et les C;

Soient g un segment géodésique de H? et Cp,...,C, l'ensemble ordonné des
géodésiques (bi-infinies) de H? qui se projettent sur les revers de S et qui intersectent
g, voir la figure 3. Alors deux géodésiques adjacentes C; et C;q sont soit proches, a
distance = 2~/ soit éloignées, & distance > R/5. Pour i = 0,...,k on note z; le
point d’intersection de g et C; et w; le pied dans C;;; de la perpendiculaire commune
a C;et Ciyq.

Dans le plan hyperbolique, les géodésiques s’éloignent a vitesse linéaire (voir [10,
Thm. 2.3.1]) : pour i =0,...,k—1,0on a

d(Cy, Cipp )l #0) < gl G,

Le fait que le parametre de décalage le long de chaque revers soit égal a 1 implique donc
que pour R suffisamment grand si, pour ¢ = 1,...,k, les géodésiques C;_; et C; sont
proches et d(z;_1,2) < 1 alors k < R. En distinguant les sous-segments de g qui cor-
respondent & une suite (z;);—o,_x telle que d(z;_1, z;) < 1 et les «sauts »correspondants
aux sous-segments complémentaires, on obtient la proposition suivante, voir [25, Lem.

2.3,

PROPOSITION 5.1. — [l existe un réel Ry et une constante C tels que pour tout
R > Ry, tout segment géodésique de longueur ¢ sur une surface S de type R coupe au
plus C'RU fois les revers.

5.2. Démonstration du théoréme 2.16

Une représentation (R, e)-plate p est la monodromie d’une structure de PSLy(C)-
surface sur une surface S munie d’'une décomposition en pantalons. On munit S de
la structure hyperbolique de type R associée a cette décomposition. La surface S est
alors uniformisée par le plan hyperbolique H? et on note F' : H> — Hj 'application
développante de la structure de PSLy(C)-surface sur S associée a p. Puisque F' est
p-équivariante, pour démontrer le théoreme 2.16, il suffit de montrer qu’il existe des
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réels strictement positifs € et Ry tels que si R > Ry et ¢ €]0,¢0] alors F' envoie toute
géodésique de H? sur une courbe bi-infinie dans Hj.

Mais I'application F' envoie les géodésiques C; de H? au-dessus des revers de la
surface S (de type R) sur des géodésiques de Hs. Il suffit donc de montrer que si
g est une géodésique de H? transversale aux C; alors F(g) est une courbe bi-infinie
de H3. Comme dans la démonstration de la proposition 5.1, on découpe g en deux
types de sous-segments : ceux qui rencontrent une suite de C; proches et les «sauts)y.
L’image d'un saut est un long segment quasi-géodésique, dont la constante de quasi-
géodésie ne dépend que de € et pas de R. La difficulté consiste donc a controler les
segments géodésiques de C' qui correspondent a une suite de C; proches. Mais d’apres la
proposition 5.1, une telle suite contient au plus R éléments alors que le long des revers
I'angle de décalage est < ¢/R. L’image d’un tel segment est donc la encore un segment
quasi-géodésique, dont la constante de quasi-géodésie ne dépend que de € et pas de R.
Grace a I'hyperbolicité de Hs, on conclut que la courbe F(g) est quasi-géodésique; elle
est en particulier bi-infinie.

Remarque 5.2. — Les détails de cette «démonstration »sont un peu laborieux a écrire.
Noter néanmoins que le mélange exponentiel permet en fait de construire des surfaces
(R, e~ )-plates pour une constante d = d(M) > 0. Il est alors plus facile de faire
fonctionner I'approche décrite ci-dessus; Dragomir Sarik [38] réalise d’ailleurs toute
surface (R, e/R)-plate comme surface plissée.

Dans [25] Kahn et Markovic démontrent le théoreme 2.16 a 1'aide d’une formule, due
a Caroline Series [35], de variation de la distance d(Cy, Cy) le long d'une déformation
quasi-fuchsienne ¢ — p;. Ils montrent que le long d’une déformation (R, e)-plate la
dérivée d(Cp, Cy)" est un O(e). Cela leur permet de montrer que, quitte a diminuer &,
on peut supposer que I'image du bord OH?, par 'application induite OF : 0H? — 0Hs,
est arbitrairement proche d’un vrai cercle dans 0Hjs. Enfin puisque 'on peut démarrer
la construction a partir de deux reperes appartenant a un plan arbitraire de Hs, la
démonstration du théoreme 2.14 implique en fait le théoreme suivant.

THEOREME 5.3. — Soit M = I'\H3 une variété hyperbolique uniformisée de dimen-
sion 3. Pour tout cercle C' dans OHs, il existe une suite de PSLo(C)-surfaces (F, :

S, — Hs;),>0 dans M telle que (8Fn(§n))n€N converge vers C, pour la distance de
Hausdorff dans OHs3.

6. APPLICATIONS ET GENERALISATIONS

6.1. Du théoreme 1.1 a la conjecture VH

Soit M une variété hyperbolique de dimension 3. D’apres le théoreme 1.1, il existe
une surface S de genre g > 2 et une immersion m-injective f : S — M.
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Peter Scott [34] donne un critere algébrique d’existence d'un revétement fini de M
auquel f se releve en un plongement.

DEFINITION 6.1. — Soit G un groupe de type fini. Un sous-ensemble S de G est
séparable si S est fermé dans la topologie profinie de G, c’est-a-dire si S est une inter-
section de classes a gauche de sous-groupes d’indice fini de G.

PROPOSITION 6.2. — Supposons f.(m.S) séparable dans mi M. Alors f se reléve a un
revément fini de M en un plongement, ou en une application isotope a un plongement.

Si de plus fi.(mS) est quasi-convexe dans m M, alors il existe un revétement fini M
de M qui contient deux élévations plongées et disjointes de f(S) dont la réunion est non
séparante, voir par exemple [6, Théoreme 2|. En particulier le groupe 7r1(]\/4\ ) se surjecte
sur un groupe libre de rang 2. En plus des conjectures mentionnées en introduction,
il convient donc d’ajouter I’énoncé suivant(!®) qui fait le lien entre la conjecture des
sous-groupes de surfaces et la conjecture VH.

(7) Tout sous-groupe de type fini dans m M est séparable.

Scott [34] puis Ian Agol, Darren Long et Alan Reid [2] montrent qu’un sous-groupe
quasi-convexe d'un groupe de réflexions dans un polyedre hyperbolique a angles droits
est séparable. Ce résultat est étendu au cas des sous-groupes quasi-convexes d’un
groupe de Coxeter — ou d’un groupe d’Artin — a angles droits abstrait par Haglund
[17]. Depuis une quinzaine d’années, Dani Wise met en ceuvre un vaste programme
visant & démontrer la conjecture (7) et plus généralement & démontrer la séparabilité
des sous-groupes quasi-convexes dans certains groupes G hyperboliques (au sens de
Gromov), a l'aide de la méthode de Scott. Un groupe de Coxeter — ou d’Artin — a
angles droits abstrait possede une réalisation géométrique qui est un complexe cubique
a courbure négative. La premiere étape du programme de Wise passe alors par la
«cubulation »du groupe G. On renvoie & [9] pour une introduction aux complexes
cubiques et a la notion de courbure négative dans ce contexte.

6.2. Cubulation des variétés hyperboliques; groupes spéciaux

Dans [5] avec Wise, et indépendamment Guillaume Dufour dans sa these [15], on
déduit du théoreme 5.3 et des travaux de Michah Sageev [33] le résultat suivant.

THEOREME 6.3. — Soit M une variété hyperbolique de dimension 3. Alors miM opére
librement, proprement avec quotient compact sur un complexe cubique CAT(0) locale-
ment fini.

DEFINITION 6.4. — Un compleze cubique C' connexe de courbure négative est spécial

s’il existe une isométrie locale de C' dans le complexe cubique associé a un groupe d’Artin
a angles droits. On dit alors que mC' opére spécialement sur tout revétement universel

de C.

(19 Enoncé également conjecturé dans [37].
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La notion de complexe cubique spécial est due a Frédéric Haglund et Dani Wise,
voir [18] ou elle est définie en termes de configurations interdites pour les hyperplans
immergés. Haglund et Wise démontrent notamment que si C' est un complexe cubique
spécial compact et si m;C est un groupe hyperbolique au sens de Gromov, alors tout
sous-groupe quasi-convexe de m;C' est séparable.

Ian Agol [3] montre par ailleurs que si M est une variété de dimension 3 dont le groupe
fondamental est isomorphe au groupe fondamental d'un complexe cubique spécial alors
M possede un revetement fini qui fibre sur le cercle.

Dans [18] puis [39] Haglund et Wise démontrent des critéres puissants pour qu’'un
complexe cubique CAT(0) possede un revétement fini spécial. Tout récemment, en se
reposant sur ces travaux, Agol [1] a annoncé la démonstration du théoréme suivant.

THEOREME 6.5. — Soit G un groupe hyperbolique au sens de Gromov qui opére libre-
ment, proprement avec quotient compact sur un complexe cubique CAT(0) localement
fini C. Alors G contient un sous-groupe d’indice fini qui opéere spécialement sur C'.

COROLLAIRE 6.6. — Soit M une variété hyperbolique de dimension 3. Alors M vérifie
les conjectures (2) — (7).

6.3. Dénombrement des surfaces incompressibles

Soit M une variété hyperbolique de dimension 3. De méme que I'argument ergodique
de Margulis lui a permis de retrouver (et d’étendre en courbure variable) le «théoreme
des géodésiques premieres »sur le comptage des géodésiques dans une surface hyper-
bolique, Kahn et Markovic [23] développent leurs méthodes ainsi que des résultats
antérieurs de Joseph Masters [30] pour compter le nombre ¢(M, g) de classes de con-
jugaison de sous-groupes de m M isomorphes au groupe fondamental d’une surface de
genre g.

THEOREME 6.7. — On a :
log ¢(M, g)

lim —————= =1
g—+oo  2glogyg

6.4. Généralisation a tous les espaces symétriques et conjecture d’Ehrenpreis

Soient GG un groupe de Lie réel semi-simple connexe de centre trivial et sans facteur
compact, K un sous-groupe compact maximal de G et X = G/K 1'espace symétrique
associé.

CONJECTURE 6.8. — Soit I' un réseau uniforme dans G. Alors I contient un sous-
groupe isomorphe au groupe fondamental d’une surface de genre au moins 2.

Il est tentant de chercher a étendre la méthode de Kahn et Markovic a ce cadre et plus
généralement, partant d’un plongement PSLy(R) C G correspondant a un plongement
totalement géodésique de H? dans X, de chercher & construire des surfaces immergées
S — I'\X dont un relevé S — X soit arbitrairement proche de I'image de H2. Si X est
de rang réel égal a 1, la démonstration du théoreme 2.16 s’étend naturellement. Le rang
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supérieur semble plus difficile. En ce qui concerne le théoreme 2.14, notons qu'un aspect
crucial de sa démonstration est le fait que le centralisateur d’une isométrie hyperbolique
possede un sous-groupe compact connere qui contient la rotation d’angle 7 autour de
I'axe de translation; cela permet en effet de s’assurer que les futals (R, e)-plats sont
équidistribués autour d’une géodésique donnée.

Dans [24] Kahn et Markovic considerent cependant le cas ou PSLy(R) est plongé
diagonalement dans G = PSLy(R) x PSLy(R) et I' est un produit de deux groupes
fuchsiens. Ils démontrent le théoreme suivant initialement conjecturé par Leon Ehren-
preis [16].

THEOREME 6.9. — Soient S et T deux surfaces de Riemann compactes conneves de
genre au moins 2. Pour tout K > 1, il existe des revétements finis SdeSetT de T, et
un homéomorphisme f : S — T tel que [ soit K-quasi-conforme, c’est-a-dire que pour
tout x € §, on a :

H () = limsup supid(f(2), f(@)) : dlw,z) =r} _ o
P A d(f(2), f(2) ¢ d(w,2) =1}

Ils montrent plus précisément qu’étant donnés une surface hyperbolique S et un
réel strictement positif €, pour tout réel R suffisamment grand, il existe une surface
hyperbolique (réelle) (R,e)-plate immergée dans S. La démonstration est dans un
premier temps identique a celle du théoreme 2.14 mais cette fois le fibré normal & une
géodésique fermée dans S n’est pas connexe. Il se peut donc qu’il y ait plus de futals
immergés d'un coté de la géodésique que de l'autre. Il s’agit alors de corriger ce défaut
par un poids dont l'existence est le cceur des arguments de [24], voir également [22]
pour un premier résultat sur cette question.

APPENDICE : MELANGE EXPONENTIEL DU FLOT DES REPERES

Dans cet appendice, G est un groupe de Lie simple réel, connexe, non compact
et de centre trivial dont on fixe une décomposition d’Iwasawa G = NAK et une
décomposition de Cartan compatible G = KATK. On note n I'algébre de Lie de N.

DEFINITION 6.10. — (1) Une représentation unitaire m de G dans un espace de Hilbert
(séparable) H, est un morphisme G — U(H,) tel que pour tout v € H, lapplication
G — Hy; g — w(g)v soit continue. Si cette application est lisse on dit que v est un
vecteur C de m; on note HY® l'ensemble des vecteurs C™° de .

(2) Etant donnés deuz vecteurs v,w € Hy, on appelle coefficient de 7 la fonction
continue c,,, : G — C définie par ¢, ., : g — (m(g)v,w). On dit que le coefficient ¢, .,
est K-fini si les espaces vectoriels engendrés par respectivement w(K) - v et 7(K) - w
sont de dimension finie.

(3) On note p(m) la borne inférieure de tous les p > 2 tels que les coefficients K -finis
de T soient dans LP(G).
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(4) Une représentation unitaire o est faiblement contenue dans m si tout coefficient
de o est limite uniforme sur tout compact de coefficients de w. On dit que ™ a un trou
spectral si elle ne contient pas faiblement la représentation triviale de G.

Le théoreme de Howe-Moore affirme que si m est une représentation unitaire de G
sans vecteurs invariants alors les coefficients g — ¢, .,(¢g) de 7 tendent vers 0 lorsque g
tend vers I'infini dans G. Michael Cowling [14] montre en fait que si G a la propriété (T')
il existe un entier p = p(G) < 400 tel que si 7 est une représentation unitaire de G sans
vecteurs invariants alors p(m) < p, voir aussi [32, §7]. Si G est localement isomorphe
a SO(n,1) ou SU(n, 1), ce n’est plus vrai mais la classification des représentations
irréductibles unitaires de ces groupes (21, 27| implique que si 7 est une représentation

11)

unitaire de G' qui a un trou spectral, alors p(r) < +4o0.( Le fait suivant est bien

connu; on peut en trouver une démonstration dans [4, Lemma 3].

PROPOSITION 6.11. — Soit I' un réseau dans G. La représentation réguliére droite p
de G dans le sous-espace LA(T\G) de L*(T'\G) orthogonal auz fonctions constantes a
un trou spectral.

Etant donné un élément g = nak € G, on pose H(g) = a. On appelle fonction
d’Harish-Chandra la fonction = = Z4 : G — R définie par

=(g) = /K p(H(kg™)"2dk o p(a) = det (Ad(a™)).

La fonction = décroit exponentiellement vite le long de A™ : modulo un facteur loga-

—-1/2

rithmique, on a =(a) < p(a)~'/?. Puisque la mesure de Haar dg est égale a p(a)dndadk,

on en déduit en particulier que = € L*™(G) pour tout réel & > 0.

Ezemple 6.12. — Si G = PSLy(C), on a, pour les choix usuels de groupes K, A, N,

1 w/2
E(a,) = — / (67" cos? O + e sin? 0) ' sin(26)df
0

™
r

msinhr’

Notons d la dimension de K et fixons une base B de 'algebre de Lie ¢ de K. Etant
donnés une représentation unitaire 7 et un vecteur v € H°, on pose

Swy= > |l=(Dwll,
ord(D)<d+1

ou D parcourt I’ensemble des monomes en les éléments de B de degré < d + 1 et, si
Xy, ..., X, sont des éléments de B, on a 7(X; - -- X,) = w(Xy) - - - w(X,) et chaque 7(X;)
opere par dérivation.

(1D Toute la puissance de la classification des représentations irréductibles unitaires n’est pas utile ici.
1l suffit de considérer la partie de m formée des représentations sphériques.
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La proposition suivante — qui est essentiellement due a Michael Cowling, Uffe
Haagerup et Roger Howe [13] — appliquée & la représentation pf implique finalement
le théoreme 4.1.

PROPOSITION 6.13. — Soit m une représentation unitaire de G telle que p(w) < 2k
avec k € N*. [l eziste une constante C = C(G, k) telle que pour tous v,w € HX> et
pour tout g € G, on a :

(12) [(m(g)v, w)| < CS(v)S(w)="*(g).

Démonstration. — Quitte & remplacer 7 par le produit tensoriel 7®* on peut supposer
que k = 1; voir [13, p. 108]. Il découle alors de [13, Thm. 1] que 7 est faiblement
contenue dans la représentation réguliere (droite) L?(G). On se ramene alors facilement
a démontrer la proposition dans le seul cas ol 7 est la représentation réguliere de G (et
k = 1); voir la démonstration de [13, Thm. 2] pour plus de détails sur cette derniere
réduction.

Soient v et w dans L*(G) N C*°(G). Les fonctions ¢ : x +— supycf [v(zk)| et ¢ : z —
sUPpeg [w(zk)| sont positives, K-invariantes et [(w(g)v, w)| < [, ¢(xg)¢(x)dz. Mais il
découle du lemme de Sobolev qu’il existe une constante C' telle que pour tout x € G,

pl@f<C Y |[(m(D)) (@)l
ord(D)<d+1

En particulier ||¢|| < v/CS(v) et de méme pour ¢. Il nous reste donc a vérifier
que si ,1 € L?(G) sont des fonctions positives, K-invariantes et de norme 1, alors
(m(g)p, V)| < Z(g). Clest le calcul détaillé p. 106-107 de [13] que nous reprenons ici:

wtaheill = [ ([ etnapotuakg pta)inda) ax

<1iell | ( / AwmaH(kg-l))%(a)dnda) Car
= Ul el [ otHtkg™)

olt I'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(NA) et la K-invariance de ¢
et 1. [

Un grand merci a Laurent Clozel, Gilles Courtois, Ruben Dashyan, Bertrand Deroin,
Olivier Guichard, Antonin Guilloux, Frédéric Haglund, Héléne Eynard-Bontemps, Fl-
1sha Falbel, Francois Labourie, Frédéric Paulin et Mazime Wolff pour leur aide dans
[’élaboration de ce texte.
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