UNIVERSITE AIX-MARSEILLE LICENCE DE MATHEMATIQUES, 2E ANNEE
ANNEE 20262027 POLYNOMES

FEUILLE D’EXERCICES n° 3

RACINES D'UN POLYNOME ET FACTORISATION

Exercice 1
Montrer que deux polynomes P et () de degré n de C[X] prenant les mémes valeurs pour
strictement plus de n valeurs sont égaux.

Exercice 2
Soit P € K[X] un polynéme de degré n > 1 qui est scindé (c’est automatique si K = C).
Montrer que les racines de P sont simples si et seulement si P est premier avec P’.

Exercice 3
Montrer que pour n > 2, le polynome P = X" + X + 1 n’a pas de racine multiple dans C.

Exercice 4
A quelle condition sur o € C, le polynéme P = X34 X2+ X 4+« admet-il une racine multiple
dans C?

Exercice 5
Déterminer a € R pour que P = X° +aX?+ 15X +6 ait une racine triple dans R. Factoriser
alors P dans R[X].

Exercice 6

(1) Soit P € C[X]. On suppose que P est divisible par son polynome dérivé. En déduire
que toute racine de P’ est racine de P’.

(2) En déduire quels sont les polynoémes non constants de C[X] qui sont divisibles par leur
polynéme dérivé. (On poura raisonner a partir du nombre de racines distinctes de P’,
et comparer les degrés.)

Exercice 7
Pour n € N*, on rappelle que les racines complexes du polynome Y"1 +Y" 2 4 ... + YV +1
sont les racines n-iemes de 1'unité distinctes de 1.

(1) Soit a = € un nombre complexe de module 1 écrit sous forme polaire. Montrer que
(X —a)(X —a)=X?—2cos(0) X + 1.

(2) Factoriser en produit de polynomes irréductibles de R[X] les polynomes :
i) P=X*'+X?+1, ii) P=X®+X*"41, iii) P = X%41.

(On pourra s’aider de changements de variables sur l'indéterminée X.)
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Exercice 8
Soit K = R ou C. Soit A, B, C' trois polynomes non nuls a coefficients dans K. On suppose
que C' est premier avec A et avec B. Montrer que C' est premier avec AB.

Exercice 9
Soient A, p deux éléments de K = R ou C, avec A # p. Montrer que si m,n > 1 sont des
entiers non nuls, alors (X — A\)™ et (X — )™ sont premiers entre eux.

Exercice 10
On considere P(X) = X% — 6X3 +9X2 + 0.

(1) Décomposer X* — 6X? + 9X? en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

(2) En déduire une décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] puis

dans R[X].

Exercice 11
Décomposer en produits d’irréductibles de C[X] le polynome P(X) = X + X%+ X3 + 1.

Exercice 12
Soient ay, ..., «a, les racines n-iemes de I'unité dans C.

(1) Déterminer un polynéme de degré n admettant pour racines les ﬁ pour k=1,...,n.

(2) En déduire la valeur de la somme

n

1
ZQ—Oék

k=1

(Indication : on pensera & déterminer la somme des racines d’un polynéme en fonction
de ses coefficients.)

Exercice 13
[racines rationnelles| Soit P = a, X" + -+ a; X + ag € Z[X].

(1) On suppose qu'un rationnel § est racine de P, avec p et ¢ entiers relatifs premiers entre

eux. Montrer que ¢ divise a,, et p divise aqg.

(2) Factoriser le polynome 3X3 — X? 4+ 15X — 5 dans C[X] sachant qu’il admet au moins
une racine rationnelle.

(3) Montrer que le polynéme X° + X4 — 3 n’a pas de racine rationnelle.

Exercice 14
[Relations entre les coefficients et les racines]

(1) Soit P = aX?+ bX + ¢ € C[X] un polyndome de degré 2. On note oy, ay les racines
(pas nécessairement distinctes) de P dans C. Montrer que

b=—alag +a3), c=anas.
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(2) Soit P =aX?+bX?%+ cX +d € C[X] un polynéme de degré 3. On note oy, as, as les
racines (pas nécessairement distinctes) de P dans C . Montrer que

b=ala; +as+a3), c=alaay+ ajasz+ asaz), d=—aojasas.

Exercice 15
[équation du troisitme degré| Soient p, ¢ des nombres réels avec (p,q) # (0,0). On considere
la fonction P(z) = x® + px + q et on pose A = 4p3 + 27¢>.

(1) Montrer que si p > 0, alors ’équation z® + pr + ¢ = 0 n’admet qu’'une seule racine
réelle. On étudiera les variations de la fonction P.

(2) On suppose dans cette question que p < 0. On pose a = /= et k = P(a)P(—a).

(a) Montrer que k = £
(b) En étudiant les variations de la fonction P, justifier la discussion suivante sur le
nombre de racines réelles de ’équation 2® + px + ¢ =0 :

e k£ < 0 : 3 racines
e k>0 :1 racine
e kL =0 : 2 racines

(3) Déduire des questions 1 et 2 précédentes, la discussion finale suivante sur le nombre de
racines réelles de I’équation du troisiéme degré z3 + pr 4+ ¢ =0 :

e A < 0: 3 racines
e A >0 : 1 racine
e A =0:2racines

(4) Montrer que si u,v € C vérifient

w403 = —q
uv = 3

alors u + v est racine de 1'équation 22 + px + ¢ = 0.

(5) En déduire que quand A > 0, 'unique racine réelle de I’équation z° + px + ¢ = 0 est
donnée par la formule suivante (formule de Cardan) :

i -

On pose P(X)= (X +1)" — X" — 1.
(1) Quel est le degré de P?
(2) Montrer que P a au moins deux zéros réels entiers, et donner leur ordre de multiplicité.
(3) On pose j = €27/3. Montrer que e2™/3 + 1 = €27/6, Montrer que P(X) est divisible par
X —j.
(4) Factoriser P(X) dans C[X], puis dans R[X].
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Exercice 17
[Intégrité, pour ceux qui connaissent Z/nZ| Chercher un polynome de degré 2 a coefficients
dans Z /87 qui a strictement plus que 2 racines. En donner plusieurs factorisations distinctes.



