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MATHEMATIQUES - 1A - Devoir surveillé n°2 (1H30’) CORRIGE

Remarques- Un tres grand soin devra étre apporté a la rédaction. Pas de téléphone portable.

Tout résultat non justifié ne sera pas pris en considération.

Exercice 1 : points
1°)
a)

On remarque que 1 est racine de X — 2X + 1, donc ce dernier polynéme est divisible par X — 1 et
on obtient par division euclidienne :

X?—2X4+1=(X-1)(X?+X —1).
On a donc :

oy 32X ) 3 DX 1) 3X2+X 1)
—2 )_(X—1)2(X2+X+1)_(X—1)2(X2+X+1)_(X—l)(X2+X+1)’

apres simplification par X — 1.
b)
On remarque que X2 4+ X + 1 est irréductible car son A est négatif. La décomposition formelle est

donc
A BX +C

X_ 1 x2rx+0)

(1) Fo(X) =

(il n’y a pas de partie entiere car le degré de F_o(X) est strictement négatif).
Par la méthode classique pour les poles simples : A = [(X — 1)F_o(X)]x=1 = 1.
En multipliant 1’égalité (1) par X puis en faisant X — +o00, on obtient I’égalité 3= A+ B =1+ B
ce qui donne B = 2.

En prenant la valeur X = 0 dans (1), on obtient : 3=—A+ C = —1+ C ce qui donne C = 4.

On a donc
1 2X +4

X1 (X21X+1)

Foo(X) =

2 °)
2
a ) La méthode classique donne B = [(X — 1)2F,(X)]x—1 = 32+a) =2+a.

b ) En multipliant 1’égalité de la décomposition formelle par X puis en faisant X — +oo,
on obtient I'égalité 3= A+ C = A+ 2 ce qui donne A = 1.
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En prenant la valeur X = 0 dans ’égalité de la décomposition formelle on arrive 43 = —A+B+D =
—14+a+2+ D ce qui donne D =2 — a.

On a donc
1 a+2 2X+2—a

FEN R SRRt CES ¢Sk

Fa(X) =

Exercice 2 : points
1°) a)
Par les propriétés de I'argument d’un quotient, on a arg(z) = arg(l + 2ja) — arg(a + j).
b ) arg(l + 2ja) = arctan(2a).
On a aussi )
arg(a+j) =n+ arctan(g) sia <0,

arg(a+ j) :gsia:O7

1
arg(a+j) arctan(=) sia > 0.
a
2 °) Onaarg(z) = arg(14+2ja)—arg(a+7). En remplagant chaque argument par les expressions
avec arctan trouvées précédemment, on obtient le résultat voulu.
3°)
1
Dans chaque cas, on procede au changement de variable x = — pour se ramener & une limite du
a
cours. On a ainsi :

lim arctan(—) = lim arctan(z) = —
a—0,a<0 a T—r—00

bl 3

. 1 . T
lim arctan(—) = lim arctan(z)=+—.
a—0,a>0 a T—+00 2

On déduit de I'expression de f que

. . ™ ™ 0
o £0) =l jarctan2e) —n = (=5) =0—n— (-3) = -3
et . T
o0 =ty retan(a) ~§ =0
On obtient donc que f(0) = lim f(a) = lim f(a) ce qui signifie exactement que f est
a—0,a<0 a—0,a>0

continue en 0.
4°)
7r
Des calculs similaires & ceux de la question précédente montrent que lim f(a) = —et lim f(a) =
a—+o00 2 a——o0

s —3m

5 °) On utilise la formule de dérivation de arctan(u(t)) sur chaque intervalle | — 0o, 0[ et ]0, +00],

ce qui donne :
2 -5 2 1 6a” + 3
S 1+4a® 1+ % 1+4a? TEr1 (1+4a2)(1+4a?)’
6a2 + 3

(1+4a?)(1+ a?)
La fonction f est continue et de dérivée strictement positive sur R* : elle est donc strictement
croissante.

T T
6 °) f étant strictement croissante sur R, continue, avec f(0) = —— < 0 < — = lim f(a),
2 2 a—+00

le théoréme des valeurs intermédiaires assure l'existence et 'unicité d’une solution a 1l’équation
f(a) =0, et que cette solution a est nécessairement strictement positive.
On est donc amené, en prenant la formule de f(a) pour a > 0, & résoudre I’équation

pour a < 0: f'(a)

pour a >0 : f'(a) =

(mémes calculs).

1
arctan(2a) — arctan(—) = 0,
a
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. . 1 . . . .
qui équivaut a 2a = — car la fonction arctan est strictement monotone. La seule solution strictement
a

1 V2

positive de cette équation est a = — = —.

Va2

+ 2ja
a-+j

Autre méthode : f(a) = 0 si et seulement si z = est un réel strictement positif (argz = 0).

On écrit
_14+2ja _ (1+2ja)(a—j)  3a+j(2e®—1)

a+j a?+1 B a2 +1

1
\/57

z est un réel strictement positif ssi 2a> — 1 = 0 et 3a > 0. La premiére condition donne a = +
et on élimine la solution négative par la condition 3a > 0.

Exercice 3 : points

1°)
flx)=¢€" In(VZ) _ ghain() pour x > 0.
g(z) = 2V® = V=@ pour 2 > 0 aussi .

2°)
Par les croissances comparées, on a  lim /zIn(x) = hm Vr=0dou lim g(z)=¢"=1.
z—0,2>0 z—0,2>0 z—0,2>0
3°)
fla) = g(@)
cé[ézln(x) _ 6\/Eln(gc)
ixln(x) =z In(z)
1
ixln(x) —Vzln(z) =0
1
(5\/57 vzIn(z) =0
1
(5\/5— 1)In(z) =0 car z #0

1
On a les deux possibilités 5\/5 —1 =20 ou In(x) = 0 qui donnent les deux solutions valables x = 1
et x = 4.
4°)
a)

On calcule d’abord (dérivation d’un produit) :

1 72+lnx

(Valn(e)' = 5= In(e) + Vop = 5o

Ensuite, on a (formule de dérivation d’une fonction exponentielle :

(@) = (Vein(a) /7 = TR,

b)
La fonction ¢'(z) est du signe de 2+ Inz , qui est une fonction strictement croissante s’annulant en
r = e 2. On déduit que ¢'(z) est négative sur ]0,e [ et positive sur Je 2, +-oc[. Il vient que g(x)
est décroissante sur |0, e™?[ et croissante sur Je”2, +oo|, donc que g admet un minimum en z = e~

Ce minimum vaut g (e”?) = (3*2)‘/2 — 27t
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