Département GEII Année 2017/2018
20 Mars 2018

MATHEMATIQUES. Devoir surveillé n°3 (1h30)

Remarques- Un tres grand soin devra étre apporté a la rédaction. Pas de téléphone portable.
Le bareme est sur 24 mais la note sera laissée telle quelle sur 20.

Tout résultat non justifié ne sera pas pris en considération.

Exercice 1 : 6 points
Calculer les intégrales suivantes :

2 1
I = ——dt
/1 (3t —1)* 7

Correction :
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Correction :

1
J:/ ze® 3 dr =
0

1
- 1 X 1 1
/ 2re® ~3dy = = {eﬁ_?’} = 7[6_2 —e_3} =
0 2

N

K= / sin(3¢) d,
0
Correction :

e - (- sin :icos r_2
K:/O sm(3t)dt—@/0( 3)sin(31) di = ! cos(30)]f = -

5 dt
L:/2 t—1)(t+1)

Correction :

5 dt 5 1/2 1/2 1 1
L:/ :/ 2__ 1/ dt==[n(ft—1—-Injt+1|]==1n2.
9 (t—l)(t—l—l) 9 (t—l) (t+1) 2 2
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T2
M = / sint cos* ¢ dt.
0

Correction :

/2 w/2 _ 5 ¢ 1
M:/ sintcos4tdt:f/ —sintcos? tdt = | o8 ]8/2:7.
0 0 ) )

Exercice 2 : 6 points
1
Soit I = / Viin(1 4 t) dt.
0

1 °) A Paide du changement de variable t = s? et en détaillant les étapes, montrer que
1
I= 2/ s2In(1 + s?) ds.
0
Correction :

On admet que I'on choisit s > 0 et on obtient en différentiant 1'égalité s* = t, 2sds = dt, puis on
change les bornes :
t=0=s=0ett=1= s=1. enfin on remplace ¢ par s> dans la fonction & intégrer, d’ot :

1 1
I:/ sIn(1 + s?) 2sds:I:2/ s2In(1 + s?) ds.
0 0

2 4 [t st
2 °) A laide d’une intégration par parties, montrer que [ = = In2 — — / 5 s
Correction :
2
On pose u(s) = In(1+s%) et v/(s) = s* d’olt : v/ (s) = 1 +S 5 et v = (1/3)s%. On applique la formule
s

d’IPP et on obtient :

1 1 4
2s 2 4 s

3°)
- st ) 1
a ) Vérifier que i 71+1—|—752'
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Correction :

4 1) +1 2 _1)(s2+1 1 1
On écrit : 5 :(S )+ :(s )(s"+1) =5 —14+—
1+ s2 1+ s2 1+ 52 1+ s2 1+ s2

b ) En déduire la valeur de I.

Correction :

2 4 [ st 2 4 [t 1 2 4 )
Dot:I==In2—=- ] ———ds==-ln2— = 2_1 ds = =1ln2 — =[1/3s% —
ol 30 3/0 T ofs =3 3/0(5 +1+s2) s=3ln 3[/35 s+

2
arctan s|p = gln2 +8/9 —7/3.

Exercice 3 : 6 points
Soit ’équation différentielle d’ordre deux :

(E) y"(t) 4+ 2y (t) + y(t) = 2 cost.

1 °) Résoudre ’équation homogene associée a (E). On appelle yg(t) une solution de ’équation
homogene.

Correction :

(Er) y"(t) + 2y () + y(t) = 0.

D’ou Péquation caractéristique : m? + 2m + 1 = 0 avec la solution double m = —1. D’out
yu(t) = (at + Ble™",

avec « et 3 réels.

2 °) Vérifier que y,(t) = sint est une solution particuliere de (E).
Correction :

11 suffit de remplacer y(¢) par sint dans (F) ce qui donne : —sint+2cost+sint = 2 cost égalité
vérifiée.

3 °) Déterminer la solution spéciale de (E) telle que y(0) = 0 et y'(0) = 0 (appelée solution du
systéme initialement au repos).

Correction :
D’apres le théoreme de structure on a :
ys(t) = yur(t) +yp(t) = (at + B)e™" +sint.
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On calcule alors a et 3 avec les CT: y(0) =0= et y'(0)=0=a— 3+ 1 et donc a = —1 et
ys(t) = —te "t +sint.

4 °) Prouver que si t > 7, on a y(t) = y,(t) & 1072 pres.
Correction :

Il faut prouver que si t > 7 alors on a | — te"!| < 1072, Aprés avoir calculé la dérivée de te™* on
trouve qu’'elle atteint un maximum en t = 1 et décroit & partir de t = 1 et on calcule 7e~" = 0.0063.

Exercice 4 : 4 points

Soit I’équation différentielle (E) y'(t) + ay(t) = f(t) ou f(t) est une fonction continue donnée et «
un réel donné.

On suppose que 'on connait une solution yy,(t) de I'’équation homogene associée a (F) :

yh(t) — 36(2/3)t
et une solution particuliere y,(t) de (E) :

yplt) = (¢ — et

1°)
Trouver alors « (grace a yp,(t)) et en déduire f(¢).

Correction :

On sait que les solutions de I’équation homogene associée & (E) s’écrivent sous la forme : y,(t) =
Ce™ % avec C réel quelconque. Par identification avec celle proposée on en déduit que :

a=—2/3.
De plus, y,(t) est solution de (E) d’ott vérifie : e + 2(¢t — 1)e?* — 2/3(t — 1)e* = f(t), et donc :

4t -1
T e

F) = e (<1/3+ (4/3)) = =

Trozuvgr la solution spéciale de (E) vérifiant y(0) = 0.

Correction :

D’apres le théoreme de structure on a :
y(t) = Ce/3t 4 (1 —1)e?.

On calcule C en utilisant la condition initiale : y(0) =0 dou C —1=0et C =1 et
ys(t) = /3t 4 (t —1)e*.
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