
Exercice 1 
a) Le signal est une portion de sinusoïde à durée finie : il est déterministe à énergie finie car de 
durée fini 
b) 
c) 𝑋(𝜈) = 𝑋!(𝜈)*𝑋"(𝜈) = 2 #$%("'()
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d) 𝐸 = ∫ℝ 𝑥(𝑡)"𝑑𝑡 = ∫!*! cos"(2𝜋𝑡)𝑑𝑡 = ∫ !
"
(1 + cos(4𝜋𝑡))!

*! 𝑑𝑡 = 1.(par linéarisation de 
cos") 
e) 𝑆-(𝜈) = ∣∣𝑋(𝜈)∣∣" = sin"(2𝜋𝜈) / (!

'!((!*!)!
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f)  ∫ℝ 𝑆-(𝜈)𝑑𝑡 = 𝐸 = 1. 
 
Exercice 2 
1)  𝑦(𝑡) = 𝑥*ℎ(𝑡) = ∫+.*. 𝑒/0"(1*2)ℎ(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑒/0"1 ∫+.*. 𝑒*2/0"ℎ(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑒/0"1 ∫+.*. 𝑒*"/'
#"
!$2ℎ(𝑠)𝑑𝑠 

= 𝐻 /
𝜔3
2𝜋0 𝑒

/0"1 . 

2) La quantité 𝐻 /0"
"'
0représente l'amplitude complexe de la sortie, donc on doit avoir ici  

∣∣(𝐻 /
0"
"'
0)∣∣ = 1, c'est à dire que son amplitude réelle vaut 1. 

 
Exercice 3 
1) 45

4-
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− 2 45

47
(𝑥, 𝑦) = *"6!

7%
+ 4y − 2 

𝜕"𝑓
𝜕𝑥" (𝑥, 𝑦) =

2
𝑦"
𝜕"𝑓
𝜕𝑦" (𝑥, 𝑦) =

6𝑥"
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2)  Si (𝑥3,𝑦3)est un point singulier, alors /0 = 45
4-
(𝑥3,𝑦3) =

"6"
7"!
− 20 ⇒ (𝑥3 = 𝑦3"). 

On a alors aussi /0 = 45
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(𝑦3 = 1). 
On a alors 𝑥3 = 𝑦3" = 1. 
 

3) On calcule :𝛥 = / 4
!5
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Avec 𝑥 = 𝑦 = 1on a𝛥 = −4 < 0.On a un extremum. 
De plus 4

!5
4-!

(𝑥3,𝑦3) = 2 > 0:on a un minimum local. 
 

4) a) /-
7
− 𝑦0

"
+ (𝑦 − 1)" = -!

7!
− 2 -

7
. 𝑦 + 𝑦" + 𝑦" − 2y + 1 = -!

7!
− 2x + 2y" − 2y + 1 =

𝑓(𝑥, 𝑦) + 1. 
   b) On a  𝑓(1,1) = −1donc 
∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ",𝑓(𝑥, 𝑦) + 1 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(1,1) = ()" + ()" ≥ 0donc ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ",𝑓(𝑥, 𝑦) −
𝑓(1,1) ≥ 0:le minimum trouvé est global. 
 
Exercice 4 



1) On calcule 4>)
47

= 𝑒*-et 4>!
4-
= 𝑒*7donc les fonctions (à deux variables) 4>)

47
et 4>!

4-
sont différentes : 

le champ de vecteurs n'est pas un champ de gradients. 
 
2) a) On calcule cette fois  4?)

47
= 𝑓′(𝑦)𝑒*-et 4?!

4-
= 𝑔′(𝑥)𝑒*7donc : 

le champ de vecteur dérive d'un potentiel si et seulement si 
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑦)𝑒*- = 𝑔′(𝑥)𝑒*7 

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,
𝑓′(𝑦)
𝑒- =

𝑔′(𝑥)
𝑒7  

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑦)𝑒7 = 𝑔′(𝑥)𝑒-(produits en croix égaux). 
b) D'après la propriété rappelée en préambule∃𝑘 ∈ ℝ: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑦)𝑒7 = 𝑔′(𝑥)𝑒- = 𝑘d'où : 
 
(i) 𝑓′(𝑦) = 𝑘𝑒*7ce qui implique par intégration que 𝑓(𝑦) = 𝑎 − 𝑘𝑒*7pour un certain 𝑎 ∈ ℝ, 
(ii) 𝑔′(𝑥) = 𝑘𝑒*-ce qui implique par intégration que 𝑔(𝑥) = 𝑏 − 𝑘𝑒*-pour un certain 𝑏 ∈ ℝ. 
 
On a donc 𝑊!(𝑥, 𝑦) = (𝑎 − 𝑘𝑒*7)𝑒*- = 𝑎𝑒*- − 𝑘𝑒*-*7et de même 𝑊"(𝑥, 𝑦) = 𝑏𝑒*7 − 𝑘𝑒*-*7 . 
𝑊!(0; 0) = 𝑊"(0; 0) = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑘et𝑏 = 𝑘: 𝜆est la valeur commune de ces trois paramètres a, b et 
k. . 
 
c) 4@

4-
= 𝑒*- − 𝑒*-*7donc 𝜑(𝑥, 𝑦) = −𝑒*- + 𝑒*-*7 + 𝛼(𝑦)pour une certaine fonction dérivable 

𝛼(𝑦). 
𝑒*7 − 𝑒*-*7 = 4@

47
(𝑥, 𝑦) = −𝑒*-*7 + 𝛼′(𝑦)donc 𝛼′(𝑦) = 𝑒*7 ⇒ 𝛼(𝑦) = 𝑐 − 𝑒*7 . 

𝜑(𝑥, 𝑦) = −𝑒*- + 𝑒*-*7 − 𝑒*7 + 𝑐 = −𝑒*- + 𝑒*-*7 − 𝑒*7 + 1par la condition 𝜑(0; 0) = 0. 
 


