Département GEII Année 2017/2018
Mardi 7 Novembre 2017

MATHEMATIQUES. Devoir surveillé 1A (1,5 heure) CORRIGE

Remarques- Un tres grand soin devra étre apporté a la rédaction. Pas de téléphone portable.

Tout résultat non justifié ne sera pas pris en considération.

Exercice 1 : 6 points

ot

- 5
3 °) On commence par écrire que 14 v/3j = 2¢ pour en déduire que z3 = (267) =[2%%

4 °) On utilise la méthode vue en cours :

in 3im gin ([ _jm in T\ ir
es 4e’8 =8 (e 8 48 :2cos§e4

5°)

Exercice 2 : 6 points
1°) On atout d’abord Q(X) = X+ X2 + X + 1 =X*(X + 1)+ 1(X +1) = (X2 + 1)(X +1).
Ensuite, X? +1 = X? — j2 = (X — j)(X + ). Donc on obtient

[Q(X) = (X + 1)(X = j)(X +)]

les polyndémes intervenant dans cette factorisation étant irréductibles dans C[X] car de degré 1. Les
racines de Q(X) sont -1, j et —j.

2 °)
Si P(X) admet une racine double o € R, nécessairement P’(a) = 0. Le calcul de P'(X) aboutit &
P'(X) = 12Q(X), ce qui donne Q(a) = 0, c’est & dire @« = —1 car -1 est la seule racine réelle de
Q(X).
On doit aussi avoir nécessairement P(«) = 0, donc P(—1) =0 c’est & dire =7+ a =0 donc a = 7.
Réciproquement, si a = 7, P(—=1) = P'(=1) = 0 et P"(—1) = 24 # 0 donc si a = 7, P(X) admet
une racine double. On a donc .

3 °) Puisque —1 est racine double de P(X), (X + 1)? divise P(X). Une division euclidienne
donne :

3XY+4X3 +6X2 4+ 12X + 7= (X +1)%(3X* —2X + 7).

Le polynéme 3X? —2X + 7 est du second degré & A = —80 < 0 donc il est irréductible dans R[X].
Le résultat cherché est donc | P(X) = (X +1)*(3X% - 2X +7) ‘

Exercice 3 : 4 points
1 °) On calcule tout d’abord

P(X)=nn+2)X"" —(n+2)(n+1)X"+n+2=(n+2) (nX""' — (n+1)X" +1)

P'(X)=m+2)(n(n+1)X" = (n+1)nX""") =n(n+1)(n+2) (X" - X"
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P"(X)=n(n+1)(n+2) (nX" ' — (n—1)X""?).
=n+2)(n—(n+1)+1) =0, P"(1)

Onadonc P(1)=n—(n+2)+(n+2)—n=0, P'(1)
nn+1)(n+2)(1-1)=0et P"(1) =nn+1)(n+2)(n—(n—1)) =n(n+1)(n+2) #0. 1 est

donc racine triple de P(X).
2 °) On déduit de la question précédente que (X — 1)* divise P(X) pour n = 3. Par division

euclidienne, on obtient :
3X° —5X* 45X —3=(X —1)33X?+4X +3).

Le polynome 3X2 4+ 4X + 3 est du second degré & A = —20 < 0 donc il est irréductible dans R[X].

Le résultat cherché est donc

|P(X) = (X - 1)’3X? +4X +3)

Exercice 4 : 4 points
1 °) z(t) est une somme de deux sinusoides de méme pulsation w = 2 (le fait qu’elles aient la
méme pulsation est nécessaire pour cet argument) : c’est donc une sinusoide de pulsation w . Sa

2 1
période vaut T'= —[= 7], et sa fréquence .
w T

2°)
o 1 3 3 3

Les amplitudes complexes s’ajoutent donc A =1+¢€’3 =1+ B + jg =3 + jg

3°)

9 3

Al=4/-4+-=+V3
4] P V3
argA: 8

Jm

e 6

]
5

On en déduit que | A
4 °) On sait que A = |A| et ¢ = argA. On en déduit que

x(t) = V3 cos (2t + %) .

Exercice 5 : 3 points
1 °) Le discriminant vaut A = 4 — 4a. Les coefficients de cette équation étant réels, I’équation
(E) admet (au moins) une solution réelle si et seulement si A > 0, c’est a dire si et seulement si

4 — 4o > 0. On déduit la condition o < 1.
2 °) a ) On a donc A < 0. Les solutions sont

2—7vV4da—4 2-—2jv/a—1 .
21 = ‘72 = 32 =1—j3vVa-1
z=z1=|1+jva-1

b ) |z1]? = |22|> = 1> + @ — 1 = a. On en déduit que les solutions sont de module égal & 2

si et seulement si|a =41
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