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MATHEMATIQUES. Devoir surveillé 2A n°3 (1h30)

Remarques- Un tres grand soin devra étre apporté a la rédaction. Pas de téléphone portable ni de
montre connectée.

Tout résultat non justifié ne sera pas pris en considération.

Exercice 1 : 13 points + 1 Bonus
. . 6 -3
Soit la matrice : A = (_1 4 )
— Partie 1
1 °) Prouver que A est inversible. Calculer A",
2 °) Calculer 4.
3°)

1
a ) Prouver que le vecteur w o= (1) est vecteur propre de A et que le vecteur

v = (13> est un autre vecteur propre de A

b ) Prouver que w = <}) est aussi vecteur propre de A~!. A quelle valeur propre

est il associé ?
¢ ) [Bonus] Retrouver ce résultat en partant de 1’égalité matricielle : A
d ) En déduire le spectre o 4-1 de A7
— Partie 2

w =30,

Up = OUp_1 — 3'Un717
Up = —Up_1 + 4v,_1.

4 °) Sion pose U, = (Z") , vérifier que U,, = AU,,_1 et donc que U,, = A"Uj.

n

On considere le systéeme numérique suivant :

5 °) On veut calculer ug et vs.
a ) Prouver que A est diagonalisable.
1 3

1 _1>. Calculer la matrice

b ) On admet que la matrice de passage s’écrit : P = (

diagonale associée D.
¢ ) Rappeler le lien entre A8 et D8 et en déduire la valeur exacte de AS.

d ) en déduire la valeur de ug et de vg si on a ug = 2 et vg = 4.
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Exercice 2 : 4 points

Soit la matrice N =

o O O
o = O

1
0
0
1 °) Calculer N? et N3,
2 °) Si A est valeur propre de N, on rappelle qu’il existe un vecteur X non nul tel que: NX = AX.

En déduire que :
a ) Ce vecteur X est aussi vecteur propre de N 2 associé & la valeur propre A2 et que X est

aussi vecteur propre de N? associé & la valeur propre A3
b ) Montrer que la seule valeur propre de N est zéro.

Exercice 3 : 6 points

Soit une matrice B = (CCL Z) de M5 (R) de valeurs propres « et 3 supposées positives. On construit
la matrice d’ordre 4 notée M :

0 010

0 0 01
M= a b 0 0

c d 00

On va prouver que Py(\) = Pg(\?).

1 °) Ecrire sans le calculer : det(M — Aly) = Pp(N).

2 °) Effectuer la transformation sur les colonnes du déterminant de M — Ay : C7 — Cy + ACs
puis toujours sur le déterminant deM — A\l la transformation sur les colonnes : Cy — Co + ACjy.

3 °) Développer le déterminant ainsi obtenu et conclure que Py(A) = Pp()\?). En déduire le
spectre de M.

4 °) Application : Si B = <g _45>, donner le spectre de B et en utilisant le résultat de la
question précédente donner le spectre de M :
0 0 1 o0
0 0 01
M= 9 -5 0 0
0 4 0 O
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