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non marseillais avec qui j’ai eu d’intéressantes discussions : je pense notam-
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Résumé.
Dans ce mémoire sont présentés mes travaux de recherche entrepris depuis la
fin de ma thèse de doctorat, dans les domaines des limites de champ moyen
et de la propagation du chaos pour des systèmes de particules, des limites
gyro-cinétique et quasi-neutre en physique des plasmas, et de la décoherence
quantique (pour un modèle très élémentaire).

Abstract.
In this report are presented my research works, starting from the end of my
PhD, in the domains of mean-field limit and propagation of chaos for particle
systems, gyro-kinetic and quasi-neutral limits, and quantum decoherence (for
a very elementary model).



Chapitre 1

Limite de champ moyen,
propagation du chaos pour des
systèmes de particules
déterministes.

Ce sujet constitue mon domaine principal de recherche depuis ma thèse. De
nombreux modèles issus de la physique ou de la biologie voire des sciences
sociales mettent en jeu un grand nombre de particules (ou de systèmes variés
ou d’individus 1).
On considère donc ces N particules identiques et caractérisées par leur po-
sition XN

i et leur vitesse V N
i . On notera aussi ZN

i = (XN
i , V

N
i ) le couple

position-vitesse de la i-ème particule, et ZN = (ZN
1 , . . . , Z

N
N ). Ces particules

sont en interaction via une force F à deux corps, et les lois fondamentales de
la dynamique s’écrivent sous forme d’un système de 2N équations différen-
tielles ordinaires (EDO) :

∀ i ≤ N, ẊN
i = V N

i , V̇ N
i = − 1

N

∑
j 6=i

F (XN
i −XN

j ). (1.1)

On considérera aussi le cas où des bruits indépendants agissent sur les vitesses
de particules, ce qui amène aux équations de Langevin :

∀ i ≤ N, dXN
i = V N

i dt, dV N
i = − 1

N

∑
j 6=i

F (XN
i −XN

j ) dt+ dBi
t,

(1.2)
où les Bi sont des Browniens indépendants.

1. mais on utilisera dans ce rapport le terme de particules de manière générique.
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Il faut noter que l’on peut généraliser à des forces F (Xi, Vi, Xj, Vj) dépendant
de manière très générale des positions et des vitesses (voire des forces à plus
de deux particules), ce qui est particulièrement intéressant dans les modèles
issus de la biologie : on se reportera à la partie 1.3 pour plus de détails. Pour
la clarté de cette introduction, on se limitera au cas d’une force F (Xi−Xj).
En général, les forces physiquement intéressantes ont une singularité en zéro :
on peut penser aux forces d’interaction Coulombienne (pour les plasmas)
ou gravitationelle (pour les galaxies). Dans ce cas, il faut remarquer qu’il
n’existe pas de moyen simple d’assurer l’existence et l’unicité du système
d’EDO (1.1) (il en va de même pour le système d’EDS (1.2)). Cependant,
dans tous les cas particuliers dont nous allons parler, il existe un moyen de
démontrer l’existence de solutions continues au système (1.1), et l’existence
suffit généralement pour étudier la limite en grand nombre de particules.

Limite en grand nombre de particules. Un problème important est
de comprendre le comportement quand N tend vers l’infini de ce genre de
système. Pour cela, il est très utile d’introduire les mesures empiriques asso-
ciées :

µN(t) :=
1

N

N∑
i=1

δZNi (t) =
1

N

N∑
i=1

δ(XN
i (t),V Ni (t)).

Sous l’hypothèse F (0) = 0, les mesures empiriques associées aux solutions
de (1.1) sont des solutions faibles de l’équation de Vlasov-champ moyen ci-
dessous :

∂tf + v · ∂xf − ∂xE(t, x) · ∂vf = 0, (1.3)

E(t, x) = [K ∗ ρ(t)](x) =

∫
F (x− y)f(t, y, w) dydw,

où f désigne cette fois-ci une densité sur l’espace des phases à une particule :
f(t, x, v). Cette équation est connue depuis Boltzmann – on devrait d’ailleurs
l’appeler équation de Boltzmann sans collision [Hén82] – et a été utilisée
par l’astrophysicien Jeans en 1915, et par le physicien des plasmas Vlasov
en 1938. Si on néglige les problèmes posés par la singularité de la force, un
raisonnement « heuristique » montre que c’est l’équation que l’on doit obtenir
dans la limite d’un grand nombre de particules.

Convergence rigoureuse ou limite de champ moyen. Le fait que les
mesures empiriques vérifient l’équation de Vlasov-champ moyen (1.3) suggère
une stratégie pour prouver la convergence rigoureuse pour N grand. Choisis-
sons une suite (déterministe) de configurations initiales ZN(0) et supposons
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que les mesures empiriques associées µZN(0) convergent faiblement vers une
distribution donnée f 0 :

µZN(0) ⇀ f 0(x, v).

On suppose que f 0 est suffisamment régulière pour qu’il existe une unique
solution f(t) globale (voire éventuellement locale) à l’équation (1.3) dans un
espace adéquat. On peut alors se demander si pour tout temps t ≥ 0, µZN(t)
converge faiblement vers la solution f(t). En d’autres termes, le diagramme
ci-dessous est-il commutatif ?

µZN(0)
cvg //

Npart

��

f(0)

V P
��

µZN(t)
cvg ? // f(t)

Dans la suite, on parlera de limite de champ moyen à propos de cette question
de convergence pour tout temps, pour une suite précise (déterministe) de
données initiale ZN(0), ou de manière équivalente µZN(0). C’est bien sûr un
problème purement déterministe.
Remarquons qu’il est fondamental, pour que ce problème puisse être formulé,
d’avoir un résultat d’unicité pour l’équation limite (1.3).

Propagation du chaos moléculaire. Mais du point de vue de la physique
statistique, il est plus pertinent de choisir des conditions initiales aléatoires,
en d’autres terme de dire que ZN(0) (ou µZN(0)) est une variable aléatoire, de
loi donnée. Comme ce problème est un problème hors équilibre, on n’a pas de
mesure d’équilibre standard (Gibbs, canonique ou autre) à utiliser. Comme
dans un modèle de champ moyen, on s’attend à avoir de faibles corrélations
entre les particules, on choisit des données initiales avec des particules peu
ou pas corrélées, et on cherche à montrer que l’indépendance ”approchée” des
particules se propage au cours du temps.
Pour préciser les choses, on définit la notion de suite chaotique de distribu-
tions sur un espace E = Rd ou C

(
[0, T ],Rd

)
.

Définition 1.1 (Suite chaotique de probabilités.). Une suite (FN)N∈N de
mesures de probabilité symétriques (les V.A. associées sont échangeables)
sur EN est dite f -chaotique, pour une mesure de probabilité f sur E si et
seulement si une des trois conditions équivalentes ci-dessous est satisfaite :
(i) la suite des 2-marginales FN

2 ⇀ f ⊗ f quand N → +∞ ;
(ii) pour tout j ≥ 1, la suite des j-marginales FN

j ⇀ f⊗j quand N → +∞ ;
(iii) la variable aléatoire mesure empirique associée µZN converge en loi vers
f quand N →∞.
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Cette notion a été formalisé par Kac [Kac56] et remonte à Boltzmann et sa
« Stosszahl Ansatz ». Pour plus de détail, on se réferera au fameux cours de
Sznitman [Szn91], ainsi qu’à un article [HM14] (détaillé à la section 2.1) écrit
en collaboration avec Stéphane Mischler pour une version quantifiée de cette
équivalence.
Attention, on parle de chaos moléculaire ici pour dire que si l’on choisit deux
particules dans notre système microscopique, elles sont quasiment indépen-
dantes. Cela ne correspond pas au sens le plus répandu de chaos, qui désigne
souvent une grande sensibilité aux conditions initiales dans un système dy-
namique (et pas forcément en grande dimension).
Choisissons maintenant une suite FN

0 de conditions initiales f -chaotique.
Laissons évoluer les systèmes jusqu’au temps t. Si la suite FN(t) des dis-
tributions au temps t est aussi f(t)-chaotique pour un certain f(t), on parle
alors de propagation du chaos. Bien sûr cette distribution f(t) ne peut-être
quelconque : elle doit être la solution du problème limite attendu, mais ceci
est plutôt une conséquence de la propagation du chaos, en tout cas dans les
problèmes de champ moyen. Comme toutes les mesures empiriques sont solu-
tions de l’équation de Vlasov-champ moyen (1.3), on s’attend aussi à ce que
la limite, si elle existe, soit une solution de cette équation.

La propagation du chaos intéresse surtout les probabilistes, à propos de sys-
tèmes stochastiques, dont l’évolution elle-même est aléatoire. Mais il faut
toutefois noter l’important problème de la limite du modèle déterministes
des sphères dures vers l’équation de Boltzmann en temps petit, avec la
preuve de Landford, complètée récemment par Gallagher, Saint-Raymond
et Texier [GSRT14]. En fait, la question de la propagation du chaos est aussi
pertinente en général dans le cas de systèmes déterministes. Certes, dans les
cas simples, où l’on sait prouver la limite de champ moyen sans condition
sur les données initiales (ZN

0 où µZN(0)), la propagation du chaos devient une
conséquence simple de la limite de champ moyen : voir par exemple le cas
de l’équation de Vlasov-Poisson en dimension 1 dans la section suivante 1.1.
Mais dans les cas difficiles, le lien n’est pas si simple. L’exemple le plus révé-
lateur est celui des sphères dures, pour lequel on n’étudie jamais la limite de
champ moyen, mais toujours directement la propagation du chaos avec des
conditions initiales aléatoires. L’équation de Vlasov-champ moyen en dimen-
sion 3, détaillé dans la sous-section 1.2 est un autre exemple : on y montre un
résultat de limite de champ moyen sous certaines conditions sur les données
initiales, et pour en déduire la propagation du chaos, il faut encore montrer
que ces conditions sont presque sûrement vérifiées quand on part de données
initiales adéquates (des particules vraiment indépendantes).
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1.1 Un cas simple, l’équation de Vlasov-Poisson

en dimension 1

Je résume ici les résultats obtenus dans la note pour le séminaire Laurent
Schwartz [Hau13]. Pour simplifier l’exposé, on se contentera de donner des
résultats sur le tore T = R\Z. Des résultats similaires peuvent-être obte-
nus dans tout l’espace, à condition de prendre en compte des moments en
position.
Sur le tore, l’équation de Poisson est associée au noyau K ci-dessous :

K(x) := −1

2
− x si x ∈

[
−1

2
, 0
)
,

1

2
− x si x ∈

(
0,

1

2

)
, 0 si x = 0, (1.4)

et la force d’interaction est donnée par F (x) = ±K(x), suivant que l’on
considère le cas attractif ou répulsif.
Dans cette note [Hau13], j’ai démontré quelques résultats concernant le sys-
tème (1.1) dans ce cas, et la limite en grand nombre de particules vers l’équa-
tion de Vlasov-Poisson (1.3). Précisément :
– L’existence pour toutes conditions initiales d’une solution (non-unique)

au système (1.1), en utilisant la théorie des inclusions différentielles ordi-
naires [Fil88] ;

– L’existence pour toute donnée initiale mesure avec un moment d’ordre 1
en vitesse d’une solution faible de l’équation (1.3) ;

– Un théorème de stabilité fort-faible, énoncé ci-dessous, qui implique la
limite de champ moyen, et la propagation du chaos.

Théorème 1.1 (Stabilité fort-faible). Supposons que ft est une solution de
l’équation de Vlasov-Poisson (1.3) (en 1D) avec une densité ρt bornée pour
tout t ≥ 0. Alors, pour toute solution mesure νt (globale en temps) de cette
même équation, avec un moment d’ordre 1 en vitesse fini, on a l’estimation
de stabilité ci-dessous pour tout :

∀t ∈ R+, W1(ft, νt) ≤ ea(t)W1(f0, ν0), avec a(t) :=
√

2 t+8

∫ t

0

‖ρs‖∞ ds,

où W1 désigne la distance de Monge-Kantorovitch-Wasserstein (MKW) d’ordre
1.

Je renvoie au très clair livre de Villani [Vil03] pour les définitions et propriétés
des distances MKW. La limite de champ moyen en découle de manière im-
médiate : il suffit d’appliquer ce théorème aux mesures empiriques µN , dont
on rappelle qu’elles sont solutions de l’équation de Vlasov-Poisson (1.3). On
obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 1.1 (du Théorème 1.1). Sous les mêmes hypothèses que dans le
Théorème 1.1, on a pour toute solution ZN du système de N particules (1.1)
avec mesure empirique initiale µNZ (0), l’estimation de stabilité ci-dessous :

W1

(
µNZ (t), ft

)
≤ ea(t)W1

(
µNZ (0), f0

)
où a(t) :=

√
2 t+ 8

∫ t

0

‖ρs‖∞ ds.

(1.5)

La propagation du chaos s’en déduit également de manière très simple. Il
suffit de prendre l’espérance dans l’inégalité (1.5).

Corollaire 1.2 (du Théorème 1.1). Sous les mêmes hypothèses que dans le
Théorème 1.1, on a pour toute solution ZN du système de N particules (1.1)
avec mesure empirique initiale aléatoire µNZ (0) l’estimation de stabilité ci-
dessous :

E
[
W1

(
µNZ (t), ft

)]
≤ ea(t) E

[
W1

(
µNZ (0), f0

)]
,

où l’espérance est prise par rapport à la mesure sur les conditions initiales.

Dans ce cadre 1D, on peut aussi montrer la propagation du chaos entropique,
une notion plus forte de chaos définie dans la section 2.2.

1.2 Interactions avec singularité faible en di-

mension 3

Je résume ici les résultats obtenus en collaboration avec Pierre-Emmanuel
Jabin dans l’article à parâıtre [HJ11]. Par « faible », j’entends des forces
d’interaction qui vérifient

∃α < 1, ∃C > 0, ∀x 6= 0, |F (x)| ≤ C

|x|α
, |∇F (x)| ≤ C

|x|α+1
. (1.6)

Je parle de singularité faible dans ce cas, car si la force a une vraie singula-
rité (explosion) en zéro, celle-ci est suffisamment faible pour que le potentiel
associé, s’il existe, reste continu.
Il est important de remarquer que tous les résultats obtenus sous cette hypo-
thèse sont valables pour des interactions quelconques : attractives, répulsives
ou même sans potentiel associé. En fait, dans ces cas « faiblement » sin-
guliers, il n’est pas simple d’utiliser le caractère attractif ou répulsif de la
force.
Dans ce cas, le théorème ci-dessous, démontré dans [HJ11], montre que sous
certaines conditions peu restrictives, la limite de champ moyen est bien véri-
fiée.
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Théorème 1.2 (Mean-field limit). Soit une force d’interaction F vérifiant (1.6)
avec 0 < γ < 1. Supposons que f 0 ∈ L∞(R6) a un support compact et une
masse totale égale à 1, et désignons par f l’unique solution bornée à support
compact (globale en temps) de l’équation de Vlasov-champ moyen (1.3) (son
existence et son unicité sont assurées par des résultats classiques).
Supposons que les conditions initiales déterministes

(
ZN
i (0)

)
i≤N sont telles

que pour tout N , il existe une solution globale au système (1.1), et que les
mesures empiriques initiales µ0

N satisfont :
i) Pour une constante C∞ indépendante de N ,

sup
z∈R6

Nγµ0
N

(
B6

(
z,N−

γ
6

))
≤ C∞, et ‖f0‖∞ ≤ C∞;

ii) Pour un R0 > 0, ∀N ∈ N, Suppµ0
N ⊂ B6(0, R0) ;

iii) pour un certain r ∈ (0, r∗) où r∗ := d−1
1+α

,

inf
i 6=j

∣∣(X0
i , V

0
i )− (X0

j , V
0
j )
∣∣ ≥ N−γ

1+r
6 .

Alors pour tout T > 0, il existe deux constantes C0, C1 telles que pour N ≥
eC1T l’estimation ci-dessous a bien lieu :

∀t ∈ [0, T ], W1

(
µN(t), f(t)

)
≤ eC0t

(
W1(µ0, f0) + 2N−

γ
6

)
. (1.7)

C’est un résultat de type limite de champ moyen, car il est valable pour des
données initiales ZN

0 déterministes, mais il n’est pas inconditionnel. Il ne suf-
fit pas que la suite des mesures empiriques initiales converge vers f 0 pour
obtenir la limite de champ moyen, il faut également que les hypothèses i)
de bonnes répartitions, ii) de support, et iii) de borne sur la distance mini-
male inter-particules soient vérifiées. Et donc pour en déduire un résultat de
propagation du chaos, il faut montrer que ces hypothèses sont suffisamment
faibles pour être vérifiées avec une grande probabilité lorsque l’on tire des
particules de manière indépendantes. C’est effectivement le cas si on choisit
bien les paramètres, et on obtient le résultat suivant :

Théorème 1.3. Suposons que F satisfait la condition (1.6). Il existe alors
deux réels positifs γ ∈ (0, 1) et s ∈ R+ dépendant seulement de (d, α), tel
que :
- Si f 0 ∈ L∞(R6) a un support compact et une masse totale égale à 1, et
en désignant par f l’unique solution bornée à support compact (globale en
temps) de l’équation de Vlasov-champ moyen (1.3) ;
- Si pour tout N ∈ N∗, µN désigne les mesures empiriques associées aux
solutions de l’ODE (1.1) avec positions-vitesses initiales Z0 = (X0

i , V
0
i )i≤N

aléatoires de loi (f 0)⊗N ;
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Alors pour tout T > 0, il existe trois constantes positives C0, C1 et C2 telles
que si N ≥ eC1T ,

P
(
∃ t ∈ [0, T ], W1

(
µZN(t), f(t)

)
≥ 3 eC0tN−

γ
2d

)
≤ C2

N s
. (1.8)

Même si ces théorèmes concernent toujours le même type de singularité que
dans notre précédent travail [HJ07], ils contiennent d’importantes améliora-
tions. D’abord, nous avons introduit de nouveaux outils qui simplifient gran-
dement les preuves. Ensuite, la conditions du résultat de limite de champ
moyen sur la distance minimale inter-particules a été affaiblie de manière
importante, et c’est ce qui permet d’en déduire maintenant la propagation
du chaos.

1.3 Interactions avec singularité forte en di-

mension 3

Par « fort », j’entends des forces d’interaction qui vérifient :

∃α ∈ (1, 2), ∃C > 0, ∀x 6= 0, |F (x)|+ |x| |∇F (x)| ≤ C

|x|α+1
. (1.9)

Je parle de singularité forte dans ce cas, car cette fois-ci, le potentiel associé,
s’il existe, possède lui aussi une singularité.

Des résultats généraux avec une régularisation à courte portée.
Dans l’article [HJ11] écrit en collaboration avec Pierre-Emmanuel Jabin, nous
donnons des résultats similaires aux théorèmes 1.2 et 1.3, valables pour les
interactions fortement singulières du type (1.9), à condition de régulariser
l’interaction en dessous d’un certain seuil ε(N) :

ε(N) >> N−γ, avec γ :=
1

6
min

( 1

α− 1
,

5

α

)
.

Ce résultat ne dit rien du cas le plus intéressant, celui de l’interaction Cou-
lombienne ou gravitationnelle, qui correspond à α = 2 dans (1.9), mais il est
plus intéressant pour α proche de 1. En effet, dans ce cas, on voit que l’on
peut quasiment utiliser un cut-off de l’ordre de N−

5
6 , une échelle très petite,

à comparer par exemple à la distance moyenne entre particules voisines de
l’ordre de N−

1
3 , et à la distance minimal entre particules de l’ordre de N−

2
3 .

Un raisonnement probabiliste heuristique fait penser que cette régularisa-
tion sera très peu « active ». Malheureusement, dans ce système contenant
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de nombreuse particules corrélées, nous ne savons pas estimer de manière
rigoureuse combien de particules sont concernées par la régularisation. Et
ensuite même si nous arrivions à faire cela, nos techniques ne permettent ni
de contrôler la trajectoire d’une particule après qu’elle ait « vu » la régu-
larisation, ni de négliger son influence sur les autres. On pourra se réfèrer
à [BJ08] pour un résultat de ce type dans le cas plus simple ou le potentiel
est nul en dehors d’un voisinage de 0 (dépendant de N), avec éventuellement
une forte singularité en ce point.

Un résultat de stabilité sans régularisation. Dans l’article en collabo-
ration avec Julien Barré et Pierre-Emmanuel Jabin [BHJ10], nous montrons
des résultats valables pour des interactions dérivant d’un potentiel F = −∇φ,
avec φ minoré avec une singularité répulsive en zéro, et tel que ∇φ véri-
fie (1.9). Par exemple φ(x) = |x|κ avec κ ∈ (−1, 0).
Dans ce cas potentiel, on peut introduire le Hamiltonien HN associé au sys-
tème (1.1)

HN(ZN) :=
1

2

N∑
i=1

|V N
i |2 +

1

2N

∑
i 6=j

φ
(
|XN

i −XN
j |
)
.

Dans cet article, on se place sur le tore T3 (pour les positions) pour sim-
plifier le problème. En utilisant les techniques introduites par Messer et
Sphon [MS82], et améliorées par Caglioti, Lions, Marchioro et Pulvirenti [CLMP92,
CLMP95], on peut montrer que pour tout β > 0, la mesure de Gibbs νNβ :

dνNβ (ZN) =
1

BNβ
e−βH(ZN ) dZN , BNβ =

∫
T3N×R3N

e−βH(ZN ) dZN ,

est bien définie, et que pour β fixé, la suite des mesures de Gibbs (νNβ ) est
γβ-chaotique, avec

γβ(x, v) = γβ(v) = (2πβ)−
3
2 e−β

v2

2

la Maxwellienne de température inverse β, uniforme en position.
La propagation du chaos est assez évidente dans ce cas : la mesure de Gibbs
est une mesure stationnaire pour le système d’EDO (1.1), et la Maxwellienne
γβ est une solution stationnaire de l’équation de Vlasov-champ moyen (1.3).

Mais nous avons démontré un résultat de stabilité plus précis. On consière

une mesure ΠN sur
(
T3N × R3N

)2
telle que :

i) sa première marginale est νNβ ,
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ii) sa seconde marginale ΠN
2 vérifie ΠN

2 ≤ CνNβ′ pour un β′ ≤ β.

ΠN
2 est en faite une « déformation » de la mesure de Gibbs µNβ . On part

de conditions initiales ZN0 distribuées selon cette mesure, et on les modifie
(légérement) en ZN ′0, et ΠN est le plan de transport utilisé pour passer de
µNβ à ΠN

2 .

Ensuite, on choisit un λ > 0 et on définit

Qλ
N(t) :=

∫∫
ln
(

1 +Nλ
∥∥ZN(t)−ZN ′(t)

∥∥
1

)
ΠN(dZ0, dZ ′0). (1.10)

avec la notation ‖δN‖1 := 1
N

∑N
i=1 |δNi |. Alors on a le résultat de stabilité

suivant :

Théorème 1.4. Supposons que φ est minoré, que λ ≤ 1 − α
3

et que ∇φ
vérifie (1.9) pour un certain α ∈ (1, 2). Alors, il existe une constante C
indépendante de N telle que la quantité Qλ

N définie en (1.10) vérifie l’inégalité
suivante

Qλ
N(t) ≤ Qλ

N(0) + C t.

Bien sûr, ce théorème n’est utile que lorsque Qλ
N(0) < +∞. C’est le cas si

ZN ′0 est en moyenne à une distance inférieure à N−λ de ZN0 . On peut noter
que λ peut toujours être choisit supérieur à 1

3
, même lorsque α est proche

de 2. Le résultat est donc plus fin qu’un résultat de comparaison à la limite
Maxwellienne γβ puisque pour la distance de MKW d’ordre 1 (qui est la
généralisation de la norme discrète ‖ · ‖1 pour les mesures empiriques), on

a W1(µ
N
Z , γβ) d’ordre N−

1
6 . Il montre que l’ordre des perturbations, même

petit, peut-être préservé par la dynamique.
Il reste à comprendre comment construire des perturbations admissibles de
la mesure de Gibbs (et donc des plan de transports ΠN). Deux exemples
sont donnés dans l’article : on perturbe dans les deux cas les vitesses, de
manière aléatoire ou non. Par contre, perturber les positions est plus délicat
car il faut veiller à ne pas trop modifier l’énergie potentielle pour préserver
la condition ii).
Il serait très appréciable de pouvoir généraliser ce résultat à d’autres mesures
que la mesure de Gibbs. Mais cela semble bien délicat, car ce résultat repose
sur des bornes fortes sur les marginales, qu’on ne connâıt que dans le cas de
la mesure de Gibbs (ou éventuellement de la mesure micro-canonique).

Modèles de comportements collectifs en biologie Avec José Carillo
et Young-Pil Choi, nous sommes en train d’adapter les techniques utilisées
pour l’équation de Vlasov-Champ moyen en dimension 3 à des modèles de
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type Cucker-Smale, modélisant des mouvements collectifs en biologie, avec
des forces singulières. Par exemple, nous pouvons traiter des forces du type

F (X1, X2, V1, V2) =
V1 − V2
|X1 −X2|α

,

avec des α < 1. L’interêt est qu’on est capable de travailler avec des densités
d’individus (en position-vitesse) dans Lp plutôt que dans L∞. Les techniques
se dégradent, mais fonctionnent encore, à condition que p soit suffisamment
grand.

1.4 Chaos et champ moyen pour des systèmes

du premier ordre.

Par système du premier ordre, je veux dire que l’on s’intéresse non plus à des
particules avec position et vitesse, mais uniquement à des points caractérisés
par leur position. On considère donc N points Xi de Rd, en interaction via un
noyau F (avec éventuellement un paramètre ai qui intervient dans le calcul
des actions). Le système d’EDO s’écrit alors :

∀ i ≤ N, ẊN
i =

1

N

∑
j 6=i

aNi a
N
j K(XN

i −XN
j ). (1.11)

Le Modèle des tourbillons. Un exemple typique est donné par le modèle
des tourbillons en dimension 2, où K est le noyau de Biot-Savard

KBS(x) := ∇⊥
( 1

2π
ln |x|

)
=

x⊥

2π|x|2
. (1.12)

Dans ce cas, ai peut avoir un signe positif ou négatif suivant que le tourbillon
tourne dans un sens ou dans l’autre. Le modèle limite naturel est l’équation
du tourbillon (ou d’Euler en formulation tourbillon)

∂tω + u · ∇ω = 0, u(t) := KBS ∗ ω(t). (1.13)

Il est très difficile d’obtenir des résultats de limite de champ moyen pour
l’équation du tourbillon. Schochet a réussi à démontrer dans [Sch96] en utili-
sant des travaux de Delort que de toute suite de mesures empiriques µNX as-
sociées à des solutions XN de (1.11), on peut toujours extraire une sous-suite
qui converge vers une solution mesure de l’équation de tourbillon (1.13). Mais
cela ne suffit pas pour montrer la propagation du chaos, pour l’équation du
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tourbillon, car le seul résultat d’unicité connu est pour des tourbillons bornés
ou presque [Jud63, Jud95]. Et au vu des résultats de non-unicité pour l’équa-
tion d’Euler obtenus par Shnirelman [Shn97], Scheffer [Sch93] et simplifiés
par De Lellis et Székelyhidi [DLS09], il est probable qu’on puisse construire
des solutions mesures non uniques à l’équation du tourbillon (1.13).
Dans l’article [Hau09], j’ai prouvé le résultat suivant, qui s’applique à des
cas similaires à celui des vortex mais moins singuliers. Le noyau K doit
précisement vérifier la condition suivante :

divK = 0, ∃α < d−1, ∃C > 0, t.q. |K(x)|+ |x||∇K(x)| ≤ C

|x|α
. (1.14)

Le théorème précis – énoncé en dimension d quelconque – est le suivant :

Théorème 1.5. Supposons que la condition ci-dessus soit vérifiée, et que ω
soit une solution bornée à support compact de l’équation (1.13) associée à
un noyau K vérifiant la condition (1.14). Supposons que γ ∈ (0, 1) et que les
positions initiales des points XN vérifient :
i) Pour une constante C∞ indépendante de N ,

sup
x∈Rd

Nγµ0
N

(
Bd

(
x,N−

γ
d

))
≤ C∞;

ii) Pour un R0 > 0, ∀N ∈ N, Suppµ0
N ⊂ Bd(0, R0) ;

iii) pour un certain r ∈ (0, r∗) où r∗ := γ
1+α

,

inf
i 6=j

∣∣X0
i −X0

j

∣∣ ≥ N−γr.

Alors pour tout T > 0, il existe deux constantes C0, C1 telles que pour N ≥ C1

l’estimation ci-dessous a bien lieu :

∀ t ∈ [0, T ], W1

(
µN(t), ω(t)

)
≤ eC0t

(
W1

(
µN0 , ω0

)
+ 2N−

γ
d

)
. (1.15)

Ce théorème n’est pas exactement celui donné dans l’article [Hau09, Théo-
rème 1]. C’est un meilleur théorème, que l’on pourrait obtenir à partir de
celui de l’article en raffinant un peu avec les nouvelles techniques introduites
dans [HJ11].
Malheureusement, la condition ii) est très restrictive, et ne permet de donner
aucun résultat de propagation du chaos en dimension 2, même pour un α petit
(et positif). Et dans le cas moins intéressant de la dimension 3, on obtient
la propagation du chaos pour α < 1

2
seulement. Les résultats obtenus pour

les systèmes du premier ordre du type « tourbillons » sont en ce sens moins
bons que ceux obtenus pour les systèmes de particules, du second ordre. On
verra dans la section 3 que la situation est inverse dans le cas stochastique,
c-à-d entre les équations de Langevin (du second ordre) et la dynamique des
tourbillons stochastiques.
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L’équation d’aggrégation. Un second exemple est celui de l’équation
d’agrégation, ou le noyau devient

Kag(x) = −∇Wag(x), avec un potentiel Wag,

plus ou moins singulier. Dans ce cas, les points s’attirent ou se repoussent de
manière plus ou moins forte. Carrillo, DiFrancesco, Figalli, Laurent et Slepčev
ont obtenu dans [CDF+11] un résultat de limite de champ moyen pour des
potentiel Lipschitz (et donc des forces bornées), mais à ma connaissance rien
n’est connu pour des potentiels et forces plus singulières.
Dans l’acte de congrès [CCH13], José Carrillo, Young-Pil Choi et moi-même
avons démontré un résultat similaire au théorème 1.5, pour le cas de l’équa-
tion d’aggrégation. La différence principale est dans le fait qu’on ne regarde
plus des solutions bornées de l’équation limite – puisque cette fois-ci la norme
infinie n’est plus forcément préservée par l’équation – mais des solutions Lp,
pour p suffisamment grand. Ces solutions restent quand même unique pour
des temps petit, et cela permet de prouver un résultat de limite de champ
moyen, et également la propagation du chaos pour des singularités suffisam-
ment petites.



Chapitre 2

Outils d’analyse fonctionnelle
pour la propagation du chaos.

Ce chapitre décrit les résultats obtenus en collaboration avec Stéphane Mi-
schler dans l’article [HM14].

2.1 Une quantification de l’équivalence des

« différents » chaos.

On voit dans la définition 1.1, que la notion de suite de probabilités (FN)
chaotique peut-être définie de deux manières différentes : soit en regardant
les marginales à un nombre de particule fixé, soit en regardant les mesures
empiriques. Jusqu’à récemment, ces points de vues étant considérés comme
relativement orthogonaux, et les travaux sur la propagation du chaos n’en
utilisaient en général qu’un seul des deux. Mais Mischler et Mouhot ont dé-
montré récemment [MM13] des résultats importants sur le modèle de Kac’s
(notamment la propagation du chaos entropique, voir plus bas pour une dé-
finition de cette notion), en combinant de manière subtile ces deux visions
de la propagation du chaos. Leurs travaux reposent notamment sur une ver-
sion quantitative de l’équivalence entre les deux « visions » du chaos, et avec
Stéphane Mischler nous avons généralisé cette quantification.

Pour pouvoir énoncer le résultat, nous introduisons les notations suivantes :
i) d(x, y) = min(1, |x− y|), est une version bornée de la distance euclidienne

sur E = Rd,
ii) Sur EN , on utilise la distance renormalisée dN(X, Y ) = 1

N

∑N
i=1 d(xi, yi),

iii) Pour deux probabilités FN , GN ∈ P(EN), W1(F
N , GN) désigne la dis-

tance de MKW entre ces deux probabilités construite sur la distance dN ,

20
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iv) Pour deux probabilités α, β ∈ P(P(E)), W1(α, β) désigne la distance de
MKW entre ces deux probabilités construite sur la distance W1 définie au
point iii).

Précisons également que toutes les probabilités considérées ici seront symé-
triques (i.e. les V.A. associées sont échangeables).
Avec ces notations, la vision du chaos avec les marginales peut-être reformulé
ainsi : la suite (FN) est f -chaotique si pour tout k ∈ N (ou seulement pour
k = 2), W1

(
FN
k , f

⊗k)→ 0 lorsque N → +∞.
Et la vision du chaos avec les mesures empiriques devient : la suite (FN) est
f -chaotique si W1(F

N , δf ) → 0 lorsque N → +∞. Remarquons ici, qu’on
considère FN comme une probabilité sur P(E), ce qui est possible car FN

induit naturellement une probabilité sur les mesures empiriques.
Nous démontrons dans [HM14] les inégalités suivantes :

Théorème 2.1. soit (FN) une suite de probabilités symétriques sur EN , et
f ∈ P(E). Alors :
i) pour j ≤ k,

W1

(
FN
j , f

⊗j) ≤ 2W1

(
FN
k , f

⊗k)
ii) pour k ≤ N ,

W1

(
FN
k , f

⊗k) ≤ W1(F
N , δf ) +

k2

N
,

iii) pour tout 0 < γ < 1
d+1

et k > d
γ−1−d−1 , il existe une constante C telle que∣∣∣W1

(
FN , f⊗N

)
−W1(F

N , δf )
∣∣∣ ≤ CM

1
k
k N

−γ,

iv) pour tout 0 < γ < 1
d+1

et k > d
γ−1−d−1 , il existe une constante C telle que

W1(F
N , δf ) ≤ CM

1
k
k

(
W1

(
FN
2 , f

⊗2)+N−1
)γ

où Mk =
∫
|x|k FN

1 (dx) +
∫
|x|k f(dx).

Les deux premiers points sont combinatoires et permettent de comparer des
chaos avec un nombre croissant de particules, ce qui n’est pas surprenant. Le
troisième permet de comparer deux versions du chaos avec N points : avec le
vecteur des positions ou avec les mesures empiriques. Le dernier point est le
plus important, il permet de majorer le « chaos à N particules » (ou plutôt
le chaos sur les mesures empiriques) par le « chaos à deux particules ».
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2.2 Chaos entropique et chaos au sens de Fi-

sher

Nous étudions ensuite le chaos entropique, une notion plus forte de chaos
introduite par Kac [Kac56] et formalisée plus récemment dans [CCLR+10].
Nous introduisons également une notion plus forte de chaos, le chaos au sens
de Fisher. Les définitions précises sont les suivantes :

Définition 2.1. Soit (FN) une suite de probabilités symétriques sur P(EN)
avec un moment d’ordre k uniformément borné pour un certain k > 0 (pour
pouvoir définir correctement l’entropie), et soit f ∈ P(E). On dit que :
a) (FN) est f -entropiquement chaotique lorsque

FN
1 ⇀ f faiblement dans P(E) et H(FN)→ H(f), H(f) <∞;

b) (FN) est f -chaotique au sens de Fisher lorsque

FN
1 ⇀ f faiblement dans P(E) et I(FN)→ I(f), I(f) <∞.

Nous montrons que ce sont bien des notions de plus en plus fortes de chaos
moléculaire.

Théorème 2.2. Soit E = Rd, d ≥ 1 ( ou soit E l’image par une appli-
cation bi-Lipschitz et préservant le volume d’un convexe de Rd). Soit (FN)
une suite de probabilités symétriques sur P(EN) avec un moment d’ordre k
uniformément borné pour un certain k > 0, et soit f ∈ P(E).
Dans la liste ci-dessous, chaque assertion implique la suivante :
i) (FN) est f - chaotique au sens de Fisher ;
ii) (FN) est f -chaotique et l’information de Fisher I(FN) est bornée ;
iii) (FN) est f -entropiquement chaotique ;
iv) (FN) est f -chaotique.
Plus précisément, on a la version quantitative de l’implication ii) ⇒ iii)
suivante :

|H(GN)−H(f)| ≤ CEKWN

(
FN , f⊗N

)λ
,

avec λ := 1/2−1/k, K := supN I(GN)1/2 supN Mk(G
N
1 )1/k et CE une constante

dépendant de E.

2.3 Généralisation à la sphère de Kac SN .

Dans la communauté cinétique, on désigne souvent par sphère de Kac la
sphère (classique) de dimension N et rayon N :

KSN :=
{
V ∈ RN , t.q. V 2

1 + . . .+ V 2
N = N

}
.

On la munit en général de la mesure uniforme notée σN .
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Chaoticité des mesures uniformes σN sur KSN . On sait depuis long-
temps, au moins depuis 1866 avec un article de Mehler [Meh66], que la suite
σN est γ-chaotique, avec γ la Maxwellienne (ou Gaussienne) centrée réduite :

γ(v) :=
1√
2π
e−

v2

2 .

On peut citer par exemple sur ce sujet le résultat de Diaconis et Freed-
man [DF87] qui montrent que pour tout k ≤ N − 4,∥∥σNk − γ⊗k∥∥1 ≤ 2

k + 3

N − k − 3
.

Ce résultat correspond à une façon de mesurer le chaos, en regardant les
k-marginales, car avec notre distance dN bornée, on a toujours W1(µ, ν) ≤
1
2
‖µ−ν‖1 . Bien sûr, en utilisant les résultats généraux d’équivalence quanti-

tative (détaillés ci-dessus), on peut en déduire des bornes sur le chaos sur les
mesures empiriques. Mais cela donnera une borne du type W1(σ

N , γ⊗N) ≤
CλN

−λ, pour tout λ < 1
2
, ce qui n’est pas une borne optimale. En effet, nous

montrons le résultat plus précis suivant :

Théorème 2.3. Il existe une constante numérique C telle que

W1

(
σN , γ⊗N

)
≤ C√

N
.

Les différents chaos sur les sphères de Kac. Pour continuer, on peut
définir des notions de chaos entropique et au sens de Fisher pour des suites
de probabilités supportées sur les sphères de Kac :

Définition 2.2. Soit (FN) une suite de probabilités symétriques de P(SN)
et soit f ∈ P(E). On dit que :
a) (FN) est f -entropiquement chaotique lorsque

FN
1 ⇀ f faiblement dans P(E) et H(FN |σN)→ H(f |g), H(f |g) <∞;

b) (FN) est f -chaotique au sens de Fisher si

FN
1 ⇀ f faiblement dans P(E) et I(FN |σN)→ I(f |g), I(f |g) <∞.

Nous avons obtenu dans ce cadre un théorème analogue au Théorème 2.2,
avec en particulier des versions quantifiées du chaos entropique. Cela nous
a permis de répondre à une question ouverte de l’article [CCLR+10, Open
Problem 11].
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Suites f-chaotique supportées sur KSN . Pour toute fonction f avec
un moment d’ordre supérieur à 4, Kac a montré dans [Kac56] que la mesure
F̃N définie comme la restriction à KSN de f⊗N normalisée :

F̃N :=
1

ZN
f⊗N , ZN :=

∫
SN
f⊗N(VN)σ(dVN),

était un exemple de suite supportée sur les sphères de Kac et f -chaotique. Sa
preuve pas tout à fait rigoureuse à été reprise dans [CCLR+10, Théoremes 4
et 9]. Nous avons repris leur démonstration, et montré sous des hypothèses
de moment plus élevés que l’on pouvait quantifier le chaos dans ce cas :

Théorème 2.4. Soit f ∈ P6(R) ∩ Lp(R), p > 1, satisfaisant∫
R
f v dv = 0 et

∫
R
f v2 dv = 1.

Alors, la suite (F̃N) des mesures produit conditionnées est f -entropiquement
chaotique, et plus précisément pour deux constantes Ci = Ci

(
p, ‖f‖p,M6(f)

)
,

à partir d’un certain rang :

W1

(
F̃N
k , f

⊗k) ≤ 1

2

∥∥F̃N
k − f⊗k

∥∥
1
≤ C1 k

2

√
N
,∣∣H(F̃N |σN)−H(f |γ)

∣∣ ≤ C2√
N
.

Si I(f) < +∞, alors supN∈N I
(
F̃N
∣∣σN) < +∞. Et si de plus∫

R

f ′(v)2

f(v)
(1 + v2) dv < +∞,

la suite (F̃N) est f -chaotique au sens de Fisher.

Comme dans [CCLR+10, Proposition 26], on utilise pour montrer la première
partie de ce théorème une version L∞ du théorème de Berry-Essen, quantifiée
dans notre cas :

Proposition 2.1. Soient g ∈ P3(RD) ∩ Lp(RD), p ∈ (1,∞], tels que∫
RD
x g(x) dx = 0,

∫
RD
x⊗ x g(x) dx = Id,

∫
RD
|x|3 g(x) dx =: M3.

On définit les convolées itérées (et renormalisées) de g :

gN(x) :=
√
N g(∗N)(

√
N x).

Il existe un entier N(p) et une constante CBE = C(p, k,M3(g), ‖g‖Lp) tels
que :

∀N ≥ N(p)
∥∥gN − γ⊗D∥∥L∞ ≤ CBE√

N
.
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2.4 Hewitt et Savage quantifié, entropie et in-

formation de Fisher sur les mélanges.

Hewitt et Savage par un argument de suite de Cauchy. Dans cet
article, nous donnons également une nouvelle preuve du théorème classique
de de Finetti, Hewitt et Savage [dF37, HS55], qui repose sur les techniques
utilisées pour quantifier l’équivalence des différents chaos.

Théorème 2.5. Soit E ⊂ Rd un borelien. Soit X∞ = (X∞1 , . . . , X
∞
k , . . .) ∈

E∞ un vecteur aléatoire infini et échangeable. Pour tout N , on note XN sa
projection sur les N premières composantes : XN = (X∞1 , . . . , X

∞
N ), et µN la

mesure empirique aléatoire associée. Alors pour s > d
2
, la suite (µN) de V.A.

sur P(E) est une suite de Cauchy pour la distance WH−s :

∃C > 0, ∀N,M ∈ N,
[
WH−s(µ

N , µM)
]2 ≤ C

(
1

M
+

1

N

)
.

En particulier, la suite (µN) converge vers une certaine V.A. µ avec la vitesse
WH−s(µ

N , µ) ≤ CN−1/2. Cette limite µ est caracterisée par la relation :

L(X∞) = E
[
µ⊗∞

]
, c-à-d ∀ j ≥ 1, L(X j) = E

[
µ⊗j
]

(2.1)

Réciproquement, pour toute V.A. µ sur P(E), l’égalité ci-dessus définit bien
le loi d’un vecteur aléatoire infini et échangeable.

On voit donc qu’il y a une bijection entre les lois des vecteurs aléatoires infinis
échangeables et les lois des V.A. à valeur dans P(E). En fait, dans l’article ce
résultat est énoncé en terme de probabilité sans référence aux V.A. associées
– ce qui est peut-être plus juste car ce résultat concerne vraiment les lois –
mais cela nécessite aussi d’introduire un formalisme plus important.

On peut également énoncé le théorème de de Finetti, Hewitt et Savage uni-
quement en terme de V.A., en utilisant la notation commode suivante :

si Y est un vecteur aléatoire de E, on désigne par Y⊗∞ un vecteur infini
aléatoire i.i.d. dont toutes les composantes ont la même loi que Y.

Le théorème dit alors que tout vecteur infini échangeable X∞ peut s’écrire
comme un mélange de vecteurs de type Y⊗∞. Et la probabilité aléatoire µ
utilisée dans (2.1) correspond ici à la loi de Y.
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Entropie et Information de Fisher pour des vecteurs infinis échan-
geables. Pour des vecteurs aléatoires infinis échangeables, on peut toujours
définir l’entropie et l’information de Fisher via les formules :

H(X∞) := sup
N∈N

1

N
H(XN) = lim

N→+∞

1

N
H(XN),

I(X∞) := sup
N∈N

1

N
I(XN) = lim

N→+∞

1

N
I(XN).

L’égalité entre le supremum et la limite est une conséquence de l’additivité
de l’entropie et de l’information de Fisher.
Pour un mélange de vecteur aléatoire Y sur E (ou de manière équivalente
une variable aléatoire µ sur P(E)), avec un moment E

[
E(|Y|k)

]
< +∞ pour

un certain k > 0, on peut toujours considérer son entropie et son information
de Fisher moyennes :

E
[
H(Y)

]
= E

[
H(µ)

]
, E

[
I(Y)

]
= E

[
I(µ)

]
.

Il était connu que si X∞ était le mélange de Y⊗∞, donc relié à µ par la rela-
tion (2.1), alors on avait égalité H(X∞) = E

[
H(Y)

]
= E

[
H(µ)

]
. Cela a été

démontré par Ruelle et Robinson dans un cadre légérement différent [RR67].
Nous avons donné un théorème plus général, valable pour des fonctionelles
K vérifiant un certain nombre d’hypothèses, et montré que ce théorème s’ap-
pliquait à l’entropie et aussi à l’information de Fisher. Ce dernier point est à
notre connaissance nouveau. Précisément, cela repose sur un lemme impor-
tant, dont on énonce ici qu’une version simplifiée ne tenant pas compte des
questions de moment (utiles pour prendre en compte l’entropie) :

Lemme 2.1. Soit (Kj) une suite de fonctionelles sur P(Ej), telle que :
(i) Kj : P(Ej) → R ∪ {+∞} est convexe, propre et positive s.c.i. pour la

convergence en loi sur Ej pour tout j ≥ 1.

(ii) Kj(X j) ≥ K`(X `) + Kr(X r) pour tout vecteur aléatoire Xj = (X `,X r)
de taille j et X `,X r de taille respective ` et r. Il y a égalité ssi X ` et X r

sont indépendants.

(iii) La fonctionelle K : P(E∞)→ R∪{+∞} définie par (l’égalité du supre-
mum et de la limite fait partie du théorème)

K(X∞) := sup
j≥1

1

j
Kj(X j) = lim

j→+∞

1

j
Kj(X j),

est affine au sens suivant. Pour toute partition de P(E) en sous-ensembles
ωi, 1 ≤ i ≤ M , tels que ωi est ouvert dans E\(ω1 ∪ . . . ∪ ωi−1) pour tout
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1 ≤ i ≤M−1, ωM = Pm(E)
∖

(ω1∪ . . .∪ωM−1), pour tout X∞ échangeable
mélange de Y∞i (échangeable) pour i ≤M :

L(X∞) = α1 L(Y∞1 ) + ...+ αM L(Y∞M ) et α1 + ...+ αM = 1.

et tels que la mesure γi associée à Y∞i via (2.1) à son support dans ωi,
alors

K(X∞) = α1K(Y∞1 ) + . . .+ αM K(Y∞M ).

Alors sous les hypothèses précédentes, pour tout X∞ assocée à un mélange
Y de V.A. sur E (ou une mesure aléatoire µ via (2.1)), on a

K(X∞) = E
[
K1(Y)

]
= E

[
K1(µ)

]
.

La fonctionelle ainsi définie est donc affine, propre et s.c.i. pour la conver-
gence étroite. De plus, elle satisfait la propriété de Γ-semi-continuité infé-
rieure suivante : pour toute suite (XN) de vecteurs aléatoires échangeables
de taille N , qui convergent vers un certain X∞ mélange de Y, alors

E
[
K1(Y)

]
≤ lim inf

N→∞

1

N
KN(XN). (2.2)

On a cité ce lemme technique uniquement pour montrer que le caractère
général de notre résultat : il peut s’appliquer a priori à une large classe de
fonctionnelles, celles qu’on appelle assez communément des « informations »
(entropie ou information de Fisher, relatives ou non...). Celles-ci vérifient
en effet quasiment « par définition » les deux premiers points. La dernière
hypothèse est la plus technique : on suppose que la fonctionnelle limite (pour
les vecteurs aléatoires infinis) est déjà affine, à condition d’additionner des
V.A. à supports disjoints. Si ces trois hypothèses sont vérifiées, on en déduit
alors que la fonctionnelle limite est vraiment affine.

En un certain sens, ce lemme prouve peu de chose : on passe de « la fonctio-
nelle limite est affine sous certaines conditions» à « elle est affine en général».
Mais ceci est néanmois intéressant car il est beaucoup plus simple de prou-
ver qu’une fonctionelle de type information est affine sous les conditions de
supports. Essayons d’expliquer cela.

En reprennant les notations du théorème, Tronquons le vecteur infini aléa-
toire X∞ à l’ordre N . On peut toujours le voir comme un mélange des YNi ,
les versions tronquées des Y∞i . En général, les fonctionnelles KN qui nous
intéressent sont des intégrales d’une certaine quantité liée à la loi de XN , par
exemple pour l’information de Fisher :

IN(XN) =

∫
EN

∣∣∣∇ ln
dFN

dXN

∣∣∣2 FN(dXN), FN := L(XN).
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En notant GN
i les lois des YNi , on a FN = α1G

N
1 +...+αM GN

M . Mais les hypo-
thèses de supports disjoints dans iii) et la loi empirique des grands nombres
(aussi connu comme le théorème de Glivenko-Cantelli) font que les GN

i sont
presque à support disjoints : pour un i fixé, les mesures empiriques associées
à YNi se concentrent en effet autour des γi, et ceux-ci ont des supports bien
distincts par hypothèse.
Supposons un instant que les supports SuppGN

i soient vraiment disjoints, on

aurait alors sur SuppGN
i : ∇ dFN

dXN = ∇ dGNi
dXN , et en découpant l’intégrale sur

les différentes régions, on obtiendrait exactement :

I(XN) =
M∑
i=1

αi

∫
SuppGNi

∣∣∣∇ ln
dGN

i

dXN

∣∣∣2GN
i (dXN) =

M∑
i=1

αiI(YNi ),

et il suffirait de passer ensuite à la limite N → +∞, pour prouver l’hypo-
thèse du iii). La question est donc de savoir si l’approximation faite (des
supports vraiment disjoints) est acceptable, ou encore que l’on peut encadrer
les termes d’erreurs qui viendront du fait que les supports ne sont en réalité
qu’asymptotiquement disjoints. Il est difficile de répondre en général à cette
question, et cela demande d’être vérifié pour chaque cas particulier. Mais
c’est ce que nous avons pu vérifier pour l’information de Fisher dans l’article,
et aussi pour une version partielle de l’information de Fisher [FNHM14], et
cela implique le théorème suivant :

Théorème 2.6. Soit X∞ un vecteur infini aléatoire échangeable (avec un
moment d’ordre k fini, k > 0 pour l’entropie). On lui associe grâce au théo-
rême de Hewitt et Savage un mélange Y de vecteurs i.i.d.. Alors

H(X∞) = sup
N∈N

1

N
H(XN) = E

[
H(Y)

]
,

I(X∞) = sup
N∈N

1

N
I(XN) = E

[
I(Y)

]
.

Soit (XN) une suite de vecteurs aléatoires échangeables convergeant vers ce
X∞. Alors

E
[
H(Y)

]
= H(X∞) ≤ lim inf

N→∞

1

N
H(XN),

E
[
I(Y)

]
= I(X∞) ≤ lim inf

N→∞

1

N
I(XN).

Ce théorème (et même des versions légérement modifiées pour des entropies
et informations de Fisher partielles) peut-être très utile pour les problèmes
de propagation du chaos. On verra un exemple d’utilisation dans ce cadre au
chapitre 3.



Chapitre 3

Propagation du chaos pour des
modèles stochastiques.

3.1 Le modèle des tourbillons aléatoires.

Un résultat important d’Osada. Dans les années 80, en conclusion d’un
travail de longue haleine sur les processus de diffusion avec dérive à divergence
nulle [Osa85a, Osa87a, Osa85b], Osada a démontré [Osa87c] la propagation
du chaos pour le système des tourbillons aléatoires avec viscosité ν suffisam-
ment grande (ν > (2π)−1) :

∀i ≤ N, dXN
i =

1

N

∑
j 6=i

aNi a
N
j KBS(XN

i −XN
j ) dt+ ν dBi(t), (3.1)

ou les Bi sont des Browniens indépendants de dimension 2, et les aNi ∈ R les
forces des tourbillons, etKBS(x) = 1

2π
∇⊥ ln |x| est le noyau de Biot-Savard

déjà défini dans l’équation (1.12) de la section 1.4 . Si tous les aNi sont égaux
à 1 (pour simplifier), le modèle limite associé est l’équation différentielle
stochastique non-linéaire (EDSNL) de type McKean-Vlasov suivante :

dXt = EY
[
KBS(Xt − Yt)

]
+ dBt, (3.2)

ou Bt est un Brownien de dimension 2, et Y une copie indépendante du
processus X. L’équation de Fokker-Planck (ou de Kolmogorov en avant) as-
sociée sur la loi ωt de Xt est l’équation du tourbillon (ou encore équation de
Navier-Stokes 2D en formulation tourbillon)

∂tω + u · ∇ω =
ν2

2
∆ω, u(t) := KBS ∗ ω(t). (3.3)

29
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Le résultat d’Osada est valable pour une viscosité suffisamment grand, et
pour des données initiales bornées : ω0 ∈ L∞. Il démontre la propagation
du chaos au sens trajectoriel de (3.1) vers (3.2), qui implique la propagation
du chaos pour les mesures empiriques, vers l’unique solution régulière de
l’équation du Tourbillon (3.3) avec donnée initiale ω0.
Dans la courte note [Osa87b], Osada donne aussi quelques idées pour montrer
la propagation du chaos pour une viscosité arbitrairement petite : il montre
sans donner tous les détails que les mesures empiriques associées aux solutions
du système (3.1) se concentrent sur des solutions faibles de (3.3) (donc un
résultat qui ne porte pas sur les trajectoires), mais il n’a pas un bon critère
pour assurer que c’est vers l’unique solution suffisamment régulière.

Notre amélioration. Nicolas Fournier, Stéphane Mischler et moi-même,
avons amélioré dans [FNHM14] le résultat d’Osada de propagation du chaos
moléculaire sur plusieurs points :
– Notre résultat est valable sous des hypothèses plus faibles d’intégrabilité

et de moment : ω0 ∈ L1
k ∩ L logL pour un certain k ∈ (0, 1], i.e.

∃k ∈ (0, 1],

∫
R2

(
|x|k +

∣∣ln |ω0|
∣∣)|ω0(x)| dx < +∞,

– il est valable pour toute viscosité ν strictement positive,
– il montre également la propagation entropique du chaos,
– enfin, la preuve est d’une certaine manière plus simple. Notamment, elle

ne fait pas appel aux estimations très fines et complexes de type Aronson
– mais pour des diffusions avec dérives singulières– avec des constantes
indépendantes de la dimension, dont Osada avait besoin.

Notre résultat précis est le suivant. Pour simplifier, on l’énoncera dans le cas
ou tous les ai sont égaux à un, mais une version plus générale où les ai sont
aléatoires et bornés est écrite dans l’article [FNHM14].

Théorème 3.1. Notons XN = (XN
1 , . . . , X

N
N ) les solutions échangeables

de (3.1) avec une suite
(
XN

0

)
de données initiales Y0-chaotique. On suppose

que

sup
N∈N

E
[
|XN

1 |k
]
< +∞, sup

N∈N

1

N
H(XN) < +∞.

On désigne par Y l’unique solution de l’EDS non-linéaire (3.2) avec données
initiales Y0 et qui vérifie pour tout t ≥ 0∫ t

0

I(Ys) ds < +∞
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(L’unicité d’une telle solution fait partie du théorème). Alors la suite des
trajectoires XN est Y-chaotique.

Si de plus, la suite XN
0 est Y0-entropiquement chaotique (au sens de la défini-

tion 2.1), alors pour tout t ≥ 0, la suite XN
t est Yt-entropiquement chaotique.

Schéma de la preuve. Sans rentrer dans les détails, on peut dire que la
preuve repose sur une utilisation intensive de la borne sur l’information de
Fisher donnée par la dissipation de l’entropie :

H(XN
t ) +

∫ t

0

I(XN
s ) ds = H(XN

0 ).

Cette égalité couplée à une inégalité sur l’accroissement du moment d’ordre
k, permet d’obtenir une borne uniforme du type

sup
N∈N,s≤t

E
[
|XN

1s|k
]

+ sup
N∈N

∫ t

0

I(XN
s ) ds < +∞.

Ensuite la sous-additivité de l’information de Fisher, couplée à une certaine
équation de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev permet de montrer que

E
[∫ t

0

ds

|XN
1,s −XN

2s|α
]
≤ Ct,α,

pour une constante Ct,α indépendante de N , pour tout α < 2 et tout temps
t ≥ 0. Cette estimation et la précédente permettent de montrer la tension de
la suite XN . Ensuite, ces bornes uniformes permettent également de montrer,
avec la méthode classique des martingales introduite par Sznitman [Szn91],
que les trajectoires de XN se concentrent sur des solutions de (3.2).
Il reste alors à montrer qu’elles ne se concentrent pas sur n’importe quelles
solutions de l’équation de McKean-Vlasov (3.2), mais vers des solutions suf-
fisamment régulières pour qu’on puisse conclure à leur unicité. Ici, aussi c’est
l’information de Fisher qui joue un rôle clé : comme on l’a vu au Théorème 2.6
de la section précédente, ses propriétés permettent de « passer à la limite » en
grand nombre de particules. Si on suppose que les trajectoires XN converge
vers un certain vecteur aléatoire infini noté Y∞, associé cette fois-ci à un
mélange Y de solutions de l’équation (3.2) d’après le point précédent, alors

E
[∫ t

0

I(Ys) ds
]

=

∫ t

0

I(Y∞s ) ds ≤ lim inf
N→+∞

∫ t

0

I(XN
s ) ds ≤ C.

Ce qui implique que la V.A. Y a un support inclus dans l’ensemble des
solutions de l’EDSNL (3.2) qui ont une information de Fisher L1 en temps.



32

Or l’unicité des solutions sous cette condition est une conséquence d’un ré-
sultat déjà connu sur l’unicité des solutions continues en temps (et à valeur
L1) de (3.3), obtenu par Ben-Artzi [BA94]. Précisément, une utilisation du
contrôle a priori de l’information de Fisher permet de montrer que les margi-
nales temporelles ωs du processus sont des solutions renormalisées au sens de
DiPerna et Lions de (3.3), et ensuite de montrer suffisamment d’estimations a
priori (par une technique de boot-strap) pour obtenir la continuité temporelle
de ces solutions. On en déduit l’unicité des marginales temporelles associées
au processus. L’unicité du processus en découle, par exemple en adaptant un
argument utilisé par Crippa et De Lellis pour montrer l’unicité des solutions
d’EDO à coefficients peu réguliers [CDL08].

3.2 Vers des modèles particulaires de type

Langevin.

Dans un travail en cours avec Samir Salem, stagiaire de Master 2 sous
ma direction et futur étudiant en thèse, nous essayons d’étendre la mé-
thode pour prouver la propagation du chaos pour Vlasov-Poisson 1D uti-
lisée dans [Hau13] et décrite dans la section 1.1 , au cas où l’on ajoute des
forces aléatoires indépendantes (browniens). En d’autre terme, on cherche à
montrer la convergence du système de Langevin

dXN
i = V N

i dt, dV N
i = − 1

N

∑
j 6=i

F (XN
i −XN

j ) dt−λV N
i dt+ν dBi

t, (3.4)

où i ≤ N et la force F est définie dans (1.4), vers une EDSNL du type

dXt = Vt dt, dVt = EY
[
F (Xt − Yt)

]
dt+ dBt, (3.5)

où Y est une copie indépendante du processus X. L’équation de type Vlasov-
Poisson-Fokker-Planck associée est :

∂tf + v∂xf − ∂xE(t, x)∂vf = ∂v
(ν2

2
∂vf − λv f

)
, (3.6)

E(t, x) = [F ∗ ρ(t)](x) =

∫
F (x− y)f(t, y, w) dydw,

La difficulté supplémentaire, par rapport au cas sans bruit, est que cette fois-
ci les mesures empiriques ne sont plus solutions de l’équation limite. Car dans
l’équation d’une mesure empirique associée au système de Langevin (3.4),
apparait un échantillon de N trajectoires Browniennes, alors que c’est le
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vrai mouvement Brownien qui est utilisé dans l’équation limite (3.5). Pour
cette raison, le couplage direct les mesures empiriques au système limite
semble beaucoup plus difficile à utiliser que dans le cas déterministe. Il semble
plus simple d’utiliser l’argument plus classique qui consiste à coupler les
solutions du système de Langevin à N copies du processus non-linéaire limite
attendu (3.5), avec les mêmes bruits. Cela a l’avantage de faire disparâıtre les
contributions stochastiques lorsqu’on calcule l’évolution du couplage, mais il
devient du coup plus difficile d’adapter la méthode utilisée dans le cas sans
bruit, qui utilisait des bornes L∞ qui ne sont plus disponibles puisqu’on
couple maintenant des mesures empiriques à d’autres mesures empiriques.
Notre idée est de remplacer cette norme L∞ par une version discrète de
celle-ci, qu’il resterait alors à estimer...



Chapitre 4

Limites quasi-neutre ou
gyro-cinétique pour les plasmas

4.1 Limite quasi-neutre en dimension 1

Cette section décrit les résultats obtenus dans l’article à parâıtre [HKH13],
écrit en collaboration avec Daniel Han-Kwan.

L’équation de Vlasov-Poisson adimensionnée. Nous nous sommes in-
téressés à l’équation de Vlasov-Poisson 1D, que l’on peut écrire comme-ci
dessous après un adimensionnement ∂tfε + v ∂xfε − ∂xVε ∂vfε = 0,

−ε2 ∂2xVε =

∫
fεdv − 1,

(4.1)

où fε est la densité d’électrons, définie en temps t ≥ 0, pour des positions
x sur le tore T = R\Z, et des vitesses v dans R. On suppose que ces élec-
trons vivent dans un environnement d’ions dont la densité est constante (une
hypothèse raisonnable si léchelle de temps est suffisamment petite). Cette
dernière hypothèse est juste une simplification qui permet de travailler avec
un modèle à une espèce, mais les résultats obtenus pourrait-être générali-
sés à plusieurs espèces. L’adimensionnement consiste à se placer aux bonnes
échelles de temps et longueur pour obtenir une équation avec les minimum de
constantes physiques différentes de 1. On arrive à l’équation précédente (4.1),
qui ne fait apparâıtre que le paramètre ε, qui est précisément le ratio entre
la longueur de Debye et la taille caractéristique du système. La longueur de
Debye est la longueur typique des phénomèmes électriques dans le plasma :
c’est par exemple la longueur d’onde des ondes de Langmuir (aussi appelées
oscillations plasmas).

34
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L’énergie associée au système est la suivante

Eε[fε] :=
1

2

∫
fε|v|2dvdx+

ε2

2

∫
|∂xVε[fε]|2dx, (4.2)

=
1

2

∫
fε|v|2dvdx+

1

2

∫
Vε[fε] ρε dx.

La limite formelle : l’équation de Vlasov quasi neutre. Dans la plu-
part des situations physiquement intéressantes, le ratio ε est très petit. Dans
la limite ε→ 0, une analyse formelle suggère l’équation limite suivante : ∂tf + v ∂xf − ∂xV ∂vf = 0,∫

fdv = 1,
(4.3)

A noter, que le système ne contient plus d’équation (apparente) pour V , qui
semble donc juste être un multiplicateur de Lagrange nécessaire pour assurer
la contrainte de neutralité ρ = 1 partout (pour tout x ∈ T). Mais en fait,
une équation sur V est cachée dans le système : en utilisant les équations des
moments de f , on obtient une équation de type « loi de pression »

V = −
∫
v2fdv. (4.4)

Pour cette raison, cette limite quasi-neutre est très similaire à une limite
incompressible en mécanique des fluides : en fait cette analogie a été mise en
évidence par Yann Brenier [Bre89] qui a expliqué que (4.3) était une sorte de
version cinétique de l’équation d’Euler incompressible.
Malheureusement, cette equation quasi-neutre (4.3) semble très mal posée.
À notre connaissance, il n’existe qu’un résultat d’existence locale en temps
pour des données analytiques [BFJJ13, Theorem 1.1] ; le cas considéré ici
correspondant à β = σ = α = 0 dans cette référence. Des résultats simi-
laires [HK11, JN11, BN12] ont aussi été prouvés pour un système très proche
parfois appelé Vlasov-Benney, où l’équation de quasi-neutralité ρ = 1 est
remplacée par V = ρ − 1 (toujours une équation de neutralité, mais utili-
sée plutôt lorsqu’on considère des ions dans un environnement d’électrons
adiabatiques).

La question difficile de la limite ε → 0. Dans ces conditions, avec un
modèle limite pour lequel on sait très peu de choses, il semble bien difficile
d’obtenir des résultats sur le comportement des solutions de (4.1) lorsque
ε→ 0. Grenier a bien proposé dans [Gre99a] des arguments « heuristiques »
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dans le cas particulier de la dimension 1, et notre première idée a été de
donner une version rigoureuse de ceux-ci, sans succès.
Dans un second temps, nous nous sommes restreint aux solutions station-
naires homogènes (en position) de l’équation de Vlasov-quasi neutre (4.3).
C’est-à-dire qu’on ne considère plus que des solutions f(t, x, v) = µ(v), pour
un certain profil µ. L’interêt de cette simplification est que ces profils µ
sont des solutions (stationnaires) de l’équation de Vlasov-Poisson (4.1) et de
l’équation limite (4.3), et que de plus, la stabilité ou l’instabilité linéaire de
ces équilibre est bien comprise. Le fameux critère de Penrose dit (dans le
cas où l’on remplace T par R) qu’un profil µ est linéairement instable si et
seulement s’il vérifie le critère d’instabilité de Penrose suivant [Pen60]

Définition 4.1 (Critère d’instabilité de Penrose). Un profil homogène µ(v),
satisfait le critère d’instabilité de Penrose lorsqu’il existe un minimum local
v̄ de µ tel que l’inégalité suivante à lieu :∫

R

µ(v)− µ(v̄)

(v − v̄)2
dv > 0. (4.5)

Si le minimum local est plat, c-à-d atteint sur un intervalle [v̄1, v̄2], alors (4.5)
doit-être satisfait pour tout v̄ ∈ [v̄1, v̄2].

On parle souvent d’instabilité double faisceau, car un cas typique de profil
instable est celui d’un profil double bosse, correspondant à deux faisceaux de
particules circulant dans des directions opposées.
Dans le cas du tore T, il n’y a pas de critère de Penrose simple nécéssaire et
suffisant pour l’équation de Vlasov-Poisson (mais on peut donner des condi-
tions nécessaires). Par contre, dans la limite ε → 0, on va voir que le bon
critère pour l’équation de Vlasov quasi-neutre est bien celui énoncé ci-dessus.
Sur la question de l’instabilité non-linéaire, on peut citer les travaux de Guo
et Strauss [GS95], et pour la stabilité non-linéaire, ceux de Marchioro et
Pulvirenti [MP86] et Batt et Rein [BR93] qui traitent le cas des profils radiaux
et décroissants en dimension 1,2 puis 3. Par contre, le seul résultat qui à notre
connaissance implique la stabilité sans hypothèse de symétrie (mais pour des
données analytiques ou Gevrey), est le résultat de Mouhot et Villani [MV11]
(voire aussi [BMM13]) sur l’amortissement Landau.

Les résultats existants. Les premiers travaux mathématiques sur la li-
mite quasi-neutre sont ceux de Brenier et Grenier [BG94, Gre95], qui uti-
lisent les mesures de défauts : ils montrent la convergence des deux premiers
moments de fε solution de (4.1) vers le système attendu plus des mesures
de défauts pour tenir compte des possibles problèmes de compacité et des
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oscillations plasmas. Ensuite Grenier adopte dans [Gre96] un point de vue
mutli-fluide pour le plasma, qu’il utilise pour montrer la convergence vers
un système mutli-fluide incompressible, sous des hypothèses de régularité
forte qui préviennent l’apparition des instabilités double faisceau. Ce résul-
tat a ensuite été amélioré par deux travaux de Brenier [Bre00] puis Mas-
moudi [Mas01], qui ne traitent que le cas mono-cinétique (des profils limites
de type f(t, x, v) = ρ(t, x) δv(t,x)) avec des méthodes d’entropie relative, aussi
appelée fonctionelle de Casimir. Brenier traite le cas des données peu régu-
lières masi bien préparées, pour lesquelles il n’y a pas d’onde de Langmuir,
alors que Masmoudi traite le cas général avec plus de régularité, et n’obtient
la convergence qu’après filtration des oscillations.
Notre objectif était de généraliser ces résultats à des cas vraiment cinétiques
et pas seulement mono-cinétiques, sans utiliser une formulation mutli-fluide
comme Grenier [Gre96]. Mais comme le modèle cinétique limite (4.3) est
beaucoup moins bien compris que le système fluide limite (Euler incompres-
sible en dimension d ≥ 2), nous avons dû nous restreindre à étudier la limite
quasi-neutre au voisinage de solutions stationnaires homogènes.

Un résultat d’instabilité instantannée au voisinage des équilibres
instables. Comme expliqué par Grenier dans la note [Gre99a], au voisinage
d’un équilibre instable, la limite quasi-neutre est mal posée, car les instabilités
mettent un temps de plus en plus court, de l’ordre de ε à se développer. À la
limite, elles se développent donc de manière instantannée, et cela permet de
fabriquer des solutions fε de (4.1), avec des conditions initiales très proches
d’un profil stationnaire instable, mais qui ne convergent pas vers ce profil pour
tout temps strictement positif. En reprennant les idées maintenant standard
introduites par Grenier [Gre99b] dans le cadre des limites incompressibles
en mécanique des fluides, nous avons montré rigoureusement une version
légérement différente du résultat annoncé (mais non explicitement prouvé)
dans [Gre99a].

Définition 4.2. Un profil µ(v) strictement positif de classe C1 satisfait la
condition δ lorsque

sup
v∈R

|µ′(v)|
(1 + |v|)µ(v)

< +∞. (4.6)

Cette condition est utile pour assurer la positivité des perturbations du profil
µ instable que nous construisons. En fait, le théorème ci-dessous, est valable
sous une condition plus générale mais plus délicate à énoncer, qui permet no-
tamment de considérer des profils à support compact. Pour la clarté de l’ex-
posé, je me contenterai ici de cette version simplifiée et je renvoie à [HKH13]
pour plus de détails.
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La notation W s,1
x,v désigne l’espace de Sobolev classique construit sur L1

x,v(T×
R) et d’ordre s. Un profil est dit régulier s’il appartient à W s,1

v pour tout
s ∈ N. J’utilise la convention suivante dans l’énoncé : la notation (fε) (avec
un paramètre continu ε > 0) désigne en fait une suite (εk)k convergeant vers
0 ainsi qu’une suite (fεk)k.

Théorème 4.1. Soit µ(v) un profil régulier strictement positif satisfaisant
le critère d’instabilité de Penrose 4.1, et la condition δ de la définition 4.2.
Pour tout N > 0 et s > 0, il existe une suite de données initiales (f0,ε) telle
que

‖fε,0 − µ‖W s,1
x,v
≤ εN ,

et pour lesquels la suite (fε) des solutions de (4.1) associées satisfait :

i) Instabilité des observables macroscopiques dans L1 : La densité
ρε :=

∫
fε dv, et le champ électrique Eε = −∂xVε vérifient pour tout

α ∈ [0, 1),

lim inf
ε→0

sup
t∈[0,εα]

‖ρε(t)− 1‖L1
x
> 0, lim inf

ε→0
sup

t∈[0,εα]
ε ‖Eε‖L1

x
> 0. (4.7)

ii) Instabilité complète de la fonction de distribution : Pour tout
r ∈ Z,

lim inf
ε→0

sup
t∈[0,εα]

‖fε(t)− µ‖W r,1
x,v
> 0. (4.8)

Ce théorème contredit donc la limite formelle quasi-neutre au voisinage d’un
équilibre instable. Ou au moins, il donne un exemple de cas où l’on ne
converge pas vers la solution d’équilibre « attendue », même en temps très
petit.

Un résultat de stabilité. Mais auprès des équilibres stables et symé-
triques, la situation est différente. Nous avons montré un résultat de stabilité,
après filtration des oscillations plasma. La définition suivante précise quels
type d’équilibre nous allons considérer maintenant :

Définition 4.3 (S-stabilité). Un profil µ satisfaisant
∫
R µ(v) dv = 1 est dit

S-stable lorsque :
i) Continuité : µ est continu sur R.
ii) Énergie finie :

∫
µ(v)v2 dv < +∞.

iii) Monotonie : Il existe v̄ ∈ R, tel que v 7→ µ(v) est strictement croissante
pour v < v̄ et strictement décroissante pour v > v̄, et donc µ atteint son
unique maximum au point v̄.

iv) Symétrie : Pour tout v ∈ R, µ(2v̄ − v) = µ(v).
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Dans ce cas, il existe une unique fonction continue strictement croissante
ϕ : (−∞, 0]→ R+ telle que

µ(v) = ϕ
(
−|v − v̄|

2

2

)
, et

∫ 0

−∞
ϕ(u)
√
−u du < +∞. (4.9)

Dans le Théoreme 4.2 ci-dessous, on justifie la limite quasi-neutre au voisi-
nage d’un équilibre S-stable. Cette stabilité sera contrôlée grâce à une « fonc-
tionelle de Casimir » (ou encore « entropie relative”), définie de la manière
suivante :

Définition 4.4. Pour tout profil u S-stable, auquel on associe la fonction ϕ
définie dans (4.9), on introduit une fonction Q : R+ → R satisfaisant Q(0) =
0 et Q′ = ϕ−1 sur l’image de ϕ. En dehors de cet intervalle, Q′ est supposée
continue et croissante, de sorte que Q est globalement convexe et de classe
C1 sur R+. La fonctionelle de Casimir associée est définie par

HQ(f) :=

∫
(Q(f)−Q(µ)−Q′(µ)(f − µ)) dvdx, (4.10)

et prend ses valeurs dans [0,+∞].

Cette fonctionnelle de Casimir est une sorte d’entropie relative pour l’équa-
tion de Vlasov-Poisson ; elle est construite de manière à être minimisée par µ.
Initialement, des quantités similaires ont été introduites par Arnold [Arn65,
Arn66] pour des modèles fluides. Plus tard, leur usage a été étendu aux plas-
mas dans [HMRW85, Rei94, CCD02]. Elle permet de contrôler des normes
Lp :

‖fε − µ‖2p ≤
1

C
HQ(fε), pour certains p, par exemple p = 1, 2.

Par exemple, si µ est une Maxwellienne, on retrouve exactement l’entropie
relative usuelle.
Notre résultat dans le cas mal préparé est le suivant.

Théorème 4.2. Soit µ un profil S-stable de la forme donnée dans (4.9) et
vérifiant∫

µ(v)(1 + v2+η) dv < +∞, pour un certain η > 0. (4.11)

Pour tout ε > 0, soit (fε, Vε) une solution forte globale de (4.1), avec don-
née initiale f0,ε. Pour tout potentiel V0 tel que ∂xxxV0 ∈ L∞, on définit une
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« énergie libre modulée” :

LOε (t) := HQ

[
fε

(
t, x, v − ∂xV0(x− v̄t) sin

t

ε

)]
+

1

2

∫ [
ε∂xVε − ∂xV0(x− v̄t) cos

t

ε

]2
dx.

(4.12)

Alors on a le contrôle suivant sur l’accroissement de LOε : il existe une
constante K > 0, dépendant de ‖∂xxV0‖∞ et ‖∂xxxV0‖∞, telle que :

∀t ≥ 0, LOε (t) ≤ e2‖∂xxV0‖L∞ t
[
LOε (0) +Kε

(
1 + Eε,0 +Qε,0

)]
, (4.13)

où

Eε,0 := Eε(f0,ε), et Qε,0 :=

∫ (
|Q|(fε,0) +

Q2(fε,0)

fε,0

)
dvdx. (4.14)

Ce théorème montre que l’on peut contrôler l’accroissement de « l’énergie
libre modulée » LOε , à condition de filtrer les oscillations plasmas. Et ce
contrôle contient un contrôle sur la distance à l’équilibre µ, au sens de la
fonctionnelle de Casimir HQ.
On peut observer que les oscillations plasmas filtrées ici, apparaissent dans
la fonction de répartition fε et pas dans la densité physique ρ qui reste es-
sentiellement proche de 1 (ceci pourrait-être quantifié, dans les cas ou la
fonctionnelle de Casimir est l’entropie relative usuelle, par exemple).

Solutions symétriques de l’équation de Vlasov quasi-neutre. Le
théorème 4.2 précédent repose sur une conditions de monotonicité, plus pré-
cisément une condition de type « une bosse », naturelle au vu du critère de
Penrose (Definition 4.1) et une condition de symétrie moins fondée physique-
ment. Pour autant, la symétrie est crucial dans le théorème précédent, car
elle est indispensable pour construire une bonne fonctionnelle de Casimir.
Il pourrait sembler naturel d’essayer de montrer la limite quasi-neutre non
plus seulement vers des solutions stationnaires, mais vers des solutions f
de (4.1) qui satisfont la condition de monotonie et de symétrie partout. Mais
le résultat de rigidité ci-dessous montre que c’est inutile : de telles solutions
sont forcément homogènes en temps et en position.

Proposition 4.1. Soit f une solution faible de (4.3) satisfaisant les hypo-
thèses suivantes. Le champ électrique E = −∂xV appartient à L∞t L

1
x et il

exsite une fonction v̄(t, x) de classe C1 telle que :
i) pour tout t, x, v 7→ f(t, x, v) est croissante pour v < v̄(t, x) et décroissante

pour v > v̄(t, x), et donc atteint son maximum au point v = v̄(t, x),
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ii) pour tout t, x, v, f(t, x, 2v̄(t, x)− v) = f(t, x, v).
Alors il existe une constante v̄ et un profil ϕ : R− → R+, décroissant et
vérifiant

∫
R+ ϕ(u) du√

u
= 1, tel que pour tout t ≥ 0, x ∈ T, v ∈ R,

f(t, x, v) = ϕ

(
−|v − v̄|

2

2

)
. (4.15)

Ce résultat « négatif » implique que pour pouvoir montrer des résultats de
convergence dans la limite quasi-neutre plus généraux, il faudrait donc in-
venter une technique qui ne demande pas d’hypothèse de symétrie. Car les
seules solutions localement « symétriques » de l’équation de Vlasov (4.3)
quasi-neutre sont les équilibres homogènes.

Ondes BGK pour l’équation Vlasov quasi-neutre. Pour illustrer le
caractère dégénéré du modèle limite (4.3), nous avons étudié la construction
des ondes BGK [BGK57] dans le cas quasi-neutre. Et la aussi, le problème
est en quelque sorte « pathologique ».
Précisément, nous étudions le système stationnaire associé à (4.3) :{

v ∂xf − ∂xV ∂vf = 0,

ρ =
∫
f(x, v) dv = 1,

(4.16)

sur l’espace Ω = [0, 1]×R. Les conditions limites entrantes sont données par :{
f(0, v) = f+

0 (v) si v ≥ 0,

f(1, v) = f−0 (v) si v ≤ 0.
(4.17)

Nous montrons le résultat suivant.

Théorème 4.3. Supposons que f±0 : R± → R+ sont deux fonctions mesu-
rables positives telles que

∫∞
0

(
f+
0 (v)+f−0 (−v)

)
dv = 1. On définit la fonction

fT sur (0,+∞) comme ci-dessous

fT (u) :=
1

π

∫ ∞
0

(
f+
0 (v) + f−0 (−v)

) u v dv

(u2 + v2)
3
2

. (4.18)

Alors pour tout potentiel continu V : [0, 1]→ R− vérifiant V (0) = V (1) = 0,
la fonction

(x, v) 7→ f(x, v) =


f+
0

(√
v2 + 2V (x)

)
si v ≥

√
−2V (x),

f−0
(
−
√
v2 + 2V (x)

)
si v ≤ −

√
−2V (x),

fT
(√
−v2 − 2V (x)

)
si |v| <

√
−2V (x),

(4.19)

et V forment une solution de (4.16) au sens des distributions. De plus, toute
solution avec V négatif et s’annulant au bord est de la forme ci-dessus.
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Les points « surprenants » du théorème 4.3 sont que :
– il y a une grande liberté de choix pour le potentiel V . En particulier, il n’y

a pas de borne a priori sur sa valeur minimale.
– la densité des particules piégées ne dépend que des conditions initiales, et

pas du potentiel V .
Ce sont des différences importantes avec le problème stationnaire similaire
pour Vlasov-Poisson.

4.2 Limites gyro-cinétiques avec rayon de Lar-

mor fini

Je décris dans cette section les résultats obtenus dans l’article [GHN09]
écrit en collaboration avec Philippe Ghendrih et Anne Nouri, et dans l’ar-
ticle [HN11], écrit avec cette dernière. Le point de départ est l’équation de
Vlasov

∂f

∂t
+ v · ∇xf +

Ze

mi

(E(t, x) + v ×B) · ∇vf = 0 , (4.20)

écrite avec les constantes physiques Z, e,mi, et les champs électriques E et
magnétiques B.
Quand le champ magnétique B est très fort, les particules chargées ont un
mouvement de rotation rapide autour de ces lignes de champ. Le rayon de
ces trajectoires circulaires est appelé rayon de Larmor, noté ici ρL, et est égal
à

ρL =
mi |v⊥|
Z e |B|

,

où v⊥ désigne la composante perpendiculaire au champ magnétique de la
vitesse.
Dans la limite d’un champ magnétique très fort (|B| → +∞), le rayon des
trajectoires tend alors vers 0. Plusieurs études mathématiques ont déjà été
faites dans cette limite appelée centre-guide – par exemple [Gre97, GSR03]
– souvent couplée à une limite quasi-neutre.
Mais les physiciens sont aussi très intéressés par le régime « rayon de Larmor
fini », où l’on change d’échelle d’espace dans la direction perpendiculaire aux
lignes de champ magnétique L⊥ uniquement, de manière à rester à l’échelle
du rayon de Larmor : L⊥ ∼ ρL. Cela introduit quelques difficultés car on
doit alors jongler avec deux échelles d’espace suivant les directions (paral-
lèles ou perpendiculaires), mais c’est un choix pertinent physiquement, car la
turbulence qu’on observe expérimentalement et numériquement au coeur des
plasmas de fusion commence à l’échelle du rayon de Larmor, et car c’est aussi
la bonne échelle pour observer les phénomèmes dit de dérive des particules qui
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s’éloignent lentement des lignes de champs magnétique. Il est donc important
d’avoir un modèle qui prend en compte ces deux échelles. Plusieurs mathé-
maticiens, par exemple Frénod et Sonnendrücker [FS00], et Bostan [Bos09]
ont travaillé sur ce régime.

Le modèle limite attendu. Pour simplifier le problème, on se place dans
une géométrie plate, c-à-d que le champ magnétique extérieur est supposé
homogène et dirigé selon la première direction. On écrit aussi son intensité
ε−1, ce qui veut dire que Bext =

(
1
ε
, 0, 0

)
. Après un adimensionnement, et

en négligeant le champ magnétique auto-induit, l’équation de Vlasov dans le
régime rayon de Larmor fini (FLR) peut s’écrire :

∂f

∂t
+ v‖ · ∂x‖f + E · ∇vf +

1

ε
(v⊥ · ∇x⊥f + v⊥ · ∇v⊥f) = 0 , (4.21)

Pour écrire le modèle limite, il est pertinent d’introduire les coordonnées
gyro-centrées :

xg = x+ v⊥, vg = v, avec v⊥ := (0,−v3, v2),

et l’opérateur de Bessel d’ordre 0

[
J0
ρ
L
h
]
(xg) =

1

2π

∫ 2π

0

h(xg + ρ
L
eiϕc) dϕc , (4.22)

qui permet de faire des moyennes le long des trajectoires circulaires parcou-
rues très rapidement par les particules. La notation eiϕc désigne le vecteur
(0, cosϕc, sinϕc). Une version position-vitesse est aussi utile pour traiter le
problème de la couche initiale en temps :

[
J̃0
ρ
L
g
]
(xg, ρL , v‖) =

1

2π

∫ 2π

0

g(xg + ρ
L
eiϕc , ρ

L
ei(ϕc−

π
2
) + v‖e‖) dϕc , (4.23)

avec e‖ = (0, 0, 1).
Le modèle limite attendu est écrit pour une distribution f̄ en coordonnées
gyro-centrées :

∂f̄

∂t
+ v‖ ∂x‖ f̄ + J0

ρ
L
E‖ ∂v‖ f̄ + (J0

ρ
L
E⊥)⊥ · ∇xg f̄ = 0. (4.24)

Un résultat rigoureux dans le cas linéaire. Si le champ électrique est
supposé extérieur (on néglige l’auto-interaction), alors on peut donner un
résultat de convergence rigoureux dans le régime FLR.
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Théorème 4.4. On suppose que les conditions initiales f 0
ε sont uniformé-

ment bornées dans Lq (q > 1), qu’elles convergent faiblement vers f 0 ∈ Lq,
et que E = −∇Φ appartient à L1

t (L
p
x) avec p−1 + q−1 = 1. Alors pour

une certaine sous-suite (εn), (fε(t, xg − v⊥, v)) converge faiblement vers f̄
in L∞(Lqx,v), où f̄ dépend seulement de (t, xg, v‖, |v⊥| = ρ

L
) et est solution

de (4.24) avec la donnée initiale J̃0
ρ
L
f 0.

Si de plus, J0
ρ
L
E ∈ BV (R3), pour presque tout ρ

L
> 0, alors l’extraction

est inutile, et f̄ est l’unique solution dans L∞(Lq) de (4.24) avec condition
initiale J̃0

ρ
L
f 0.

Ce type de résultat a un important intérêt numérique, car la dynamique limite
est posé sur un espace de dimension cinq, avec en plus une variable |v⊥| qui
n’a pas de dynamique : on parle de modèle 4D + 1D, qui est évidemment
beaucoup moins coûteux en temps de calcul que le modèle 6D originel, du
fait qu’il est posé sur un espace de dimension inférieur, et aussi parce qu’il
ne contient plus de terme d’ordre ε−1.

Une justification heuristique plus simple de l’équation d’électro-
neutralité. Dans les modèle utilisés pour les plasma de Tokamak, l’équa-
tion de Vlasov-FLR (4.24) est couplée non pas avec une équation de type
Poisson, mais avec une équation de quasi-neutralité. En effet, la longueur de
Debye y est en général bien inférieur au rayon de Larmor. Les physiciens uti-
lisent donc en général une équation de quasi-neutralité plus compliquée que
celle utilisée dans la section précédente, qui prend en compte des réponses
adiabatiques des ions et des électrons. Le potentiel électrique V satisfait :(

V −
∫
V (x, y, z) dz

)
+
Te
Ti

∫ (
V − (J0

ρ
L

)2V
)
hi(ρL)dρ

L
=

Te
e

(∫
J0
ρ
L

(
f̄(t, x, ρ

L
, v‖)

)
2πρ

L
dρ

L
dv‖ − 1

)
. (4.25)

Les opérateurs de Bessel qui apparaissent sont dus au changement de va-
riable pour passer en coordonnées gyro-centrées : f̄ est écrite en dans ces
coordonnées, alors que l’équation de quasi-neutralité est posé sur l’espace
physique, dans les coordonnées originelles. Nous avons proposé une nouvelle
justification pour cette équation, basée sur des considérations géométriques.
Enfin, l’article [GHN09] se termine par une étude de l’unicité des solutions
de (4.24) stationnaires et homogènes par rapport aux directions perpendi-
culaires dans certains régimes particuliers : précisément avec des conditions
qui assurent essentiellement l’impossibilité de pièger des particules, et donc
empêchent l’apparition d’ondes de type BGK.
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Le régime FLR avec du bruit. Dans l’article [HN11], on étudie le régime
Rayon de Larmor Fini, en ajoutant un opérateur de collision très simple, de
type Fokker-Planck linéaire. Le point de départ est donc l’équation de Vlasov-
Fokker-Planck adimensionnée ci-dessous :

∂fε
∂t

+v‖∂x‖fε+E ·∇vfε+
1

ε
(v⊥ ·∇x⊥fε+v

⊥ ·∇v⊥fε) = divv(βvfε)+ν∆vfε ,

(4.26)

Le modèle limite attendu, écrit comme dans les paragraphes précédents pour
une distribution f̄ en coordonnées gyro-centrées est le suivant :

∂tf̄ + v‖ ∂x‖ f̄+J0
uE‖ ∂v‖ f̄ + (J0

uE)⊥ · ∇xg f̄ =

β(v‖∂v‖ f̄ + u∂uf̄ + 3f̄) + ν

(
∆xg⊥

f̄ +
1

u
∂u(u∂uf̄)

)
.

(4.27)

Notre résultat précis est le suivant :

Théorème 4.5. Soit E ∈ L∞t (L2) et fε une famille de solutions de (4.26)
avec une condition initiale fixe f0 ∈ L2 et uniformément dans L∞(L2). Alors
la famille f̄ε définie par

f̄ε(t, xg, v) = f(t, xg + v⊥, v)

admet une sous-suite convergeant au sens des distributions vers une fonction
f̄ dépendant seulement de (t, xg, u = |v|, v‖) et solution de (4.27) au sens des

distributions avec une condition initiale J̃0
uf0.

On voit donc que dans le modèle limite (4.27), une diffusion dans les variables
de position perpendiculaire aux lignes de champ magnétique apparâıt. La dif-
fusion limite est donc de dimension cinq, alors que la diffusion originelle était
de dimension 3. En quelque sorte le mouvement de rotation rapide augmente
la diffusion du système. Pour autant, il est difficile de comprendre exactement
ce phénomène avec seulement des résultats de convergence faible. Dans un
travail en cours de rédaction avec Aurélien Klak, on essaie de quantifier ces
résultats pour comprendre plus en détail pourquoi et comment la diffusion
est « augmentée » dans le régime FLR.

Caractère bien posé du modèle limite avec bruit. On étudie en-
suite le modèle limite (4.27) dans un cadre homogème dans la direction pa-
rallèle (aux lignes de champ magnétique), couplé avec l’équation d’électro-
neutralité (4.25). Précisément, on obtient après quelques transformations le
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modèle :

∂f̄

∂t
+ (J0

u∇xΦ)⊥ · ∇xf̄ = βu∂uf̄ + 2βf̄ + ν

(
∆xf̄ +

1

u
∂u(u∂uf̄)

)
, (4.28)

(Φ− Φ ∗x HT )(t, x) = T (ρ(t, x)− 1) , (4.29)

ρ(t, x) =

∫
J0
u f̄(t, x, u) 2πudu, , (4.30)

où

HT (x) =
e−
|x|2
4T

2π
3
2

√
T |x|

. (4.31)

On étudie plus particulièrement la dynamique perpendiculaire car il y a deux
sources de régularités dans cette direction : la diffusion et l’opérateur de
Bessel, qui laissent espérer des possibles résultats d’existence et d’unicité sur
le système (4.28)-(4.31).
En fait, nous avons obtenu les résultats ci-dessous d’existence globale et
d’unicité locale, qui utilisent pour f̄ dépendant de (x, u) ∈ Ω = T2 × R+

les notations

‖f̄‖22,u =

∫
‖f̄(·, u)‖22 2πudu, ‖f̄‖22,m =

∫
‖f̄(·, u)‖22 2πu(1 + u2)du.

Théorème 4.6. Supposons que f̄0 satisfait ‖f̄0‖2,m < +∞. Alors il existe
au moins une solution f̄ ∈ L∞(R+, L2

u(Ω))∩L2(R+, H1
u(Ω)) de (4.28)-(4.30)

avec condition initiale f̄0, qui satisfait en outre certaines estimées à priori.

Théorème 4.7. Soit une donnée initiale f̄0 satisfaisant

‖f̄0‖2,m + ‖∇xf̄0‖2,m < +∞ .

Alors il existe un temps τ ? tel que la solution faible de (4.28)-(4.30) , définie
au théorème 4.6, est unique sur [0, τ ?] .
De plus, cette solution est stable sur [0, τ ?] au sens suivant. Si (f̄n)n∈N est une
famille de solutions données par le théorème 4.6 avec des conditions initiales
fn0 satisfaisant

lim
n→+∞

‖f̄n0 − f̄0‖2,m = 0 , et sup
n∈N
‖f̄n0 ‖L2

m(L4) < +∞ ,

et toutes définies jusqu’au temps τ ∗. Alors

lim
n→+∞

sup
t∈[0,τ∗]

‖f̄n(t)− f̄(t)‖2,m = 0 .

Dans le cas β = 0, on peu aussi montrer l’unicité et la stabilité globale en
temps pour des données petites.



Chapitre 5

Décohérence via un modèle
quantique simple de collision

5.1 Un modèle simplifié pour décrire une col-

lision.

Dans ce section, je résume l’article soumis [AHN13] écrit en collaboration
avec Riccardo Adami et Claudia Negulescu.
Notre premier objectif était d’obtenir une description simple d’une collision
entre une particule lourde quantique, et une particule de son environnement
extérieur beaucoup plus lègère et rapide. Si on note ε le ratio entre les masses
des deux particules, on peut écrire pour l’évolution de la fonction d’onde ψε
du système (X position de la particule lourde, et x celle de la légère) une
équation de Schrödinger adimensionnée : i∂tψε = −1

2
∆Xψε −

1

2ε
∆xψε +

1 + ε

ε
V (x−X)ψε,

ψε(0, X, x) = ψL0 (X)χ(x) .
(5.1)

A noter qu’on a multiplié le potentiel d’interaction V par un facteur 1+ε
ε

.
Le ε du dénominateur est nécesssaire pour obtenir une limite non triviale (le
facteur 1+ε au numérateur rend les choses plus commodes, mais pourrait être
remplacé par 1). Dans la limite ε→ 0, la particule légère devient infiniment
rapide, et la collision devient instantanée. Si on ne s’intéresse vraiment qu’à
la particule lourde, on peut écrire une équation attendue sur son opérateur
de densité ρLε :

ρLε := Trl |ψε〉〈ψε|,
avec des notations empruntées à la physique (Trl désignant la trace partielle
sur l’état de la particule légère), ce qui correspond en terme de noyau intégral
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à

ρLε (t,X,X ′) =

∫
ψε(t,X, x)ψε(t,X ′, x) dx.

Cette particule lourde a en effet une évolution libre après la collision, et la
collision modifie juste son opérateur de densité initial. Précisément, le modèle
limite est le suivant :{

i∂tρ
L
a (t) =

[
H0, ρ

L
a (t)

]
,

ρLa (0) := IVχ ρL(0) = IVχ
[
|ψL(0)〉〈ψL(0)|

]
,

(5.2)

où H0 = −1
2
∆ est l’Hamiltonien libre et l’opérateur IVχ est définit ainsi :

Définition 5.1 (Opérateur de collision). Supposons que l’opérateur de dif-
fraction S associé au potentiel V est bien défini. Alors pour tout état χ de la
particule légère, on définit l’opérateur de collision

IVχ : L1(Rd)→ L1(Rd) , ρL 7→ Trl
(
ρL ⊗ |SXV χ〉〈SX

′

V χ|
)
, (5.3)

où SXV désigne l’opérateur de diffraction associé au potentiel V (· −X), avec
une particule lourde localisée en X.

On peut vérifier que l’opérateur IVχ est bien défini, complétement positif (en
particulier il préserve la positivité). De plus, il satisfait

Tr |IVχ ρM | ≤ Tr |ρM |. (5.4)

En terme de noyau intégral, l’action de l’opérateur IVχ s’écrit :

[IVχ ρ](X,X ′) = ρ(X,X ′) IVχ (X,X ′) (5.5)

où la fonction de collision IVχ est définie par

IVχ (X,X ′) := 〈SX′V χ|SXV χ〉, X,X ′ ∈ Rd . (5.6)

Notre résultat rigoureux sur la limite ε → 0 est le suivant. On y utilise le
propagateur libre de la particule légère U − 0(t) = e−itH0

Théorème 5.1. On suppose que l’opérateur de diffraction SV est bien définit
et satisfait l’hypothèse de régularité suivante pour un s ∈ R et une constante
C > 0 :

∀χ ∈ L2(Rd),
∥∥|x|SV χ∥∥2 ≤ ∥∥|x|χ∥∥2 + Cs‖χ‖Hs .

Soient ψL ∈ L2 et χ ∈ L2, et γ ∈ (0, 1). On désigne par ψε(t) l’unique
solution de (5.1) associée à la condition initiale ψL ⊗ U0(−εγ)χ, par ρLε (t)
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l’opérateur de densité (de la particule lourde) associée, et par ρLa (t) l’unique
solution du problème (5.2). Alors on a l’estimation suivante :

∥∥ρLε (t)− ρLa (t)
∥∥
L1 ≤ C1

(
1 + ε

ε
t− ε−γ, ε−γ

)
+ C2 ε+ C3 ε

1−γ, (5.7)

où les constantes Ci sont définies par :

C1(τ, τ
′) :=

∥∥ψL[S(τ, τ ′)− S]χ(· −X)
∥∥
2

C2 := 2
√

2
(
‖∇ψL‖2‖|x|χ‖2 + ‖|X|ψL‖2‖∇χ‖2 + ‖X · ∇ψL‖2 + ‖x · ∇χ‖2

)
+
√

2Cs
(
‖∇ψL‖2‖χ‖Hs + ‖χ‖Hs+1

)
C3 := 2

√
2
(
‖∇ψL‖2‖∇χ‖2 + 2‖∆χ‖2

)
.

Dans cet énoncé, SV (τ, τ ′) = U0(−τ)UV (τ + τ ′)U0(−τ ′) est l’opérateur de
diffraction partiel, définit à l’aide des groupes unitaires associés respective-
ment au transport libre et au potentiel V . Par définition de l’opérateur de
diffraction, limτ,τ ′→+∞ SV (τ, τ ′) = SV .
Ce théorème ne donne donc pas une vitesse explicite de convergence pour la
limite étudiée ici, mais il relie celle-ci à la vitesse de convergence de l’opérateur
de diffraction, qui est plus simple à obtenir. Un exemple en est traité dans
l’article : le cas du potentiel de Dirac en dimension 1.
On notera également qu’on peut parfaitement adapter ce théorème au cas
où la particule lourde et/ou la particule légère sont initialement dans un état
mélangé, mais sans être intriquées ensemble (c-à-d sans histoire commune).
Cette dernière restriction est particulièrement importante.

Une étude de l’opérateur de décohérence en dimension 1. L’interêt
de notre étude par rapport aux travaux précédents sur le même sujet [DFT04,
AFFT04, CCF05, AFFT06] est que le modèle limite est plus simple à utiliser.
Par exemple en dimension 1, on peut directement calculer l’opérateur de
collision IVχ et la fonction associée IVχ en fonction des amplitude de réflexion
et transmission rk et tk associée au potentiel V :

Iχ(X,X ′) = 1−Θχ(X −X ′) + iΓχ(X)− iΓχ(X ′), (5.8)

avec les définitions :

Θχ(Y ) :=

∫
R

(
1− e2ikY

)
|rk|2|χ̂(k)|2 dk, (5.9)

Γχ(X) := i

∫
R
e2ikX r−k tk χ̂(−k)χ̂(k) dk. (5.10)
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Si on utilise un paquet d’onde Gaussien pour la particule de l’environnement,

χ(x) =
1

(2πσ2)1/4
e−

(x−xl)
2

4σ2
+ipx, (5.11)

alors les formules ci-dessus se simplifient en :

Θσ,p(Y ) = σ

√
2

π

∫
R

(
1− e2ikY

)
|rk|2e−2σ

2(k−p)2 dk ,

Γσ,p(X) = iσ

√
2

π
e−2σ

2p2
∫
R
tkr−k e

−2σ2k2+2ik(X−xl) dk.

(5.12)

Ceal permet d’utliser des approximations raisonnables pour des paquets d’onde
Gaussien avec un spectre en vitesse suffisamment étroit :

Θapp
σ,p (Y ) = |rp|2

(
1− e2ipY−

Y 2

2σ2

)
. (5.13)

|Γσ,p(X)| ≤ e−2σ
2p2 (5.14)
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Figure 5.1 – Représentation de |Iχ(X,−X)| ' 1−Θ(2X) pour un potentiel de Dirac

de force α variable.
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Les formules (5.12) permettent également de rapides calculs numériques des
quantités en question. Cette rapidité de calcul permet d’effectuer des simu-
lations peu couteuses en temps de calcul. Prenons l’exemple un l’opérateur
de densité d’une particule lourde localisée simultanément en deux endroits,
avec deux bosses qui se dirigent l’une vers l’autre :

ρM0 (0, X,X ′) = N2
[
ϕ−(X) + ϕ+(X)

][
ϕ−(X ′) + ϕ+(X ′)

]
(5.15)

ϕ±(X) :=
1

(2π)1/4
√
σH

e
− (X∓X0)

2

4σ2
H e∓ipHX

Les paramètres X0, pH and σH sont positifs, N est un facteur de normalisa-
tion, proche de 1 si les bosses sont suffisamment éloignées.
Numériquement, l’opérateur de densité avant et immédiatement après la col-
lision est représenté sur la figure 5.2. On observe une atténuation des termes
hors-diagonale.

Figure 5.2 – Cas test : Potentiel de Dirac avec α = 103. Gauche : |ρL0 (X,X ′)| avant

collision ; Droite : |ρM,a(0, X,X ′)| immédiatement après la collision.

Ensuite, on laisse évoluer librement la particule lourde, jusqu’à la superposi-
tion de ses deux bosses. Sans interaction avec l’extérieur, on devrait observer
des franges d’interférence parfaites. Mais Figure 5.3, on voit plutôt ce qu’on
observe au moment de la superposition : les franges d’interférence sont atté-
nuées, et une autre bosse sans interférence apparâıt.
Ceci peut-être expliqué rigoureusement grâce au théorème précédent. En ef-
fet, sous certaines conditions (bosses suffisamment éloignées, ...) on peut uti-
liser l’approximation :

Iχ(X,X ′) ≈

{
1− |rp|2 si |X −X ′| � σ

1− |rp|2 + |rp|2e2ip(X−X
′) si |X −X ′| � σ.

,
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Figure 5.3 – Atténuation des interférences de la particule lourde particle, dans le cas

d’une particule légère venant de la gauche avec p = 2.5 ∗ 102.

au lieu de (5.13), et cela donne l’approximation suivante pour l’opérateur de
densité :

ρMb (0, X,X ′) := |tp|2ρM0 (X,X ′) +
|rp|2

2
e2ipXϕ−(X)e2ipX′ϕ−(X ′) (5.16)

+
|rp|2

2
e2ipXϕ+(X)e2ipX′ϕ+(X ′).

Cet état approché ρMb (0) peut-être interprété comme le mélange statistique
de trois états purs :
– l’état pur initial ρM(0) avec probabilité |tp|2 ;
– l’état pur représenté par la fonction d’onde e2ip·ϕ−, donc une particule

lourde localisée à gauche et accélérée de 2p, avec probabilité 1
2
|rp|2 ;

– l’état pur représenté par la fonction d’onde e2ip·ϕ+, donc une particule
lourde localisée à droite et accélérée de 2p, avec probabilité 1

2
|rp|2.

Et plus précisément, si on regarde la fonction d’onde des deux particules après
l’interaction, on peut montrer que chacun des états de la particule lourde est
associée à un état particulier de la particule légère :
– Quand la lourde est encore dans son état initial, la légère a été transmise,
– Quand la lourde est à gauche, la légère a été réfléchie depuis la position la

plus à gauche de la lourde,
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– Quand la lourde est à droite, la légère a été réfléchie depuis la position la
plus à droite de la lourde.

Cette nouvelle décomposition (5.16) permet d’interpréter les résultats numé-
riques de la figure 5.3. Les franges d’interférence correspondent en effet à la
proportion de la particule qui n’a pas changé d’état malgré la collision, et la
bosse sur la gauche correspond en fait au mélange des deux bosses accelérées,
qui ne sont plus cohérentes entre elles et ne présente donc pas d’interférences.
Il faut noter qu’au moment où les interférences se forment, ces deux bosses
sont aussi superposées car elles se rencontrent en même temps (elles ont été
accélerées les deux de la même quantité, et l’instant de leur « collision » n’a
donc pas été modifié).
On peut même quantifier exactement les approximations faites ci-dessus. Pré-
cisément :

Théorème 5.2. Supposons que l’état initial de la particule lourde ψL est
de la forme (5.15), et que l’état entrant χ de la particule légère est choisit
comme dans (5.11). On désigne par ρLa (0) l’opérateur de densité juste après la
collision, voir (5.2), et par ρLb (0) l’opérateur de densité dont le noyau intégral
est donné par (5.16). Alors on a l’estimation suivante :

∥∥ρLa (0)− ρLb (0)
∥∥
L1 ≤ C

(
e−σ

2p2 +
1

σ

∥∥∥∥d|rk|2dk

∥∥∥∥
∞

+
σH
σ

+ e−
2X2

0
σ2 + e

− X2
0

2σ2
H

)
(5.17)

Pour conclure, l’interêt de cette étude d’un cas simple est de donner des
explications détaillés quantifiées aux arguments initialement développés par
Joos et Zeh [Zeh70, JZ85] pour expliquer la décohérence par collisions (ou
interactions). Cette brique pourrait être utiliser ensuite comme élément de
base dans des travaux futurs, comme ceux décrit rapidement dans la section
suivante.

5.2 Vers des modèles de décohérence en en-

vironnement aléatoire.

Le modèle de collision instantanée peut-être utilisé pour obtenir des mo-
dèles de décohérence « continus ». Ce type de modèle est maintenant bien
connu en physique, souvent sous le nom d’équation de Lindblad ou d’équa-
tion mâıtresse, mais à ma connaissance il n’existe pas encore de dérivation
mathématiquement rigoureuse de ce type de modèle. L’objectif d’un travail
en cours avec Christophe Gomez est d’obtenir une dérivation d’une équation
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mâıtresse, en partant de notre description instantannée d’une collision, et en
passant à une limite en grand nombre de collision avec chacune un effet de
plus en plus faible. Le modèle utilisé pour décrire ces collisions multiples est
le suivant :

i∂tρN =
[
H0, ρN

]
+
∑
i

δTi(t)
(
Ipi,σi,xi − 1

)
ρN , (5.18)

où I désigne toujours l’opérateur définit en (5.3), mais utilisé cette fois-ci
avec des particules de l’environnement Gaussiennes de paramètres aléatoires
pi, σi, xi. Les Ti sont aussi des temps aléatoires, que l’on choisit Poissonniens
avec intensité N .
En prenant la bonne échelle pour l’intensité du potentiel d’interaction, il
semblerait que l’on obtienne comme modèle limite une version stochastique
de l’équation de Lindblad [Lin76]. L’équation de Lindblad étant déjà celle
du générateur d’un semi-groupe quantique, cela veut dire que notre modèle
limite correspond à une marche aléatoire quantique en milieu aléatoire, ce
qui semble relativement nouveau d’un point de vue mathématique. Mais le
modèle recuit (ou « annealed”) associé correspond bien au cas plus classique
du générateur standard de Lindblad.
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stability. Izv. Vysš. Učebn. Zaved. Matematika, 1966(5 (54)) :3–
5, 1966.

[BA94] M. Ben-Artzi. Global solutions of two-dimensional Navier-Stokes
and Euler equations. Arch. Rational Mech. Anal., 128(4) :329–
358, 1994.

[BFJJ13] M. Bossy, J. Fontbona, P.-E. Jabin, and J.-F. Jabir. Local exis-
tence of analytical solutions to an incompressible Lagrangian
stochastic model in a periodic domain. Comm. Partial Differen-
tial Equations, 38(7) :1141–1182, 2013.

[BG94] Y. Brenier and E. Grenier. Limite singulière du système de
Vlasov-Poisson dans le régime de quasi neutralité : le cas in-
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