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Exercice 1. (6 points)

1) Pour un systéme de deux équations du premier ordre, ’espace des solutions sera de dimen-
. . . _ . 0 -1

sion deux. Pour résoudre ce systéme, on 1’écrit Z/ = AZ, avec la matrice A = (2 1>. Son

polynome caractéristique est:

P(X)=X*4+X-2=(X-1)(X+2).

Ses deux valeurs propres sont donc 1 et —2. En cherchant les vecteurs propres associés, on
trouve

ker(A—Id) ={x —y =0}, ker(A+2Id)={2x+y=0}.

On peut choisir v; = {1 1) comme vecteur propre associé & la valeur propre 1 et v_o = {1 — 2)
comme vecteur propre associé a la valeur propre —2. Ce qui donne la base suivante pour

I’espace des solutions:
1 1
¢ -2t
‘(1) (%)

2) Toute solution s’écrit donc sous la forme Aelvy + pe™
des conditions initiales, puisqu’a t = 0, on obtient

() =2 () ()

Pour zg = 2 et yop = —1, on voit que A =1 et u = 1 conviennent. La solution qui vérifie ces
conditions initiales est donc

Z(t) = @8) = elvy + e 2y_y = <etejr+_z_:t2t>

3) Pour une condition initiale générale (xo,y0), A et pu vérifient:

{x():)\—l—,u
Yo=A—2p

2y_y. On choisit p et A en fonction

)

que 'on inverse en:

{ 2\ = Qwo:;ryo
__ To—Yo0
H="3



Remplacant les valeurs de A et u obtenues dans 'expression des solutions, on obtient pour

une solution ¢:
1 ( (220 + yo)e! + (zo — yo)e 2
( )

) =2
o (t) 3 \(2z0 + yo)e! — 2(wo — yo)e >

que l'on peut récrire sous la forme ¢(t) = R(t) (o yo), ou R(t) est la résolvante du systeme
qui s’écrit:

1/ 2462 ot — 2
R(t) - g <2€t _ 2672t et + 267215

Figure 1: Tracé du champ de vecteurs et de quelques solutions

Exercice 2. (14 points)

Dans un réacteur chimique, un réactif A est introduit en permanence & vitesse constante,
et y réagit pour donner le produit B, avec une vitesse de réaction qui dépend de la somme
des deux concentrations. Le produit B est ensuite rapidement évacué. Pour modéliser ce
réacteur, on écrit I’équation suivante:

{ ¥=1-(r+vy)
Yy =(r+y) —ay

Les quantités x et y étant des concentrations de produits chimiques, on se restreindra au
domaine {z > 0,y > 0}. On supposera aussi que o > 1.

1) le terme 1 de la premiere équation correspond & l'introduction & vitesse constante de réactif
dans le réacteur. Les deux termes avec (z +y) correspondent avec leur signe, a la création de
produit et la disparition de réactif pour cause de réaction. Et le terme —ay dans la seconde
équation correspond a I’évacuation du produit.



2) Un point d’équilibre doit vérifier

0=1—(Teg+ Yeq) €t 0= (Teg+ Yeq) — Weq-
1 1
Cela détermine un unique point: Teqg =1 — —,  yeq = —.
el e

3) on obtient pour le couple (u,v) le nouveau systeme,

u=—-u—v
V=u+(1-ap
Ce qui nous donne ’équation demandée pour Z.
4) La forme des trajectoires dépend des valeurs propres de la matrice B. Son polyndme
caractéristique est
Pe(X)=(X+1)(X+1-a)+1=X’+aX +a,

de discriminant A = a? — 4a . Ce discriminant est négatif si a €]1,4[, positif si a > 4, et nul
sia=4.

e Cas o > 4.

—a++vVa? —4da

Il y a alors deux valeurs propres réelles . Comme a? — 4a < o?, ces

deux valeurs propres sont donc négatives. On est donc dans le cas d’'un noeud stable,
et les trajectoires ont la forme suivante:

Figure 2: Cas a > 4: noeud attractif

e Cas a €]1,4].
—ativia —a?

Les deux valeurs propres sont complexes conjuguées . La partie réelles

de ses valeurs propres est négative. On est donc en présence d'un foyer attractif ou
stable. L’allure des trajectoires est la suivante:



w
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Figure 3: Cas « €]1,4[: foyer attractif

e Cas a = 4.
Il n’y a alors qu'une seule valeur propre double: —2. On est dans le cas d’un noeud
stable, et I'allure des trajectoires est a quelques détails pres la méme que dans le second
cas.

5) Dans les trois cas, les trajectoires sont parcourues vers le centre. Le point d’équilibre est
donc toujours stable.

On se propose d’étudier maintenant le nouveau syteme
{ ¥ =1+esin(t) — (z +y)
y =(z+y)—ay

6) a) Le changement est du a la vitesse d’entrée des réactifs qui dépend maintenant périodiquement
du temps.
b) Le systéme vérifié par (u,v) devient:

u = +esin(t) —u—wv
vV=u+(1-a)

On obtient donc pour Z I'équation Z’(t) = AZ(t) + B(t), avec B(t) = Y(esin(t),0).

c¢) Formellement, les solutions peuvent s’écrire en utilisant la variation de la constante, qui

s’écrit:

t
Z(t) = e Zy + / e=)4B(s) ds
0

d) Si Z(t) = sin(t)V + cos(t)W, on aura Z'(t) = cos(t)V —sin(t)W. Et AZ(t) = sin(t)AV +
cos(t)AW. En remplacant dans I’équation, on obtient:

cos(t)V —sin(t)W = sin(t)AV + cos(t) AW + B(t).



Figure 4: Cas a = 4: noeud attractif

comme sin et cos snt deux fonctions indépendantes, les vecteurs derriere sin et cos doivent
s’annuler. Cela donne deux équations:

V=AW |, W:A,V+(g>.

En remplacant V par AW dans la seconde, on obtient (A2 +Id)W = <_€>.

0
) (12
wvra= (", )

Cette matrice est inversible et son inverse est

11 -2
2 -1 _ 4
(A2 + Id) _5<2 1).

Or, pour « =2, on a

e (1
On trouve donc que W = —— <2>, et en composant par A que V =

5 <3> Et la solution

1

ot M

particuliere est donc

e (—cos(t) + 3sin(t)
Zo(t) = 5 <—2cos(t) - sin(t)>

Cette courbe paramétrée sera une ellipse, centrée en 1’origine.
e) Les solutions générales sont de la forme solution particuliere plus solution de 1’équation
homogene:

Z(t) = Zo(t) + eMA,

ol A est un vecteur constant qui dpend des conditions initiales. Le terme Zy(t) est priodique
de priode 27. Le terme e*A décroit rapidement vers 0 car toutes les valeurs propres de A sont



strictement négatives. On a donc lim;—, 1 |Z(t) — Zy(t)| = 0 et la solution va donc décrire
des spirales en se rapprochant de plus en plus de I'ellipse décrite par la solution particuliere.
Cette ellipse est un cycle limite pour 'EDO non autonome étudiée.
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Figure 5: Cas perturbé avec a = 2 et ¢ = 2.



