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Intégration

Exercice 1
(Examen 9/87) Soit A = {(z,y) € R*|z > 0,y > 0,2° + y* < 1}; calculer I'intégrale

// ydx dy
A

Exercice 11
Soit Q = {(z,9) € R*|z > 0,y > 0,z +y < 1}. Calculer les intégrales doubles

l’y x
L—//Qdedy, M(a,b)://ga Wz dy |

ol a et b sont deux réels positifs non nuls.

Exercice III
On appelle T le triangle de sommets A = (—2,0), B = (1, —v/3),C = (1,/3). Calculer

//T(x2 +y?) d dy

Exercice IV
Soit K un compact de R? , d’aire A , non nulle . Le centre de gravité de K — supposé
représenter une plaque homogene — est le point G de coordonnées

1 1
xG:Z//xdxdy,yG:Z//ydxdy.

On considere 'ensemble K des (pcosf, psin@) tels que
2<p<3,0<0<7w/4.

Déterminer le centre de gravité de K par les trois méthodes suivantes:
- en intégrant d’abord par rapport a =z,
- en intégrant d’abord par rapport a y,
- en passant en coordonnées polaires.

Exercice V
On considere le tétraedre T = {(z,9,2) € R} 2 >0,y >0,2>0, 2 +y+2 < 1}.
1) Montrer que T" est compact.
2) Calculer le volume V de 7.
3) Déterminer le centre de gravité G de T (les coordonnées de G sont

xG:V’l/// rxdrdydz , yG:V’l/// ydxdydz , zG:V’l/// zdrdydz .)
T T T



Exercice VI

Soit f : IR — IR, une fonction décroissante (donc borélienne). On pose f(0) = a.

1) Montrer que f a une limite a droite en 0. On note [ cette limite.

2) Pour n € IN*, notons f,, : [0,1] — IR l'application x +— f(z"). Montrer que les fonctions
fn sont boréliennes. Pour tout x € [0, 1], calculer 71113)10 fn(x).

3) Dans les deux cas

1
a) = 5((50 + d,) pour a €]0, 1] ou 6, désigne la mesure de Dirac en z;
b) = A (mesure de Lebesgue);

démontrer que la suite o fndp converge et calculer sa limite.
0,1

Exercice VII )
1) Calculer / 2" Inxzdx, pour n € IN.
0

I Inz

dx.

2) En déduire la valeur de /

0o 1—=x

Exercice VIII I
1) Calculer /
o 1+vy
-y (=)
2) En déduire la valeur de ) :
2n+1

n=0

dy.

2

Exercice IX

Montrer que /
o e*—1

+oo gin ax R a

xzza2+n2'

n=1

Exercice X

Soit E = [0, 1] x [0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.
22— o2

1) Soit f : E — IR définie par f(x,y) = (3724’;%2 si (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0.
En remarquant que —( 7 ) = oy calculer / (/ f(z,y)d\(x))d\(y), puis
4 e 5z w24y (22 4 y2)? [0,1] J/[0,1] Y b

/[0,1}(/[0,1} f (@, y)dA(y))dA(x).

1, 1
2) Méme question avec g : £ — IR définie par: g(z,y) = { (@ = §> s10<y<|o- §|
0 sinon.

3) On munit maintenant un des intervalles [0, 1] de la mesure u de comptage. Calculer
/ (/ hd\)dy, et / (/ hdp)dX ot h(z,y) =1 si @ = y et h(z,y) = 0 sinon.
[0,1] J[0,1] [0,1] J[0,1]

4) Montrer que f, g, h sont mesurables, et expliquer pourquoi le théoréme de Fubini ne
s’applique pas.



Exercice XI intégration par parties

Soit 11 et po des mesures finies sur (IR, Br) de densité f et g par rapport a la mesure de
Lebesgue. On note F'(z) = (] — 00, z]), G(x) = pa(] — oo, z]).

Soit Ay = {(z,y)la <y < < b}, et Ay = {(z,y)|la <z <y <b}. En considérant de
deux manieres différentes la quantité (p; ® pe) (A1 UA,), établir la formule “d’integration par
parties”:

F)G() ~ F@)Gla) = [ Flag@)dAa) + [ G)f()Aa)

Exercice XII

Soient (E, A, 1) un espace mesuré o-fini et f : E — IR une fonction mesurable.

1) Montrer que I'application ¢ : £ x R — (IR, IR) définie par (z,t) — g(z,t) = (f(z),t)
est A® B(IR)-mesurable. En déduire que le sous-ensemble suivant de E x IR, appelé graphe
de f, est mesurable:

G(f) ={(x,t) € ExR; f(x) = t}.

2) Soit (z,t) € E x R. Vérifier que Llgp (2, t) = i) (t) et en déduire la valeur de
& AG(f)).

3) En réciproque a la question (1), montrer que si f est positive et le sous-ensemble de
E x IR défini par Epi(f) = {(x,t) € ExIR;0 <t < f(z)}, appelé épigraphe de f, est dans
A ® B(IR), alors f est A-mesurable. (Indication: Montrer que Epi(f), = {z € F;(x,t) €
Epi(f)} est mesurable.)

Exercice XIII
1) Montrer que la fonction f : [0,1] x Ry — IR définie par f(z,y) = e Ycos(zy) est
intégrable pour la mesure de Lebesgue.

+o0 1

2) Montrer que, pour tout xz € IR, / e Yeos(zy)dy = )

. _ 0 2?2 +1
3) Calculer / eV Smydy.

0

Exercice XIV J
1) Pour z € R, calculer / v
R 22+ y?
2) Soit f: IR — IR une fonction telle que la fonction = +— /() soit intégrable. Montrer
x

que pour tout y € IR, la fonction z +— /() est intégrable.
2+ y?
3) Pour y € IR*, posons g(y) = ZY) sdr et g(0) = 0. Montrer que g est intégrable
R4y
et que / g(y)dy = ﬂdx.
R R |z



