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1 Introduction

L’équation de Vlasov est une équation de transport non-linéaire trés importante en physique car elle modélise
I’évolution d’une distribution f(¢,z,v) en temps, position et vitesse de particules dans un plasma (fluide formé
d’un ensemble de molécules gazeuses, d’ions et d’électrons) ou d’étoiles dans une galaxie. Pour la distribution
des électrons dans un plasma sur un domaine périodique de dimension 1, le tore T = [0, 1] pour les positions et
les vitesses dans R, et, elle s’écrit :

Ouf + 00, f — VV (t,2)0,f =0 (1)

Ot le potentiel électrostatique V' dépend de la distribution via la densité p(t,z) = [ f(t,z,v)dv et la loi de
Poisson

Le 1 est dii a la présence des ions que 1’on suppose répartis de maniére homogene.

Cette équation posséde des solutions stationnaires : Toute fonction g(v) qui ne dépend que de v est en effet une
solution de cette équation. Mais, savoir si une telle solution g est un équilibre stable ou instable du probleme
est une question délicate. Penrose a donné en 1960 un critére d’instabilité qui porte maintenant son nom ( ici
adapté au cas non périodique ) :

Une solution g(v) est linéairement instable si elle posséde un minimum en un point vy tel que

JECE
R

(v—1v9)?

Une telle solution présente au moins deux bosses (si elle tends bien vers zero a I'infini). Cette instabilité est bien

observée numériquement : c¢’est 'instabilité double faisceaux. Par opposition, les profils a une seule bosse n’ont
pas de profils instable, d’aprées ce critere. Le sens de la mathématique des hypotheses faites sont soigneusement
examinés.

2 L’article de Penrose

Dans le cas non périodique, 1’équation de Vlasov-Poisson devient :

Of +v0,f —VV(t,z)0,f =0
(O
T 7p

On cherche les solutions de la forme
ft,z,v) = g(v) + h(t,x,v) (3)

o g(v) est la solution d’équilibre (solution stationnaire, indépendante du temps et qui vérifie I’équation de
Vlasov). Apres substitution de (3) dans le systéme précédent, On a :

e E(gn) = pg + Ph

Avec E = -0,V
Or p, = [ gdv = c¢*®. On peut supposer sans perte de généralité que ¢'* = 0
Par suite, 0, E(g4n) = pn = Oz Ep
Il vient donc apres simplification
Oth +v0,h + Ep0yg + EyLouh =0
——
terme quadratique en h

0 En = pn

On obtient ensuite deux nouvelle équations apres linéarisation autour de g :

Oth +v0,h + Ep0y,g =0
0zEn = pn

Supposons que h(t, z,v) ait un profil d’onde du type h(v)ei(’”_“t) ou k et w sont des constantes a determiner.
En dérivant la premiere équation par rapport a x et apres substitution de la seconde, on a :

0z (Och) + vagmh + prOvg =0



Oph = ikh = 02 ,h = —k*h
Il vient donc
kwh — vk?h + ppdyg = 0 = kz(v —w/k)h = proyg

e Siv—w/k#0, alors
Ovg
v—w/k
Puis, en intégrant par rapport a la variable v, on montre que pour une solution non trivial, k et w doivent étre
relié par la formule de dispersion suivante :

k*h = pp,

2 Ovg
k _/v—w/kd (4)

w peut-étre complexe mais k doit étre réel sinon e”*® ne serait pas assez petit pour justifier la linéarisation
partout dans un plasma non borné. Cette formule de dispersion peut-étre utilisée pour discuter de la stabilité
d’un plasma (mélange globalement neutre des particules chargées, ions et électrons) uniforme non-mawellien
avec des fonctions de distribution de vitesse g(v).

Si Péquation (4) a une solution pour laquelle Imw > 0 alors |e~™?| t—+> 400, et une petite perturbation de
—r+00

la fonction de distribution peut croite exponentiellement jusqu’a ce que I'approximation linéaire ne soit plus
valable. Physiquement, 1’état uniforme décrit par g(v) est instable & cause d’une des oscillations du plasma.
D’autre part, si (4) n’a pas de solution pour laquelle Imw > 0, les oscillations de plasma qui croissent exponen-
tiellement ne sont pas possibles . Cela n’implique pas que ’état soit stable, car il peut exister des perturbations
augmentant linéairement avec le temps.

Le but est d’obtenir un critere simple de stabilité pour un plasma uniforme non-maxwellien. La discussion ci-
dessus montre que deux questions séparées sont impliquées : premierement, obtenir une methode pour découvrir
si en effet (4) a des solutions avec I'mw > 0, et ensuite, vérifier que le plasma est stable quand il n’y a aucune
telle solution.

Posons ¢ = w/k et définissons la fonction suivante :

20= [ 2 a

oo V—C

pour Im¢ > 0.

Ici ¢ est une variable complexe qui peut étre interprété comme vitesse de phase. Si en croissant exponentiellement,
les ondes de plasma peuvent se propager alors (4) a des solutions avec Imw > 0 et cela implique comme k2 > 0
que la fonction Z(¢) prend une valeur positive réelle quelque part dans la moitié supérieur du plan complexe.
Inversement, si Z(¢) prend une valeur réelle positive & un point (y dans la moitié supérieure du plan, alors (4)
peut étre satisfaite en prenant k = \/Z({y) et w = {pk, pour que I'mw = kIm(p, et les modes exponentiellement
croissant existent vraiment. Ainsi, les modes exponentiellement croissant existent si et seulement si la fonction
Z(¢) prend une valeur réelle positive dans la moitié supérieur du plan compleze.

Les analyses effectuées tiendrons seulement pour g(v) assez réguliére avec un comportement convenable & I'infini.
Pour poursuivre la discussion nous devons introduire les définitions de la Valeur principale et d’une fonction
Holomorphe.

Définition 1. Soit ¢ une singularité d’une fonction d’une variable réelle f et supposons que pour a < ¢ < b, la

limite suitvante .

lim/ f(z dx—l—hm f(z)de =L

e—0 ctn

existe et est finie. Alors, On dit que lintégrale impropre de f(x) sur lintervalle existe et sa valeur est définie
par L. Si la limite ci-dessus n’existe pas, il est toutefois possible qu’elle existe lorsque € et n, tendent vers 0 en
restant égauz, c’est -a-dire si la limite

c—¢ b
lim(/ f(z)dx + N f(z)dz) =L

e—0

existe et est finie. Dans ce cas la, on appelle la limite L la valeur principale de Cauchy de l’integrale impropre

ce que l'on écrit :
b
P.V/ f(z)dr =



Définition 2. Soit U un sous ensemble ouvert (non vide) de l’ensemble C des nombres complezes et une
fonction f : U — C.
e On dit que f est dérivable (au sens complexe) ou holomorphe en un point zo de U si la limite suivante, appelée

dérivée de f en zy existe :
o f(2) = f(20)
/ _
F(zo) = Jim ==

e On dit que f est holomorphe sur l'ouvert U si elle est holomorphe en tout point zy de U. En particulier, on
appelle fonction entiere une fonction holomorphe dans tout le plan compleze.

Proposition 1. Supposons que 0,9 , Oppg € L2(R). Alors la fonction { — Z({) est bien définie, holomorphe
sur C\ R et de plus,

+oo
lim Z(&+1in) = P.V/ 0ug dv +im0yg(€) et lim Z(§+in) = P.V/
n—0+ g 0-

—oo U — n —o0

+oo
5’”95 dv — ind,g(€)  (5)

v —
Démonstration. ¥¢ € C\ R, les fonctions v — 1/(v — () et v — 0, ¢ sont continues sur R. Donc

Ovg
v—_

est continue sur R comme produit de deux fonctions continues. Par Cauchy-Schwarz

h(v,¢) =

|Z(¢)] < /+Oo| dvyg |d < (/Jrc>0 |0 g|2dv)1/2(/Jroo dv)1/2 =0 g||L2(/+oo ;dv)lm
- —o U — —o0 ! —o00 | C|2 ! —o0 (U _5)2 ‘HIZ

ou l'on a posé ¢ = £ + 1. En éffectuant le changement de variable r = (v — £)/n nous obtenons

Byl 2 | =
() < || g||Lﬁ

ce calcul montre que Z est bien définie. Vv € R,V(y € C\ R, la fonction ¢ — h(v, () est dérivable en (j et

8h _ 61),9
37(“7&))— (w=Co)?
et on a :
¢ (v—¢)? ¢ (v=€)* +n?

e Remarquons que la borne est mauvaise si n = 0, car la fonction v — 1/(v —€) a une singularité au voisinage
de &. On suppose que |n| > a > 0 et alors

| |Oug]
3( - (0*5)2+0¢2

On suppose ainsi |¢| < M alors
® Sifo| = 2M = 2[¢] = |v = ¢| = |v] = [€] = [v]/2 donc

|@ ~ J10ugl/a*  pour Jv] < 2M
¢ ) 4|8,9|/v2  pour v > 2M
Done + 2M 2M +
> Oh =0y 10y
/ ¢l _4/ | g'd +—/ |8vg\dv+4/ | 29| dv
—00 oo oMV

Par Cauchy-Schwarz

[ Py < ([ gy [ R < ol
() bg)*dv = < |0ugllze 557 (2M) <0

oo (oo} — 00

S 2T, [ 2/
S ([, uslaoy’ < 25 oo = 2R uglie < o

—2M

la derniére intégrale s’obtient de la méme maniére que la premiére. On conclut par convergence dominée que Z

est holomorphe sur C \ R et que
T 9 oz
Z'(¢) = / vI gy = 22
©O=) . e-p® %




et

CN oo 8@9 _ Hoo (U f)avg Hoo 7781)9
Z(“””‘/,m v—<g+m>d“‘/,oo w_ep st /,oo w_ep

remarquons que

+o0 oo

/ n9ugv) . _ / Oug(€+r) o
—o0 (U - 5)2 + 772 —o0 r?+1

par changement de variable r = (v — &) /7.

Montrons que

/*O" Dug (€ +nr) — 0yg(&)
7"2 —+ 1 n—0

— 00

Pour 0 <n <1,
E+nr
10,g(€ + 1r) — Bug(€)] = | / 0, 9(e)ds] < |10, 17

donc

S

Vi
241 || vngL2 (7“2—|—1)3/4

|<9vg(£ +nr) — 9,9(§)

/,12 +1 | S Hagvg||L2

Or la fonction r — 1/(r? 4 1)3/ est intégrable au voisinage de 0 et & oo donc,

/+°°|8v9(§+777“) dug(§)

oo r2 41

+oo 1
< .
|d’l" Havvg||L2/Oo (r2+1)3/4dr\/ﬁ7:60

On obtient que :
+o0 e
/ Fug(&+m) \ 81,9(5)/ dr = g (&)

5o r2+1 n—0 oo r2 41

D’autre part,

“+00 E—e “+o00
P.V/ 9vg dv = lim(/ 9 dv—i—/ Ovg dv)
3

—o0 ’U_f e—0 —o0 ’U—f +e U_f
[T 0=98g [ (0= ©)0ug(0) — Dog(€)] o (0 €)og
ReZ(&er)—/ioo (v—§)2+n2dv+/£1 w62 o dv+/§+1 CEGE +77d
(=90 1< 9,91
=87 +7 = Jo—¢

par Cauchy-Schwarz

-1 |8 g| §-1 &—1 1 +o00
/ gt < (/ |av9\2dv)1/2(/ dv)'/? < (/ [BuglPdv)'/? = [|0ugllze < oo

—00 | _f‘ oo —00 |U—€|2
| (U — 5)[6119(1}) — avg( )] | I Ug( ) — avg(g) |
(v =€) +n? - v—§
S Bug(v) — 0ug(€) e _ [ _
o 1P < [T Vot oot = [ [ longte+ tlatdo = 4

En éffectuant le changement de variable v/ = tv, on a :

1 t , dv/
A:/o( Buug (€ +0)| -t

—t

Par Cauchy-Schwarz

t t t
/ B (€ + ')’ < ( / ') / 1B (€ + ') 2d0") /2 < /T Dyog]| 1
—t —t —t
Donc
Lodt
A< ||8m,g\|L2/ —dt \/§||8wg||Lz/ % :2\f2|\8wg||,;z < 00
0

la derniére intégrale s’obtient de la méme maniére que la premiére. On conclut par convergence dominée que

&1 §+1 _ +oo
lim ReZ (& + in) = / D8 gy / 20(0) = 096) 4, | / 28 gy
n—0 ¢ ¢

oo V=& 1 v—¢§ +1 UV — §



Proposition 2. Soit ¢ > 0. On pose D. = {z € C/|Imz| > ¢} alors |(|*Z(¢) est bornée.

Démonstration.

+o00 +oo
Comme — f/ Opg(v)dv =0, alors Z(¢)=Z(¢) + %/_w Opg(v)dv

L Y RN SIS S R [C) P
+c/_oo a”g(”)d”‘/_oo Pyl )[v%*c}‘/_oo w—-0ct

On suppose que Re(¢) > 0. On intégre sur [2 Re((), 2Re(()] = A, alors

0 0[10,9(v)] |
d d Oy d
e = | i = e J, e

e Si |Im(| > |Re(| alors |Im(| > |§\/\/§ donc

I/AZ(C)dv|< ICQ/ 10]|0pg(v)|dv
2
OIm(QIIC] / [0*[0ug(v)]dv

e Si |ReC| > |[Im(] alors |ReC| > |¢|/+/2. On suppose en plus que Ve > 0, |Im(| > ¢ alors

‘/AZ( dv|<—W/|||avg o)\dv

On intégre sur ] — oo, 3 Re({)] U [3 Re((), +oo[= B, alors on a :

ug(
De méme, |/ Y g dv|7 e

0 Cl =l - Re(¢) ~ itm(Q) = vIv = Be@P T Tm@)F 2 \/ HRe(OF + 1Im(O) = 3¢

T vdugv) 10/10ug(v)
'/Bz“)d”"'/B(v—c)cd”'S/B |v—<\|<| |<\2/ [vl1dug(w)ldv

Nous obtenons les méme résultas losque Re(¢) < 0

Donc

2.1 Critere de stabilité de Penrose
Il a été montré précedement que les modes exponentiellement croissant existent si, et seulement si, la fonction
o0 o +o0
Z(C):/ —l 7/ 90 g (6)
—00 U C —00 (U - C)

prend une valeur réelle positive dans la moité supérieur du plan Im¢ > 0.
D’apres la Proposition 1, Z est une fonction analytique de ¢, sur Im¢ > 0. Son comportement sur le co6té
supérieur de 'axe réel est donnée par

+oo +oo
Z(€ +10) = hm/ %d —PV/ avggdv—l—m&,g(f) (7)

Ou P.V désigne la valeur principale de cauchy. Pour exposer les propriétés pertinentes de la fonction Z(£+10)
nous utiliserons certains diagrammes dans le plan z. La fonction Z alloue a chaque point du plan ¢, une image
unique dans le plan z. Supposons maintenant que le point { avance le coté supérieur de 'axe des réels de —oco a
+00. Z(£ +140) est continue, 'image Z(() tracera une courbe dirigée(voir figure 1) que nous appellerons l'image
de T'axe réel ou de Z(R). Cette courbe débute et termine a 'origine z = 0, Z(0c0) = 0. Maintenant si Zy est
un point étant sur Z(R), alors par la proposition 3 de la section 3 le point Z(§ + i0) avancant sur Z(R) tourne
autour de Zy en sens inverse des aiguilles d’une montre, le méme nombre de fois que Z(¢) prend la valeur Zy
dans la moitié supérieur du plan.

Dorénavant, 'image de n’importe quelle point dans la moitié supérieur du plan doit étre a l'intérieur ou sur
Z(R); donc I'image du demi-plan supérieur est a l'intérieur de Z(R). Par conséquent, Z({) prend des valeurs
positive quelque part dans ce demi-plan si et seulement si la courbe Z(RR) entoure la partie de I’axe z réel positif.
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FIGURE 1 — Profil & droite et son diagramme de Penrose & gauche représente la courbe possile de Z([—5, 5])
pour la distribution g(v) = 2e?" + e*(“*UU)Q, avec vg = 2.5. L’image de la moitié supérieure du plan est a
Iintérieur de la courbe obtenue pour M = 5 et dr = 0.03. Elle incluent vraiment des valeurs réelles positives
car Z([—5,5]) entoure la partie de 'axe z réel positif.

Cela peut & son tour arriver si et seulement si la courbe Z(R) passe 'axe z réel positif ; de plus le point Z (€4 0)
avangant de Z(R) entoure les points & Uintérieur dans le sens inverse des aiguilles d’une montre sens qu’il doit
se déplacer de bas en haut sur laxe z réel positif. Par conséquent, Z(¢) prend des valeurs positives dans le
demi-plan supérieur si et seulement si il y a un point ou ReZ (£ + i0) est positive et ImZ (£ 4 i0) change de
signe de - & +. Maintenant d’apres (7), un tel changement de signe de I'mZ (£ + i0) = 79, g(£) correspond & un
minimum de g(v). Aussi, ReZ(§ 4 i0) peut, d’apres (7) étre exprimé de la forme

Re Z (€ 4 10) o /;oo dlg g(g)]

lim {
E*)O

e—0
B T g(v) = g(€) ’
- P.V/_OO Lt 9

Si g(v) a un minimun & v = ¢, la valeur principale dans (8) est unitile. En conséquence, nous pouvons déduire
le critere de stabilité suivant : Les modes exponentiellement croissant existent si, et seulement si, il y a un
minimum de g(v) & une valeur v = ¢ tel que

[,

Noté qu'un minimum de g(v) étant nécéssaire pour Uinstabilité, mais on n’a pas donné lautre partie du
critere. Il y a une ambiguité si g(v) a un minimum plat occupant une gamme finie §; < £ < & durant laquelle
ImZ(&+1i0) = 0 et ReZ(£ +40) change de signe. Dans ce cas 1a, une partie de la courbe Z(R) est le long de
laxe z réel. Une étude de la figure montre que cette partie de Z(R) entoure sur son coté gauche une partie
de T’axe réel positif si, et seulement si, ReZ (£ + i0) est positive partout dans 'intervalle & < & < &. Ainsi le
critere donné au dessus est valable si la condition

29 g(0) - g(&)
.[m w_ge ©70

est interprété pour signifier que cette intégrale est positive partout dans l'intervalle £ < € < &. Quand le
critére précedent indique vraiment qu’il n’y a aucune solution de k? = Z(¢) dans la moité supérieur du plan une

5 e
- mw/ +/'}m—aﬂmw—mmm+mmww—m&fww@+ﬂk
o Ete e—0



méthode pour découvrir des solutions sur la frontiere de la partie supérieur du plan, le c6té supérieur de ’axe
¢ réel peut étre utile. Si de telles solutions existent, Z(R) touche I’axe réel z positif sans le traverser et donc un
critére convenable est qu’en l’absence des modes exponenticllement croissant, les solutions de k* = Z(() avec ¢
sur le coté supérieur de l'axe des réel se produisent si et seuleument si il y a une valeur de € tel que 0,g(£) =0,

Owg(§) =0, et
[T,

(v—=¢)?

—0o0

3 Outils mathématiques

Définition 3. Un péle de la fonction f est un point a pour lequel f(z) tend vers linfini lorsque z tend vers a.
Formellement, soient U un ouvert du plan compleze C, ¢ un élément de U et f : U\ {a} — C une fonction
holomorphe. S’il existe une fonction g : U — C et un entier naturel non nul n tels que :

(zg(zcz)" pour tout z dans U \ {a}

alors a est un pole de f. L’entier n est appelé l'ordre du pole. Un péle d’odre 1 est un péle simple.

gla) #0 et f(z) =

Définition 4. Une fonction méromorphe est une fonction holomorphe dans tout le plan complexe, sauf éven-
tuellement sur un ensemble de points isolés dont chacun est un péle pour la fonction.

3.1 Analyse complexe : théoreme des résidus

Théoréme 1. Soit U un ensemble ouvert et simplement connexe du plan convexe C, 21, ..., z, un ensemble de
points distincts et isolés de U et f une fonction définie et holomorphe sur U\ {z1,...,2n}. Si~y est une courbe
rectifiable dans U qui ne rencontre aucun des points singuliers zi et dont le point de départ correspond au point
d’arrivé (c’est-a-dire un lacet rectifiable), alors :

/f(z)dz = 2im Y Res(f, zr)Ind (z)

k=1

Ici, Res(f,zr) désigne le résidu de f en zp, et Ind,(zx) Uindice du lacet v par rapport d z. L’indice de la
sommation Y porte sur tous les points singuliers zx, y compris le point & Uinfini. Intituivement, l’indice du
lacet est le nombre de tours autour de zy effectuées par un point parcourant tout le lacet. Ce nombre de tours
est un entier; s’il est positif v est parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (sens direct) autour
de zi, nul si v ne se déplace pas du tout autour de z et négatif si v est parcouru dans le sens des aiguilles
d’une montre autour de zy. L’indice est défini par

1 dz
Ind»y(Zk) == %/ 7 — 71
v

Proposition 3. Soit ¢, le nombre de solutions de Z({) = k? avec Im¢ > 0. Alors

ek = Indz gy i0)(k?)

Démonstration. Ici, nous donnons simplement les idées de la preuve. soit € > 0,

1 1 1 Z'(& + ie)
Ind o (k) = ———dz = — - d
ndz@iie(K) = 5.2 /Z(R i) 2= K2 T 2w Jp Z(E+ie) — 2 &
. Z'(§ + ie)
la fonction § — m
est méromorphe (holomorphe + pole), Ses poles sont les solutions de Z(¢) = k2, le résidu en un pole est égal a
lordre d’annulation. Puis par passage a la limite quand € — 0, on obtient le resultat. O



3.2 Valeur principale associée

Proposition 4. On définit l'espace  Cy(R) = {f € C™(R) telle que Ym < n,lim|y_, o fm)(x) = 0}.
Si f € C(R), alors Ym < n, f(™) est umformement bornée.

Démonstration. im0 (™ (z) =0 <= Ve >0, A, > 0 tel que |z| > A. = |f(™)(2)| <&

On fixe € = 1. Alors , J4; > 0 tel que |z| > A; = |f(™)(z)| < 1

Pour z € [~Ay, A1], f™) est continue sur un compact donc IM > 0 tel que | ™) (z)] < M
donc Vz € R, | f(™)(z)| < max( M,1 ). On conclut que ¥m < n, f(™ est uniformément bornée. O

Proposition 5. Si f € CJ(R) alors

€ C" (R xR)

Démonstration. Elle se fait par réccurence sur n : remarquons que g(v, vg) fo (vo +t(v—wg))dt si f est CL.
o V(v,v9) € R x R, la fonction t — f/(vg + t(v — vg)) est intégrable car

1 1
[ o tto = wnat < [ 1 w0+ 0 = w)ldt < (17| < o0
0 0
e Vv € R, la fonction v — f'(vg + t(v — vg)) est dérivable et

D+ 10 = 1)) = (e + o — 0))

De plus, [tf" (vo+t(v—wo))| < [|f"||ct €t |[f”]|oo fol tdt = ||f"]|oo/2 < 00. On conclut par convergence dominée
que g est dérivable sur R et

1
%(v,vo) = /0 tf" (vo + t(v — vo))dt

On procede ainsi de suite jusqu’a l'ordre n — 1. On a

an—l

St (0 + (v —0))) = L) (ug + t(v — vg))

Or [t~ ) (wo+t(v—20))| < ||F™|oot™ et ||F™]] 0o fol tn=ldt = || f("]|, < co. On conclut par convergence
dominée que g est dérivable jusqu’a U'ordre n — 1 et

an—lg 1
o=t (v:10) = / £ o+ (v — o))t
v 0

Proposition 6. Supposons que ¢ : R — R soit de classe C? telle que :
i) p(0) =1
i) p(v) < ¢

iii) ¢ paire alors

P.V/Jroo Ovg dv — /+oo Ovg — @(’U - E)@Ug(f) dv

—00 U__€ —00 U-—f

h(v.£)

Démonstration. Etude de la régularité de h(v, &) par rapport a v et £. Remarquons que :

dvg(v) — 0ug(§) (v —¢) — ¢(0)
" - dvy(8)

Or par hypothese g et ¢ sont suffisament réguliere. En appliquant la proposition précédente & h(v, &), on conclut
que h est dérivable au point £ donc continue Vv € R. Par conséquent, h(v, ) est localement intégrable sur R.

¢(v) <

h(l},g) =

c
2

c
Puisque ¢(v) < — alors fonction intégrable au voisinage de 'infini
v
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Par conséquent,

09— (v —8)0,9(&) , . [ 0ug — (v —E)Dug(€) 20 9,9 — p(v — €)0,9()
/. o€ w o= v € d”+/§+s v €
E—e av —e
= ([ oo [ AP

+ 1im(/+°° 991 — 0,9(¢) /+OC %“)dv)
13 €

e=0"Jeie v—¢&

E—¢ +oo
= hm(/ 009 dv—|—/ 99 dv)
- 3

+e ’U—f

~oug@ iy ([ P au / ey,

e=0"J_o v v

0 car ¢ paire

4 Approximation numérique

4.1 Méthode du point milieu

Etant donnée un intervalle borné [a, b], on cherche & approcher I'intégrale f: f(z)dz. La méthode consiste a
décomposer U'intervalle [a,b] en M intervalles [x;_1, z;] de méme longueur, i = 1,2,..., M aveca = x¢ < ... <

zp = b et ensuite a approcher chaque intégrale f;il f(x)dx en remplacant f par son polynéme d’interpolation

sur U'intervalle [z;_1, ;). On choisit 2;_; /o € [2;_1,2;] et on remplace f sur [z;_1,2;] par le polyndéme de degré
0:po(z) = f(x;-1/2); on a alors :

/ " f@)de o (a i) [ o),
et par suite
b M
[ @ = Y@= i) i)
a i=1

qui est une somme de Riemann ou l'on a posé x;_1 /2 = (;—1 + ;) /2
Proposition 7. Soit n € N* et f € C""{a,b] alors la méthode du point milieu est au moins d’ordre 2.

Démonstration. Soit x € [z;_1,2;] comme f € C""! on a d’apres la formule de Taylor-Lagrange :
n )k
—T;_1/2) n
f(x) = f(wi_iy2) + (. —2i—1)2) f " 1/2) +Z =l f(k)(xz'—l/z)"‘O(ﬂC—ﬂ%—l/z) +
k=2

alors, posant Az = x; — x;_1

T

dv)

Z; xz Z;
/ f(ﬂ?)dl‘ = (,CCZ‘—jSfl)f(mi,1/2)+f/(l'i,1/2)/ ( — Ti— 1/2 da:—i— Z 1/2 / (l’—l’i,l/g)kdl'—l-O(A!L‘)n—i_l

Ti—1

aw/2 udu
—Az/2
Donc
[(n=1)/2] ,(2k+1) Az/2 (n/2] ,(2k) Az/2
f( (xifl/Q) 2k+1 f (xifl/Q) 2k 1
fl@)—f(zi_1/0)dx = —/ T du+ 7/ u**du+O(Az)"t
/ / kZ:O (2k + 1)! —Az/2 ; (2k)! N

2k+1

Or, la fonction u — u est impaire Vk € N il vient donc que

Ax/2 Az /2 1 A 2k+1
/ WFdu=0 et / u?kdu = & Vk
—Ax/2 —Axz/2 2k +1 22k

11



D’ou 2]
n/2

x; f(2k) (wi,l/z)(Ax)%H

/377',—1 f(@) = f(@iz1y2)de = Z (2k + 1)122k

k=1

+ O(Ax)" !
Puis par sommation,

b M (Az) 2 M [n/2] (Al‘)%
/ fl@)de =Y Azf(w; 1) = 51 Zﬁxf” Ti1)2 +Z mzﬁxf@ (Ti—1/2)+0(Az)" (8)
a i=1

Posons My (f) = Zﬁl Az f(x;_1/2) alors (8) devient :

’ & (Az)? 2k
/a f(z)dx — My (f Z Ot 1) '2% (f( )) +O(Az)"

or pour f2P) on a la méme approximation soit,
b [(n—2p)/2] (Axz)2
/ JE @) de = Mu (1) = > (2k + 1)!225MM(f(2k+2”)) +O(Az)" =2
@ k=1 ’

donc

b [(n—2p)/2]
o= [ 1 =S G M)~ Oy

Pour f € C7, on a

b 2 334
[ #t@de = aas() = G M) + S M7 + 080
Or MM // /f// _ 3'22 (f(4)) (A[L‘)4
et
(7 @) / FO @)de — O(Ax)” = ["(0) ~ (@) — O(Ax)
Donc
b 2 1’4
[ st@de = aaanth) = G0 - @)+ GG - Gl e - (@) + 0tda”

Proposition 8. On suppose que f € CS. Alors la méthode du point milieu est d’ordre 2.
e Si f'(b) = f'(a), la méthode est d’ordre 4.
o Sien plus on a f"(b) = f"'(a) alors elle est d’ordre 6.

Reste intégral
Dans le cas ou l'on veut majorer le reste intégral on peut proceder comme suit : soient R} f, R, f les reste
intégral respectifs obtenus en utilisant la formule de Taylor dans chacun des intervalles [x;_1 /2, 2] et [a, b].

T

M
. . 1
On pose R,f = E R, f avec R, f= —'/ (z — )" f D (1) dt
n!
i=1 x

i—1/2

alors,

R f| < (B2

T
[ s
Ti—1/2

puis, par sommation sur tout les sous-intervalles de [a, b], on obtient

M
. A
Raf| <3RS < B2 Z / £ (1)) d = (o) (1)t
i=1 Ti—1/2
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-10

-11-

-12

13
14

ol

-16 T T T T T 1
-3.0 -25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0

FIGURE 2 — Erreur liée au parametre dx. Pour le tracé de I'erreur le graphe s’obtient ici en posant £ = 1,dx =
0.001 et M = 7. Nous utilisons la fonction g(v) = eV 4 e=(=v)* avec vy = 2.5. La courbe en bleu sur le
graphe représente la droite déquation y = ax + b passant le plus proche de tout les points. Sa pente a = 2
correspond & l'ordre de la méthode et b~ 10~° de constante miniscule représente le pied de la pente.

5 Le critéere de Penrose dans une boite

Ici, on se place dans le cas d’un intervalle fermé borné inclus dans R. Soit L > 0, et considérons la boite
[-7L,wL] de taille 2w L. Dans ce cas, '’équation de Vlasov-Poisson devient :

Of +v0,f —VV(t,z)0,f =0
(2) 2 _ 1

5.1 Différence entre transformée de Fourier et séries de Fourier

Soit f : R — R localement intégrable et absolument intégrable sur R. On définit la transformée de Fourier
de f, la fonction notée f ou F(f) de R — C; et sa transformée inverse de C — R par :

P +oo . +oo )
f(k)= \/%/_ f(x)e *edr et f(x) = \/%/_ F(k)et*=dk

Alors qu'une série de Fourier est définie pour toute fonction périodique f : [a,b] — R ou [a,b] est un sous
ensemble fermé borné de R et dans ce cas la, on a

f(x) — cheikwm
kez
Calcul des coefficients de la série trigonométrique : Cas complexe

Soit f une fonction & support compact. On pose supp f = [-wL,7L], alors on a T = 27L or w = 27 /T il
vient donc apres simplification que w = 1/L.

On a f(z) = Z$§‘iw cre' L.

K

L +oo L .
. oy
f@)e " t%dx = Z ck/ e T dx.
k=—o0

—rL —7mL

L .
/ R O0sik+#n
—xL 2rL sik=n
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Les coeflicients sont alors donnés par la relation :

1 L n 1 wL .
=57 [WL f(z)e™'t¥dx = 27r7L/ fe)e™*t%dz, nelZ

—nL
D’ou

P 1 i —iky 1 ok
f(x):kzezckeb avec Ck:ﬁ[wa(x)e L dm:ﬁf(z)

5.2 Adaptation de ’argument de Penrose

Par analogie au cas non périodique, nous avons d’une part :

1
v E(g+n) = pg + pn — L (9)
Comme p, = c'

, on suppose dans ce cas que c*¢ = -2

57+ On obtient alors le méme systeme d’équations apres
linéarisation autour de g, soit

Oth +v0,h + Ep0y,g =0
0zEn = pn

D’autre part, h(t,x,v) a un profil d’onde du type h(v)ei(%x_“t) ce qui implique la formule de dispersion suivante

Y Y
- = ———dv=27(), keZ
L2 /WLv—wL/k v ©
Proposition 9. Si pour tout vy minimum de g, on a

™ g(v) = g(vo) 1
I =

alors la solution stationnaire g(v) n’est pas linéairement instable.

C’est elle qui guaranti la non existence de mode instable dans le cas périodique. Mais ce n’est pas une
condition nécessaire, contrairement a ce qui se passe dans le cas non périodique.

0.2 1-0/7\
| \\
0.91
0.11 9( \
i
oo 6 08 10 12 14 16 o.#z— \
0.0 T A N NS S| “\
o;‘r ‘\
|
01 L1
9] |
R
|
-0.2 \b'si \‘
[ |
| |
bel |
0.3 / : \
\
/0.3 ‘
0.4 \
0.2 ‘
0.5 / \
/017 \
/
-0.61
r T T T 160 T T

FIGURE 3 — Profil a droite et zoom sur son diagramme de Penrose.

Soit [a,b] un intervalle d’instabilité(sous ensemble de R tel que pour tout k? € [a,b], Z(¢) = k? a une
solution avec Im( > 0). La question qu’on se pose est de savoir s'il existe k € Z tel que

k

(1) €l
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k2 (k+1)?

SoitkzzOtelqueﬁ<aet 72 >a

alors,
k2 < al?
al? < (k+1)?

I'inéquation (1) implique que k < /aL et apres substitution dans la seconde on obtient :
al? < (k+1)2 <al?+2yal +1

k+1
Si  al?+2valL+1<bL? alors,(%)2 € [a, b]

donc (b—a)L? > 2y/aL+1 vrai si L est assez grand. Le calcul des racines de I'équation (b—a)L? —2\/aL—1=0
donne le rang a partir duquel c’est vrai. On a

A=4a+4(b—a)=4b>0

nous obtenons deux solutions distincts & savoir :
1 1

A Sy

Comme L est positif, on conclut que

1 k
si L > —=—— alors il existe k € Z tel que (Z)2 € [a, b]

Vb —a
D’ott la proposition suivante

Proposition 10. Si un profil g(v) est linéairement instable sur R alors il en est de méme pour toute boite de
taille L suffisamment grand.

5.3 Exemples

Dans cette partie on s’intéresse a la figure 4 particulierement au zoom du diagramme de Penrose. On consideére
la boite de taille [-7L, 7w L], pour différente valeures de L > 0.

(L = 1) taille de la boite 27, intervalle d’étude [—, 7]
Fréquence admissible : k, k € Z existe t'il k € Z tel que Z({) = k? ait une solution avec Im¢ > 0. Sur la figure,
il n’y a pas d’entier a 'intérieur de la courbe, donc pas de mode instable.

(L = 2) taille de la boite 4, intervalle d’étude [—2, 27]
Fréquence admissible : k/2, k € Z existe t'il k € Z tel que Z(¢) = k?/4 ait une solution avec Im¢ > 0. Pas clair
sur la figure il est donc impossible de repondre avec exactitude.

(L = V/2) taille de la boite 27+/2, intervalle d’étude [—7v/2, mv/2]
Fréquence admissible : k/v/2, k € Z existe t'il k € Z tel que Z(¢) = k2/2 ait une solution avec Im¢ > 0. Oui, il
y a un mode instable.

(L= \/5) taille de la boite 2m+/5, intervalle d’étude [—w\/g, \/5]
Fréquence admissible : k/v/5, k € Z existe t'il k € Z tel que Z(¢) = k2/5 ait une solution avec Im¢ > 0. Non ,il
n’y a pas de mode instable.

5.4 Quand la taille L tend vers l’infini
Considerons un intervalle d’instabilité [a, b]. D’aprés ce qui précéde nous savons que
1

Vb —a

Puisque L — +00, alors pour tout intervalle d’instabilité [a, b] il existera toujours L tel que la condition (1) soit
vérifiée. On conclut que pour L suffisamment grand il existera toujours de mode instable.

k
si L > (1) alors il existe k € Z tel que (f)2 € [a,b]
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A Code numérique

Dans cette partie, nous présentons le code numérique obtenue pour tracer les diagrammes de Penrose. Pour
des raisons d’opérations que doit effectuées la machine, nous nous limiterons a des sous ensembles bornés de R
puis tracerons en echelle logarithmique les erreurs commises d’une part sur les intervalles et d’autre part sur les
pas dx.

g=0.05, r=10, x0=2.5
// Définition de la fonction g
function u=g(x)
u = exp(-x.72) // exp(-(x-x0).72) (1+x.72) .7 (-1
endfunction
// Dérivée de la fonction g
function u=partialg(x)
u= -2*x*exp(-x"2) // 2% (x-x0)*exp (- (x-x0)"2) -(2xx)/(1+x72) "2
endfunction
// Définition de la fonction g2
function u=g2(x)
u= exp(-x"2)+q*r~(-0.5)*exp (-r* (x-x0) ~2)
endfunction
// Dérivée de la fonction g2
function u=partialg2(x)
u=-2%*x.*exp (-x"2) -2*g*sqrt (r) * (x-x0) . *exp (-r* (x-x0) . ~2)
endfunction
// Définition de la fonction phi
function y=phi(x)
y= exp(-x~2) // 1/(1+x72)
endfunction
// Définition de la fonction g associée a phi
function y=f(x,xi)
y=(partialg(x)-phi(x-xi)*partialg(xi))/(x-x1i);
endfunction
// Définition de la fonction g2 associée & phi
function y=£f2(x,xi)
y=(partialg2(x)-phi(x-xi)*partialg2(xi))/(x-xi);
endfunction
// Calcul la valeur principale liée & la fonction g
function I=pv(xi,dx,M)
I=integrale(f,dx,M)
endfunction

// Calcul la valeur principale liée & la fonction g2

function I=pv2(xi,dx,M)
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I=integrale(£f2,dx,M)
endfunction

// Calcul numérique de 1’intégrale par la méthode du point milieu

function I=integrale(f,dx,b)
N=floor (2*b/dx)
I=0;
for i=1:N
I= I + dx * f(-b+dx*(i- 1/2));
end
I =1+ (2%xb - Nxdx )* f(Nxdx/2)
endfunction

// Trace la courbe Penrose de la fonction g

function P=penrose(M,dx)

LR=-M:dx:M
P=[]
for xi=LR

P_temp=[ xi ; pv(xi,dx,24M); %pi*partialg(xi) ]
P=[ P , P_temp ]
end
scf(0),clf(0);
subplot (121)
plot2d( P(2,:),P(3,:),5 )
subplot (122)
plot2d(LR,g(LR) ,5)
endfunction

// Trace la courbe Penrose de la fonction g2

function P=penrose2(M,dx)

LR=-M:dx:M
P=[]
for xi=LR

P_temp=[ xi ; pv2(xi,dx,2*M); %pi*partialg2(xi) ]
P=[ P , P_temp ]
end
scf(0),clf(0);
subplot (121)
plot2d( P(2,:),P(3,:),5 );
subplot (122)
plot2d (LR, g2(LR) ,5)
endfunction

// Trace 1’erreur liée au paramétre dx

function [Wvect,a,b]l=erreurdx(xi,dx,M)
Wvect=[]
PVref=pv(xi,dx/10,M)

while dx<=1
PVtemp=pv(xi,dx,M)
Wtemp=[dx; abs (PVtemp- PVref)]
Wvect=[Wvect,Wtemp]
dx=sqrt (10) *dx

end

X=logl0(Wvect(1,:)), Y=loglO(Wvect(2,:))
clf(); plot2d( X,Y,5 )
plot2d( X,Y,-1 )
[a,bl=reglin(X,Y)
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plot2d(X,a*X+b,4)
endfunction

// Trace 1’erreur liée au paramétre M

function [Wvect,a,bl=erreurM(xi,dx,M)
Wvect=[]
PVref=pv(xi,dx,10%M)

while M>=9
PVtemp=pv(xi,dx,M)
Wtemp=[M; abs (PVtemp- PVref)/abs(PVref)]
Wvect=[Wvect,Wtemp]
M=M/sqrt (10)

end
X=logl0(Wvect(1,:)), Y=loglO(Wvect(2,:))
clf(); plot2d( X,Y,5 )
plot2d( X,Y,-1 )
[a,bl=reglin(X,Y)
plot2d(X,a*X+b,4)

endfunction

e Pour le calcul numérique d’une valeur principale, On se fixe un entier M > 0 et on applique la méthode
du point milieu a la formule

M M
PV/ avg do — / 81)9 - 90(” - E)&Jg(f) dw

mv—¢§ -M v—_§

avec p(v) = e et & on le prend quelconque dans U'intervalle [—M, M]. La fonction g est choisie de telle sorte
qu’elle soit a décroissance rapide a U'infini.

Pour toute la suite on fixe un entier M > 0
e Numériquement, la fonction penrose est celle qui trace la fonction

M

Z(&+i0) = P.V/_M Uaigfdv +im0yg(€)

Ici, on se fixe un pas dz puis on discrétise l'intervalle [— M, M| en plusieurs sous intervalles de longueur le pas.
On se donne une valeur initiale P = [ | vide qui contiendra les valeures obtenues pour le tracé de la fonction.
& n’est pas pris quelconque dans lintervalle [—M, M| mais prend toute les valeurs de la subdivision et pour
chacune de ses valeures on crée un tableau a trois valeurs qui contiendra &, P.V (£, dx, M) et w0,g(£) puis qu’on
associe au tableau précédent.

B Quelques exemples
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FIGURE 4 — Profil a droite et son diagramme de Penrose & gauche représente la courbe possile de Z([—5,5])

pour la distribution g(v) = ev’. L’image de la moitié supérieure du plan est l'intérieur de la courbe obtenue
pour M =5 et dz = 0.03. Elle débute et se termine a l'origine z = 0.

FIGURE 5 — Profil a droite et son diagramme de Penrose & gauche représente la courbe possile de Z([—5, 5]) pour
la distribution g(v) = e " + qe""(“_”‘])z, avec vg = 2.5,q¢ = 0.05 et » = 10. L’image de la moitié supérieure du

plan est a l'intérieur de la courbe obtenue pour M =5 et dz = 0.03. Elle incluent vraiment des valeurs réelles
positives car Z([—5,5]) entoure la partie de ’axe z réel positif
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E // x\k/////ﬁb\k
-13.15 /
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-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0

FIGURE 6 — Erreur liée au parametre dx. Pour le tracé de l’erreur le graphe s’obtient ici en posant £ = 1,dx =
0.001 et M = 10. Nous utilisons la fonction g(v) = eV 4 e~ ("=%)" avec vy = 2.5. La courbe en bleu sur le
graphe représente la droite déquation y = ax + b passant le plus proche de tout les points. Sa pente a == —0.004
est presque nulle et b » 107 de constante miniscule représente le pied de la pente. Dans ce cas 1a, Pordre de
la methode est meilleur que celle obtenue avec M =7

-3.07
-3.57]
-4.0
-4.5 7
-5.0
-5.57
-6.0 7
-6.5 7
-7.0 7

-7.57]

-8.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

FIGURE 7 — Erreur liée au paramétre M. Pour le tracé de I'erreur le graphe s’obtient ici en posant £ = 0.5, dz =
0.1 et M = 400. Nous utilisons la fonction g(v) = 1/(1+22). La pente de la droite a = —3 et son pied b = —0.06.
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FIGURE 8 — Erreur liée au parametre M. Ici, nous utilisons le méme profil que celui utilisé pour l'erreur dx a
savoir la fonction g(v) = e~V + e~ (=v0)” avec vg = 2.5. Le graphe est obtenue en posant £ = 1,dz = 0.1 et
M = 400. La pente de la droite a v —0.27 est quasiment nulle et son pied b est de l'ordre de 107'° ce qui
permet de conclure que l'erreur liée au parametre M n’est pas importante ici.
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