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Résumeé. Nous présentons la condition nécessaire et suffisantd’pristence de solutions périodiques
des équations d’évolution dans le cas des opératewsitas non bornés, maximal mono-
tones et symétriques. Nous montrons aussi une estimatitentps de convergence vers les
régimes périodiques en dimension fini€ 2001 Académie des sciencéditions scienti-
fiques et médicales Elsevier SAS

Periodic solutions for evolution equations

Abstract.  We study here the necessary and sufficient condition forxiséeace of periodic solutions
for evolution equations in the case of linear unbounded makimonotonous and symmet-
ric operators. We present also an estimate of the convemyéinte to the periodic states
in the finite-dimensional case.(© 2001 Académie des sciencésitions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Introduction

De nombreuses applications de la physique mathématigoseat sur la simulation des régimes périodiques.
On rappelle entre autre les tubes a décharge ou les dadate 'soumises a un potentiel harmonique,
modélisés par les équations de Vlasov—Maxwell ou de &#aBoisson ainsi que tout phénomene de pro-
pagation d’onde électromagnétique décrit par les gous de Maxwell. Nous nous sommes intéressés
a l'existence de la solution périodique pour le systerae/thsov—Poisson ([4] et [5]) ainsi que pour le
systeme de Vlasov—Maxwell ([6]). Au cours de ces étudaesnouvelle méthode, dite deabsorption li-
mitea &té développée afin de réduire le temps de convergensées régimes périodiquesofr [2]). Dans
cette Note on se propose d’étudier d’avantage cette mdéttirlus précisément, nous cherchons I’hypothese
minimale sous laquelle une équation d’évolution avecarme source périodique en temps admet des so-
lutions périodiques. Dans un premier temps nous avordiéete cas des opérateurs linéaires, positifs et
symétriques. Signalons cependant que ces résultatepese généraliser pour des fonctions croissantes
arbitraires @z = g(x)) en une dimension.
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2. Equations d'évolution périodiques

Dans toute la suité/ désigne un espace de Hilbert. Sdit D(A) C H — H un opérateur linéaire non
borné maximalRange((I + A) = H) monotone (Az, z) > 0 pour toutz € D(A)) et f € C(R, H) une
fonctionT-périodique en temps. On étudie I'existence des solstfriodiques de I'équation d’évolution
suivante :

' (t) + Az(t) = f(t), teR. (1)

Supposons d’abord qu'il existe une solution périodiquerpette €quation. En tenant compte du fait que
le graphe d'un opérateur maximal monotone est fermé pagiation suf0, 7] on déduit :

T T . 1 T 1 T
/Of(t)dt:A</0 :c(t)dt) ou bien (f) ::T/o f(t)dt:A(T/o x(t)dt>=A<x>.

Donc une condition nécessaire pour I'existence de laisolyeriodique est donnée par :

T
() 1= % /0 F(t) dt € Range(A). 2

Malheureusement, méme en dimension finie cette conditiest pas suffisante. Pour cela il suffit de
considérer la rotation orthogonale en deux dimensibtfas y) = (—y, =), pour tout(z, y) € R2. Bien que
la condition (2) soit satisfaite, puisque cet opératetisagectif, on remarquera que po(f(¢), g(t)) =
(cost, —sint) il n'existe pas de solutio@r-périodigue. Cette condition est toute méme suffisantes ta
cas des opérateurs symétriques. La démonstration desaoéiat s’appuie sur la méthode dalsorption
limite qui consiste a perturber I'équation d’origine par un temn z(t), o > 0.

THEOREME 1. — Supposons qud est lintaire maximal monotone sytnique etf € C*(R, H) est
une fonction-périodique. Alors lequation(1) admet des solutionsepiodiques si et seulement&f) €
Range(A) (autrement dit, si et seulement si il existe des solutions péguation stationnaire ass@ga
un terme sourcéquivalent la moyenne du terme sourcérpdiqug.

Démonstration. — En tenant compte de I'observation précédente, la candist nécessaire. Montrons
maintenant qu’elle est aussi suffisante. Pour cela noussationsidérer les solutions périodiques uniques
des équations perturbées (existence et unicité ssspdr le theoreme du point fixe de Banach appliqué a
I'opérateural + A) :

a-xo(t) + 2l (t) + Azo(t) = f(t), teER. (3)

Si on multiplie (3) par’,(t), apres intégration sy, 7'] on obtient :

T T T T
/0 a(za(t), 2y (1)) dt + / I (6)12 d + / (Ao (£), 21 () dt = / (F(t), 2y (£)) .

En tenant compte de la symétrie de I'opératéiet de la périodicité de,, on vérifie aisément que :

T T T 1 d
| ataa@der [ (Ara®a)de= [ 5 S aleal®l + (Ara(t),za(t) dt =0,
0 0 0
d’ol on déduit : ) )
i "t < — /a 2 < — 2 . 4
ain, [z, ()] T |z, L2 o, 7, 1) Wi | fllL2qo, 71, m@) (4)

Puisque I'opérateurl est linéaire on peut dériver I'équation (3) par rapparttemps ce qui conduit a
a-zl () + 2 (t) + Azl (t) = f'(t), t € R, et aprés multiplication par/, (¢) on trouve :

t
2Ol < 24(s)] + [ IF@ldr, s<t s teR a>o ®
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Finalement, en utilisant (4) et (5) il résulte|, |1 (o,7,m) < ﬁ I fll2qo, ey + 1 lLrqo,rr,a)-
Comme précédemmenton a aussic, )+ A (x,) = (f). En utilisant 'hypothéséf) = Azg, zo € D(A),

et la monotonie del, apres la multiplication pafr, ) — xo on trouve|| (z,) || < ||zol|, pour tout > 0 (on
peut montrer méme que la suité:,)).>0 est convergente darf$ vers I'element de norme minimale de
A=Y (f)). Maintenant, il est clair quér,)a>o €t (z),)a>o0 sont uniformément bornés dah&° ([0, 7], H)
puisque :

at) — {7} | = H%/T /:x;mdms

En effet, on peut montrer que les suites ).~ et(z,)o>0 Sont convergentes daf$[0, 7], H). Montrons
d’abord quea?, )4 >0 €st une suite de Cauchy dafif0, T, H). Puisque I'opérateud est linéaire on peut
écrire ta - (wa(t) — 25(t)) + 2, () — 25(t) + A(za(t) — 25(t) = —(a — B)zs(t), t € R, a, > 0;
d’ol, comme précédemment, on déduit :

<VT I fllezqo,r ey + T L go, oy m)-

1
|y, — xllLee (0,17, H) < T (e = B)zsllLz2qo, ) + (@ = B)xllL o,y < o — 5] - Const,

etdonc(z),).>0 a une limite dan€:([0, T, H). Finalement, puisqu’on sait déja que la suite des moygnne
({za))a>0 €St cOnvergente, on déduit qie,).o est aussi une suite convergente da®, 7|, H) vers
une solution périodique de (1).

En dimension un le résultat est plus général, il est atsdable dans le cas non linéaire :

THEOREME 2. — Soitg : R — R une fonction continue, lipschitzienne et croissarfte, R — R
continueT-périodique. Alors lequation :z/(t) + g(z(t)) = f(t), t € R, admet des solutiongpodiques
si et seulement sif) € g(R). Sig est strictement croissante la solution est unique.

Nous renvoyons a [3] pour les détails de démonstratiaontkbns maintenant comment on peut adapter
ce résultat aux problemes avec conditions limites.

PrROPOSITION —Soitf € C1(R,L?(0,1)), g0 € C'(R,R) etg; € C!(R,R) des fonction§-périodiques.
Alors le probEme instationnaire :
Opu— 2w = f(t,x), (t,x) € Rx(0,1),
0,u(t,0) = go(t), Oyu(t,1)=g1(t), t €R,

admet des solutionsépiodiques si et seulement si il existe des solutiomsogliques pour le pro@me
stationnaire :

T
V@) = () = g [ S e 0.1),
T T
U0 = )= 3 [ wde VO =)= 7 [ a0

et par congquent si et seuIementﬁT gi(t)dt = fOT go(t)dt + fOT fol f(t,z)dzdt.

Démonstration. —En posant: = v+ ug, oliug € C(R,H?(0, 1)) est une fonction périodique vérifiant
les conditions limites (on peut considétg(t, z) = (z— %)go(t) + % g1(t)), on se raméne a une équation
d’évolution :

5 O2v(t) = f(t) — Opuo + Q2uo(t), tER,

ol —92 : {w € H?%(0,1) | w'(0) = w'(1) = 0} c L%*0,1) — L3(0,1). En utilisant le théoreme
précédent on déduit que cette équation admet des @madupiériodiques si et seulement si il existe une
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solution stationnaird” € H2(0,1) pour —V" = (f) + (uo)” avecV’(0) = V’(1) = 0 ou bien—(V +
(o))" = (f) avec(V + (up))'(0) = V'(0) +(up(0)) = (go) t(V + (uo))" (1) = V'(1) + (ugp(1)) = (g1)-

3. Estimation du temps de convergence

Dans ce paragraphe nous allons analyser la convergencméélade de Bbsorption limite On s’intéressera
a la résolution de I'équation :
' (t) + eAz(t) = f(t), teR, (6)

olie > 0 est un petit parametre} € M,(RR) est une matrice symétrique positif définiel¢, x) > m/||z||?
pour toutz € R%, m > 0) et f € C(R,R?) vérifie (f) = 0. En général, la solution périodique de cette
équation peut se calculer en choisissant une donnéaéndibitrairer, € R? et en passant a la limite pour
t vers linfini : .
z(t) = exp~ ¥z + / exp (94 f(s)ds, teR.
0

On remarquera que le temps de convergence vers)wapproximation du régime périodique, est de
rordre de® (== In(||lzo — 2500)|| /7)), ce qui demande un volume de calcul trés important pour eiep
valeurs du parameétre Voyons ce qui se passe maintenant en utilisatidorption limite Considérons
I'équation perturbée :

a(t)-z(t)+2'(t) + cAz(t) = f(t), teR, (7)

ou cette fois-civ est une fonction positive décroissante. On montre d’alel@mme suivant :

LEMME. —Soita : R — R* une fonction écroissante telle que(i) lim; ... a(t) = 0 et(ii) [;° a(t) <
oo. Alors la solution d€7) converge vers une solutioepodique dg6).

Comme fonction d’absorption nous allons choisir une fanctonstante par périodesinT + t) = a,,
pour toutt € [0, T[. Nous procédons de la maniere suivante : on se dapne 0 et pourn > 0, a1 = ay,
si |z((n + 1)T) — z(nT)| > n, autrementv,,,; = o, exp~ L. Dans ces conditions on peut montrer
gu'on se place dans les hypothéses du lemme précédemtpdtisile temps de convergence vers yng
approximation est de I'ordre dﬁ(\/iﬁ In(1/n)) et donc indépendant par rapport &ette méthode a été

appliquée avec succés pour la résolution numériqguédeations de Maxwell ou Vlasov—Maxwell. Elle a
permis notamment le calcul des solutions périodiquessapn nombre réduit de période®if [2]).
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