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Résumé. On précise la distribution limite de I'estimateur des moindres carrés dans les modéles
autorégressifs explosifs gouvernés par un bruit longue mémoire, cette distribution limite
n'est pas gaussienne, mais un mélange de variables gaussien2@80 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Explosive autoregressive models with long-memory noise

Abstract. Here we give the limiting distribution of the least squares estimates in the explosive
autoregressive models driven by a long-memory process. We prove that with an appropriate
normalization the estimation error converges, in distribution, to a mixture of normal
distributions.0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

1. Introduction

Dans cette Note((2, .4, P) est un espace de probabilité sur lequel est défini le modele autorégressi
d’ordrep suivant :

Yt =01Yi—1+ -+ apYe—p +€¢, (1)

y; et e, représentent respectivement la sortie et le bruit du moggle,“(aq,...,a,) est le parametre
inconnu. Pour estimeB, on considére I'estimateur des moindres carrés :

n -1 n
m:(z@_lm_l) S0
k=1 k=1

ou q)tfl = t(yt,]_, e ,ytfp).
Les propriétés asymptotiques de I'estimateur des moindres ¢étrént été étudiées par Lai et Wei [6]
en supposant que le bryit; ) est une différence de martingales, ils ont montré qu'il est fortement consistan
sans supposer de contraintes sur les racines du polyndme caractérgtique 1 — a1z — - - - — apzP.
La distribution limite 3,, a été étudiée par Chan et Wei [2] dans le casydu) est instable (i.e.,
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¢(z) =0=|z|] > 1). Les modeles autorégressifs multivariés ont été étudiés par plusieurs auteurs, Duflo
al. [4] ont étendus les travaux de Lai et Wei [6] au modeRe; (1), Touati [8] précise la loi limite dans le cas
d’'un modéle mixte. Dans ce travail, on considére le modéle (1), en supposant que le bruit est un proce:s
longue mémoire. On montre que la distribution limite Ag, dans le cas ogp(z) est explosif, est non
gaussienne mais un mélange de distributions gaussiennes. Dans leyg@s eat instable, la distribution
limite de 3,, est précisée dans Chan et Terrin [3].

2. Notations et hypothéses

On notei>, et respectivement la convergence en loi, en probabilité et @3(Q); X ~
N(m,T) signifie queX est un vecteur gaussien de moyennet de matrice de covariantg * X désigne
la transposée de la matrice.

Si X est une matrice, on notexc(X) le vecteur obtenu en empilant les colonnes les unes au dessou
des autres, c'est-a-dire que Xi = (X1, X»,...,X,), X, est laj™ colonne deX, alorsvec(X) =
(X1, X, .., P X)) Amin(A) (respAmax(A)) est la plus petite (resp. grande) valeur propre de la matrice
A. A estla matrice compagne du polynémg).

1: le bruit(e;) est un processus stationnaire gaussien ayant une densité spgctyatele que :

FO) =LA, 1/2<H <1,
L est une fonction telle qué(na)/L(n) — 1 quandn — co pour touta > 0, bornée sur tout
intervalle fini, etf est intégrable sur, r].

Remarquel. — Le processug&;) admet la représentation spectrale :
fu= [ explimA) WY,
ou W (-) est une mesure aléatoire gaussienne.

2 les variables aléatoirgs_,,, . .., yo sont de carrés intégrables et indépendantés,de
3: le polyndmep(z) est explosif (i.e.p(z) =0 = |z| < 1).

3. Résultats principaux

THEOREME 1. —On suppose que les hypothébe$—H.3sont satisfaites. Alors
(i) ona
A"d, 2 L=+ / (exp(—iNA —1,) "' 2N W (dN)e, )

—T

e1 =%1,0,...,0) vecteur de taillep, 1) ;
(i) laloide L ne charge pas les hyperplans Bé ;
(iii)

AN B (AT L S, = Z AFLELY (AR, ©)
k=1
de plus,

P(2;>0)=1. (4)
Eléments de démonstrationDe (1) on obtient :

A", —<I>0+ZA eper = <1>0+/ > A Fexp(ikA) SN W (dN)er

k=1 T k=1
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g A Fexp(ik)) — (exp(—i/\)A - Ip)_l, VA€ [—m, 7],
k=1
et

> A Fexp(ik))
k=1

=O(1),

donc

—0:

Z A Fexp(ik\) — (exp(—iA)A —1I,) ! ;
L2 ([=m,7], f(A)dX)

k=1

par conséquent, la convergence (2) s’obtient par la continuitéldadss intégrales stochastiques.

Remarque2. — Les intégrales stochastiques considérées dans cette Note sont des intégrales par raf
a la mesure gaussienfié(-) et sont donc des intégrales de Wiener—idi( Major [7]).

Pour toutz € R? — {0}, ‘=L = 'z®, + 'zn, ol *zn est une variable aléatoire gaussienne centrée et de

variance non nullg™_ |tx(exp(—i/\)A —1,) te \Qf()\)d)\, et donc la loi dej, et par conséquent celle de
L, ne charge pas les hyperplansikie

La démonstration de (3) et (4), s'obtient en adaptant celle de (Lai et Wei [6], Theorem 2) et en utilisa
le résultat :

[A7" | =0(p"n" 1), (5)
ou

p=max |A], v=max{m;, [Nl =p},

(Aj,1<j <p) sontles valeurs propres de la matrike’!, etm; est la multiplicité de\;. O

Le théoreme suivant donne la distribution limite@le et établit sa consistance.

THEOREME 2. —Sous les hypotheskks1-H.3 on a:
(i)
YAM)(B, - B) SN, (6)

Ny =A4 ( — &y + / (I, — Aexp(—M))1f1/2(A)W(dA)el>,
ou A; estune matrice gaussienne indépendantéglet de la suitge;) ; de plus,A; est de moyenne
nulle et le(j, k)™ bloc de sa matrice de covariance est donnépar

T

var( A1) e = / (I, — Aexp(i))) _1e;ek (I, — "Aexp(—i))) _1f(/\)d/\;

—T

e; est lej®M vecteur de la base canonique && (vecteur dont les composantes sont nulles sauf la
j*Mequi est égale d).
(i) Lestimateur3,, est faiblement consistant avec la vitesse de convergence

18, = BII* = 0p (d(n)p*"n*~ 1), @)
p etr sont donnés paf5), et pour toute suité(n) T co.

891



M. Boutahar

Eléments de démonstrationGn utilise le théoréme de Riemann—Lebesgueir(Zygmund [9],
Theorem (4.4)), précisant que le coefficient de Fourjede toute fonction intégrable est tel que,:— 0
quandn| — oo ; et le lemme suivant dont la démonstration est facile :

LEMME 1.-Posons

At = / (I, — Aexp(id)) ~ e DA /2 ()W (dN),

AO:/,, (T, — Aexp(—i))) ' Y2 (AW (dN).

Alors Z,, = *(*®," vec(Ap)," vec(An,1)) Lz= (", vec(Ap),  vec(Ay)).

Dans un premier temps, on montre que

n

AN Dy ey 5 Na (8)
1
Apres un long calcul, on montre que
A" i Q1 =0p(1) + Vi,
1
ou

Vi =An1 (—(I)O + / (I, - Aexp(—i)\))1f1/2(/\)W(d/\)el) .
Les composantes de ce dernier vecteur sont des fonctions continues de celles du&edtdini dans le
lemme précédent, donc la convergence jointe (8) découle de ce dernier lemme et du théoréme des fonc
continues (Billingsley [1], Theorem 5.1).

Finalement, la convergence (6) s’obtient de (3)—(4) et (8).

Pour la démonstration de (7), on utilise (6) pour obtéf(in)] =1 (8, — B)(A™)t(A™)(8, — B) -0,
qui implique que

Auin ((A")*(A™)) 18, = BI* = 0, (d(n));
de plus,
i (A7)' (A7) = A ((A ) (A7) = [ A" =0 (7?0 D). O
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