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Premiére partie

Calcul stochastique






Chapitre 1

Espérance conditionnelle

1.1 Définitions

1.1.1 Tribu

Soit Q un espace (ou ensemble), soit F une famille de sous-ensembles de
Q.

DEFINITION 1 On dit que F est une tribu (ou o-algébre) sur ) siles condi-
tions suivantes sont satisfaites :

i. O et Q sont dans F,

it. Si A est dans F, alors A est dans F, ou A° est le complémentaire de A
dans €.

ii. Si (Ap,n > 1) est dans F, alors \J,—_, A, est dans F.

1.1.2 Mesurabilité

DEFINITION 2 Une variable aléatoire (v.a.) réelle X est mesurable par rap-
port a une tribu F si X Y (B) = {A, X(A) € B} C F, ou B est la tribu
borélienne contenant les ouverts de R.

On dit aussi que X est F-mesurable.

DEFINITION 3 Soit Y une variable aléatoire (2, F) — (R™,B"). La tribu
engendrée par la v.a. Y est

oY)=Y B ={ACQ:3BeB"Y(A) =B}

7



8 CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

THEOREME 1 Soit Y un vecteur aléatoire & valeurs RP. La variable X est
mesurable par rapport & o(Y') ssi il existe une fonction borélienne (i.e. me-

surable) g sur RP telle que X = g(Y).

1.1.3 Probabilité conditionnelle

DEFINITION 4 Soit A et B deux événements de F, avec P(B) # 0. La pro-
babilité conditionnelle de A sachant B est définie par

P(AN B)

PA|B) = =55

1.1.4 Espérance conditionnelle dans >

Soit L?(Q, F, P) I'espace de Hilbert (c’est a dire 1'espace des variables
aléatoires de carré intégrable) muni du produit scalaire :

< X,Y >= E(XY).
DEFINITION 5 Soit X € L?(Q,F, P). L’espérance conditionnelle de X sa-
chant Y, noté E(X |Y), est l'unique élément X € L*(Q,0(Y), P) tel que
E(XZ)=EXZ)V ZeL*Qo(Y),P)

L*(Q,0(Y), P) est le sous espace de L*(Q, F, P) formé par les variables aléa-
toires de carré intégrable et o(Y')-mesurable.

DEFINITION 6 Soit X € L*(Q, F, P) et G une tribu. L’espérance condition-
nelle de X sachant G, noté E(X | G), est l'unique élément X € L?*(Q),
G-mesurable et tel que

E(XZ)=E(XZ) ¥ Z e L*(Q,G,P)

1.1.5 Espérance conditionnelle dans L'.

DEFINITION 7 Soit X € LY(Q,F, P) et G une tribu. L’espérance condition-
nelle de X sachant G, noté E(X | G), est l'unique élément X € L'(Q, G, P)
tel que

E(XZ)= E(XZ) pour toute v.a. Z bornée G-mesurable.
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1.1.6 Cas des variables continues.

DEFINITION 8 Soient X etY deux vecteurs aléatoires a valeurs dans RP et
RY tels que Z = (X,Y) admette la densité fxy(x,y). La densité condition-
nelle de X sachant 'Y =y est définie par

B i fy) > 0

Ixy(z|y) = , (1.1)
0 sify(y)=0.

o fy(y) = Jpo [xy (@, y)dax est la densité marginale de Y.

Posons

hy) = / gl (@] y)d. (1.2)

h(y) est I'espérance conditionnelle de g(X,Y') sachant que Y = y.
[’espérance conditionnelle de g(X,Y’) sachant Y est

E(g(X,Y)|Y)=h(Y).
Exemple . On suppose que (X,Y") suit une loi uniforme sur le domaine
D={(z,y) eR®0<z<1,0<y<1ly>uz}.

Ona fixy)(z,y) =K =2, car fD fox v (z,y)dedy = 1.
Fry) = [Y2de =2y, fx(z)= [ 2dy=2(1—-x).

, stz el0,y]
Ixy (@] y) = (1.3)
0 sizé¢][0,y].
) = BX Y =0) = [ Zdo=y/2
On a E(X |Y)=Y/2, E(X) = 1/3;

E(X|Y=1/2)=1/4, E(X|Y =1)=1/2.
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1.2 Propriétés de ’espérance conditionnelle

1) Linéarité. Soit a et b deux constantes. E(aX + bY | G) = aE(X |
G) +bE(Y | G).

2) Croissance. Soit X et Y deux v. a. telles que X < Y. Alors E(X |
G) < E(Y | G).

3) Espérance imbriquée. EF[E(X | G)] = E(X).

4) Si X est G-mesurable, E(X | G) = X.

5) Si Y est G-mesurable, (XY | G) =YE(X | G).
6) Si X est indépendante de G, E(X | G) = E(X).

7) Si G et ‘H sont deux tribus telles que G C H alors E(X | G) = E(E(X |
H) | G) = E(E(X |G) | H).

8) Si ¢ est une fonction convexe, alors ¢ (E(X | G)) < E(o(X) | G).
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1.3 Théoréme de Radon-Nikodym

DEFINITION 9 Soit P, et P, deux mesures de probabilités. On dit que Py
domine Py si Py est absolument conlinue par rapport a Py, noté P, < Py,
c’est a dire que pour tout A € F tels que Pi(A) =0, on a Py(A) =0,

THEOREME 2 Soit P une mesure de probabilité et . une mesure finie. Si
P < p, alors il existe une v.a. non négative f (presque sirment unique) telle
que pour tout A € F

mm=[ﬁwmwm

On note f = % (f étant la densité de P par rapport a p).
Exemple. P est la mesure de Gauss centrée réduite sur R, c’est a dire que
pour tout intervalle |a, b|

P(la,b]) = \/%/ e 124,

et p est la mesure de Lebesgue, c’est a dire que du(t) = dt.

THEOREME 3 (Autre version) Soient P et ) deuz probabilités définies sur
le méme espace (Q, F). Alors P < Q si et seulement si il existe une variable
Z >0 F-mesurable et d’espérance 1 sous Q) telle que pour tout A € F,

P(A) = Eo(Z1,) (1.4)
—téﬂwmw> (1.5)

On appelle Z la densité de Radon-Nikodym de P par rapport a Q) et on écrit

_ _dp
dP = Zd(@ ou encore Z = o
14 est la fonction indicatrice de A c’est a dire que

1 si weA
lA(w) =
0 sinon
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1.4 Exercices

Exercice 1. Montrer que si X € L2, E(X | G) =Y et E(X?| G) = Y?
alors X = Yp.s.
Exercice 2. Soit X,Y deux v.a. telles que la v.a. X — Y est indépendante
de G, d’espérance m et de variance 0. On suppose que Y est G-mesurable.
Calculer E(X —Y | G). En déduire E(X | G). Calculer E((X —Y)?| G). En
déduire E(X? | G).
Exercice 3. Soit X = X; + X5. On suppose que X; est indépendante de G,
que X5 est G-mesurable et que X, est gaussienne.
1. Calculer E(X | G) et var(X | G).
2. Calculer E(e*X | G).
Exercice 4 Soit 7,7, deux variables aléatoires de carré intégrable. On
définit

Cov(Z1,Z5 | G) = E(Z1Z5 | G) — E(Zy | G)E(Zy | G).

Montrer que
Cov(21, 2, | G) = E(Z, - E(21 ] )22 | G).

Exercice 5 Soit G; et Gy deux tribus indépendantes, G = G; V G, et
(X;,i = 1,2) deux variables aléatoires bornées telles que X; est G;-mesurable.
Montrer que E(X1 X5 | G) = X1 Xo.

Exercice 6 Soit f et g deux densités strictement positives sur R. Soit X une
v.a. de densité f sur un espace (£2, P). Montrer qu’il existe une probabilité
Q@ sur cet espace telle que X soit de densité g.



Chapitre 2

Processus stochastiques

2.1 Définitions

DEFINITION 10 Un processus stochastique est une famille de variables aléa-
toires { Xy, t € T},. Dans le cas o T = Ry ou R on dit que le processus
est a temps continu. St T = N ou Z on parle alors de processus a temps
discret. Dans ce dernier cas, on dit que X, eslt une série temporelle ou série
chronologique.

Remarque. Un processus aléatoire modélise 1’évolution au cours du temps
d’une quantité aléatoire : température, indice boursier,..

DEFINITION 11 Soit (2, F, P) un espace de probabilté et T = N,Z, R, ou
R On appelle filtration toute suite croissante de tribus {F;,t € T} incluses
dans F

DEFINITION 12 On appelle filtration naturelle du processus X; la suite crois-

sante de tribus
Fi=o0(Xs, 8 <t).

DEFINITION 13 (Q, {F;,t € T}, F, P) un espace de probabilité filtré si (0, F, P)
est un espace de probabilité et {F;,t € T} est une filtration.

Loi du processus
La loi du processus est la donnée des lois jointes de (X3, ..., X3, ) pour toutes
les suites finies d’instants t1, ..., t;. Elle nous permet, par exemple de calculer

P(th - Bl7"'7th € Bk) ,E(th),COU(th,XtQ)...

13
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Processus adapté

DEFINITION 14 On dit que le processus X; est adapté a une filtration (Fy, t €
T) si Vt, Xy est Fi-mesurable.

Trajectoire du processus
Un processus stochastique peut étre définit comme une fonction aléatoire qui
a chaque w € () associe la fonction, appelée aussi trajectoire,

t— Xy(w)

Temps d’arrét

Dans un jeu de hasard, un temps d’arrét est un temps lors duquel le joueur
décide d’arréter de jouer, selon un critére ne dépendant que du passé et du
présent. Il peut par exemple décider d’arréter de jouer dés qu’il a gagné une
certaine somme. Le joueur doit & tout moment pouvoir décider s’il arréte ou
non.

DEFINITION 15 Soit (X;)ier un processus stochastique et Fy = o(Xs,s < t)
la filtration naturelle. Une variable aléatoire T & valeurs dans T U {400} est
un temps d’arrét si

Vit < o0, {w:T(w)<t}eF.
Sa tribu associée est donnée par
F.={AeFVvte T, An{r <t} e FR}.

{r <t} € F; signifie qu’a l'instant ¢, on sait si on s’est arrété ou non.
Mais on ne sait pas encore si on va s’arréter avant une date ultérieure ¢ + s :
{r<t+s}¢&F.

Exemple. Supposons que X; soit réel, et soit B un intervalle de R. Alors
le temps de premiére atteinte de B

g =inf{t € T: X, € B}

est un temps d’arrét.

Processus arrété .

Soit (F}); un une filtration, (X;) un processus adapté a la filtration et 7 un
temps d’arrét. On appelle processus arrété en 7 le processus Xt(T) défini par
(qu’on note aussi X, ) Xt(T) = X, a¢; avec TAt = min(7,t). Si par exemple T
est le temps de premiére atteinte d’un ensemble B, alors X, »; est le processus
obtenu en gelant X & 'endroit ou il atteint B pour la premiére fois.
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2.2 Martingales

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-a-dire d’un jeu
ol le gain que l'on peut espérer faire en tout temps ultérieur est égal a la
somme gagnée au moment présent.

DEFINITION 16 Soit X = (X;)ier un processus adapté a la filtration (F;) et
intégrable pour tout t € T.

1. X est une martingale si E(X; | Fs) = X5 Vs <t, si T =N [’égalité devient
E(Xp | Fo) =X, VneN

2. X est une sur-martingale si E(X; | Fs) < X Vs <t, ( E(Xui1 | Fn) <
X, dans le cas discret).

3. X est une sous-martingale si E(X; | Fs) > Xy Vs <t, (E(Xpi1 | Fn) >
X, dans le cas discret)

DEFINITION 17 Soit X = (X,,)nen un processus adapté a la filtration (F,).
On dit que le processus est prévisible si

Xy =0,X, est F,_1 — mesurable.

Exemple. Urne de Polya : On considére une urne contenant r boules rouges
et v boules vertes. De maniére répétée, on tire une boule de I'urne, puis on
la remet en ajoutant un nombre fixé ¢ de boules de la méme couleur. Soit
r, le nombre de boules rouges aprés le niéme tirage, v, le nombre de boules
vertes, et X,, = r,/(r, + v,) la proportion de boules rouges. On a

rn+c ey . T .
=S avec probabilité - = X,
Xn+l =
Tn “1e, Un, o .
e avec probabilité 22— =1—-X,
rn + C Tn TTL Un
E(Xn 1] Xn) = — X,

_l’_
(rn+vn+¢)(rn+uv,)  (rp+uv,+¢) (ry + o)

La suite (X,,) est donc une martingale (par rapport a la filtration naturelle).

THEOREME 4 Soit (X,,), une surmartingale et H, un processus prévisible,
non négatif et borné pour tout n. Alors (H.X), = >} Hi(Xy — Xy_1) est
une surmartingale.

THEOREME 5 Soit (X,,), une martingale par rapport & F,, et soit ¢ une
fonction convexe. Alors ¢(X,,) est une sous-martingale par rapport a F,.
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THEOREME 6 Décomposition de Doob. Soit X = (X,,), un processus adapté
et intégrable. Alors X écrit d’une maniére unique comme X,, = M,, + A,,, ot
M, est une martingale et A, est un processus prévisible avec Ay = 0.

Le processus A, est non-décroissant (i.e A, < A,i1) ssi X est une sous-
martingale.

2.3 Le mouvement Brownien

DEFINITION 18 un processus stochastique (X;)ier est dit gaussien, si pour
toute suite d’instants tq,...,t,. dans T le vecteur aléatoire (X, ..., X;.) est
Jaussien.

DEFINITION 19 Le mouvement Brownien standard ou processus de Wiener
standard est le processus stochastique (By)i~o satisfaisant :

1.By = 0 presque sirement ;

2. Accroissements indépendants et stationnaires, pour toutt > s > 0, B, — B;
est indépendant de (By)u<s ;

3. Accroissements gaussiens : pour tout t > s > 0,B; — B, suit une loi
normale N(0,t — s) de moyenne 0 et de variance t — s.

Remarque. X; est dit stationnaire si pour tout suite d’instants ¢q,...,t, € T
et h € T, les vecteurs (Xy,, ..., X3,) et (X441, ooy X, 4n) ont la méme loi.

2.3.1 Le mouvement Brownien multidimensionnel

DEFINITION 20 On dit que le processus B; = (B}, ..., B) est un mouvement
Brownien d-dimensionnel si les processus B}, ..., B sont des mouvements
Browniens standards indépendants.

Continuité d’un processus stochastique
Soit I un intervalle de R

DEFINITION 21 On dit que le processus stochastique (Xy)ier est continu a
droite (resp. & gauche) si Uapplication t — X, est continue & droite (resp. &
gauche) presque strement, c¢’est a dire que pour tout w ¢ N avec P(N) =
0,t = Xi(w) est continue & droite (resp. a gauche)
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DEFINITION 22 On dit que le processus stochastique (X;)ies est presque si-
rement continu si 'application t — X, est continue presque stirement.

DEFINITION 23 On dit que le processus stochastique (Xy)ier est continu en
probabilité si
\V/E > OhmP(|Xt+h — Xf| > 6) =0.
h—0

DEFINITION 24 On dit que le processus stochastique (Xy)ier est continu en
moyenne quadratique st

}LIEE.)E (|Xt-|—h - Xt|2) - O

DEFINITION 25 Soient X et Y deux processus stochastiques.
On dit que X et Y sont des versions (on dit aussi modifications) l'un de
lautre si

P(X,=Y) =1 Vtel.
On dit que X et 'Y sont indistinguables si
P(Nier {X: =Yi}) = 1.

THEOREME 7 Soit X un processus stochastique. On suppose qu’il existe v, 6, K >
0 telles que
E (| Xin — Xo|7) < KR' Wt h,

alors X admet une version presque sdirement continue.

2.4 Processus de Levy

DEFINITION 26 Un processus stochastique X est un processus de Levy si
1.Xy = 0 presque sirement ;

2. Pour tout n € N*,0 < ty < .... < t,, les variables aléatoires X,,, Xy, —
Kigy ooy Xt,, — Xy, sont indépendantes.

3.Pour tout t,h > 0, on a

Xern — Xi £ X — Xo.

4Nt >0,e >0,
lin%P(\Xs —Xi| >¢)=0.
s—

5. X est un processus cadlag c’est a dire que les trajectoires (Xy(w),t € RT)

sont continues & droite et admettent une limite a gauche, pour tout w &
N,P(N) =0.
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2.5 Exercices

Exercice 1. Démontrer les théorémes 4 et 5.
Exercice 2 Soit X une v.a. intégrable et ' = {F;, ¢ > 0} est une filtration.
Montrer que (E(X | F;),t > 0) est une martingale.
Exercice 3. Surmartingale.
Montrer que si M est une martingale et A un processus croissant adapté
(As < Ay, Vs < t) alors M — A est une surmartingale.
Exercice 4 Soit (X;,t € [0,7]) une martingale telle que X7 = (. Exprimer
X; en fonction de ¢ pour t < T.
Exercice 5 Soit (M;,t > 0) une F;-martingale de carré intégrable. Montrer
que
1. E((My — M,)*) | Fs) = E(M? | Fs) — M? pour t > s.
2. E((M; — M,)?) = E(M?) — E(M?2) pour t > s.
3. La fonction ® définie par ®(t) = F(M}) est croissante.
Exercice 6 Soit X un processus stationnaire a accroissements indépendants,
c’est-a-dire tel que, pour ¢t > s, la v.a. X; — X est indépendante de o (X, u <
s).
Montrer que si pour tout ¢ la v.a. X; est intégrable, X est une martingale et
que si X est de carré intégrable, X? — F/(X?) est une martingale.
Montrer que, si e*Xt est intégrable, M; = e /E(e**t) est une martingale.
Exercice 7 Tribu associée a un temps d’arrét. Soit 7 un temps d’arrét.
Montrer que F, est une tribu.
Exercice 8 Soit 7 un temps d’arrét et v une variable aléatoire F,-mesurable,
vérifiant v > 7. Montrer que v est un temps d’arrét.
Exercice 9 Comparaison de tribus. Soient 7 et 75 deux temps d’arrét tels
que 1 < 79. Montrer que F,, C F,.
Exercice 10 Montrer que le min (resp. le max) de deux temps d’arrét est
un temps d’arrét.
Exercice 11 1. Calculer pour tout couple (s, ) les quantités E(BsB?), E(B; |
F.), B(By|By) et E(e*Bt | F,).
2 On admet que si Z ~» N(0,0?) on a E(Z*) = 30*; calculer E(B?B?).
3. Quelle est la loi de B; + B,?
4. Soit 0, une variable aléatoire bornée F,-mesurable. Calculer pour ¢ >
s, E(0,(B; — By)) et E[0,(B; — B;)?].
Exercice 12 Soit B; un mouvement Brownien.
1. Montrer que B? — ¢ est une martingale.
2. Soit v € R, montrer que exp(yB; — 7?t/2) est une martingale.
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Exercice 13 Le pont Brownien. On définit le pont Brownien par
Zt:Bt—tBl,O Sté 1,

avec B; un mouvement Brownien standard.

1. Montrer que Z est un processus (Gaussien indépendant de B;. Préciser sa
loi.

2. Montrer que le processus Zt = Z1_; a méme loi que Z;.

3. Montrer que le processus Y définit par Y; = (1 — t)Bﬁ, 0<t<1améme

loi que Z.
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Chapitre 3

Intégrale stochastique

3.1 Intégrale d’Ito

3.1.1 Cas de processus étagé
On dit qu’un processus O est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite
de réels t;;0 <ty < t; < ... <t, et une suite de variables aléatoires ¢; telles

que 6; soit F; - mesurable, appartienne a L*(2) et que ¢, = 6; pour tout
t e [t]‘, tj+1[, soit

O,(w) = Z 0;(w) i, 0,0((5)- (3.1)

On définit alors
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3.1.2 Cas général

Idée générale. Pour une fonction f(t,w), t € [a, b], on définit la partition
§/2" si a<j/2n<b

=t =< a s i/ <a (3.2)

b si §/2" > b

La fonction f(t,w) peut alors étre approchée par

Z f(t;” w)]‘[tjytj+1[(t)7

J20

et 'intégrale fab f(t,w)dBi(w) est définie par

/ f(t,w)dBy(w ILH;to ) (Bt (w) — By, (w)) .

Remarque. En général t§ € [t;,1;41]

1. Si t; = t; on obtient alors I'intégrale d’Tto (c’est ce choix que nous allons
considérer).

2. Sit; = (t; +tj51)/2 on obtient alors I'intégrale de Stratonovich,

3. Le choix t; = ;41 ne convient pas, car on obtient des intégrales non
centrées. En effet

n—1
E <Z By, (Bthrl - Btj)) =0
§=0

Soit F; = 0(Bs, 0 < s < t) la tribu engendrée par le mouvement Brownien
(information que nous possédons en observant la trajectoire du mouvement
sur U'intervalle [0, ¢]).

On considére la classe Ala, b] des fonctions f définies sur [a, b] x Q véri-
fiant :

1.f est B(Ja,b]) x F-mesurable.
2. f(t) = f(t,.) est Fi-mesurable.

3. B ([ Pt)dt) < oo,
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Remarque. Pour ¢ € [a,b] fixé la variable aléatoire f(t) = f(¢,.) est définie

par f(t)(w) = f(t,w).
Si f(t,w) est étagée donnée par (3.1) alors f € A(a,b) et donc l'intégrale
d’Itd est donnée par

](f) = A gj (Btjﬂ - Btj) :

THEOREME 8 Si f(t,w) est étagée et bornée alors

E ((/abf(s)st)2> _B (/b f2(s)ds) |

Pour une fonction quelconque f € Af(a,b), on peut trouver une suite de
fonction élémentaires g, (t,w) = ¢,(t)(w) (voir Annexe) telle que

b
lim E (/ (f — gn)Q(t)dt) =0.
n—oo a
On pose alors
b b
10) = [ s0as = 1w [ g5,
a n—-+00 a
La limite est prise dans L*(Q).

Le théoréme garantit la convergence dans L*(€)) de ff gn(t)dBy, (car c’est
une suite de Cauchy et L*(€2) est complet).

THEOREME 9 (Isométrie) Pour deuz fonctions f,g € A(a,b) on a

E (( / bf(S)st) ( / bg(s)st» —F ( / bf(s)g(s)ds) '

En particulier pour f € A(a,b) on a

E ((/:f(s)st)2> =F (/b fQ(s)ds) .
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Quelques propriétés.
Soient «v et  deux constantes f; et fy deux fonctions € A(0,7). Alors

T
0

o " f(s)dB, + / 1B, = [ @) + B(5)aBs

T ¢ T
/0 f1(s)dB; :/0 f1(s)d B —l—/t fi(s)dBs pour t € [0,T7.

PROPOSITION 1 Pour tout f € A(a,b) on a

E (/abf(s)st) 0

La variable aléatoire fOT f(s)dBs est Fr-mesurable

PROPOSITION 2 Pour tout f € A(0,T) Alors M; = fOT f(s)dBs est une
martingale par rapport a la filtration du mouvement Brownien JF;.

THEOREME 10 Soit M; une martinagle par rapport a la filtration du mou-
vement Brownien F; de carré intégrable. Alors il existe une unique fonction
m € A(0,t) pour tout t > 0 telle que

t
M, = E(Mp) +/ m(s)dB..
0
THEOREME 11 Soit T > 0, et Z € L*(Fr, P). Il existe un unique processus
z€ A(0,T) tel que

7 =E(Z)+ /Tz(s)st.

Exemple. Calcul de [ B,dB.
Posons

gn(S, w) = gn(S) (w) = Z Btj (w)l[tj7tj+1[<s)7
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ou les t; sont données par (3.2) aveca=0et b=1

E (/Ot(gn(s) - Bs)2ds> = ) E </t:j+l(3tj - BS)2d3>

Jj=0

tit+1
= Z/ (s —t;)%ds
tj

720
1
= 3 D (e — 1)
720

t)2",

IN

donc

t t
/ B,dB; = lim gn(s)d By
0

n—oo 0

- JLIEOZ By, (B — By,) -

Jj=0

223%‘ (Btj+1 - Btj) = ZBtQj+1 - Bt2j - (Bt2j+1 - ij)2

>0 >0
_ 2 § 2 2\2
- Bt - (Btj+1 - Bt]')
j=0

de plus

donc . B2
t
/&&:i_, (3.3)
0

Si F est une fonction déterministe avec F(0) = 0. Comme d(F?(s))/ds =
2F (s)dF(s)/ds on déduit que 'intégrale de Riemann-Stieljes est donnée par
! F2(t
/HMMF t)

0 2
Dans le cas stochastique le terme supplémentaire —t/2 provient du fait que

les trajectoires du mouvement Brownien sont irréguliéres et nulle part diffé-
rentiables.
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3.2 Formule d’Ito

DEFINITION 27 Un processus X est un processus d’Ito si

t t
X, = Xo + / 1B, + / 0.dB,,
0 0

que l’on écrit souvent
dXt = /Jtdt + O'tdBt. (34)

Posons Ay = NysoA4(0,7) ou f € Ay(a,b) si

1.f est B(R) x F-mesurable.

2. f(t) est F; adaptée.

3. P (w,fab At w)dt < oo) =1.

Le coefficient  est la dérive, o est le coefficient de diffusion, ils vérifient les
conditions suivantes :

Ci.  u(t) est F; adaptée et P (ﬂt>0 {fot (s, w)|ds < oo}) =1
Cy. o€ Ajet P (ﬂt>0 {fg o?(s,w)ds < oo}) =1.

THEOREME 12 Soit X le processus d’Itoé donné par (3.4). Soit f(t,x) une
fonction de C?(]0, +oo[xR). dans R. Alors le processus Y; = f(t,X;) est
ausst un processus d’Ité avec

_of of 162f

avec la régle de multiplication

(t, X)(dX)).(dX)  (3.5)

dt.dt = dt.dB, = 0,dB;.dB; = dt.

Exemple. Si on prends dans (3.4) p; = 0 et 0, = 1 c’est & dire que X; = By,
en appliquant la formule (3.5) avec f(¢,z) = z* on obtient

d(B?) = 2B,dB, + dt,

donc .
Bf = 2/ B,dB, +t,
0

et obtient facilement la formule (3.3).
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3.2.1 Formule d’It6 multidimensionnel

Soit B, = (Bt(l)7 o Bt(d)) un mouvement Brownien d-dimensionnel.

DEFINITION 28 Un processus X; = (Xt(l), ...,Xt(p)) est un processus d’Ité de
dimension p si

t t
X; =X +/ Usds+/ Y.dBy (3.6)
0 0
Avec U; = (,ut ), e Mip)) un vecteur tel que chaque terme u(j
tion C; ci-desssus.
Y = (044, J))1<i<pi<j<d est une matrice telle que chaque terme o,(i, j) véri-

I B g e

fie la condition Cy ci-desssus.

vérifie la condi-

THEOREME 13 Soit X le processus d’Itd donné par (3.6). Soit f(t,x) =
(fi(t, ), ..., fo(t,z)) une fonction de C*(]0, +o00[xRP) dans R?. Alors le pro-
cessus Yy = f(t, Xy) est aussi un processus d’Ité avec pour tout 1 < k < q,

) _ Ok fk 0,1\~ P fi (i) ()
ay" = 2t X) dt+z )X 4= Z@x t (t, X)) (dX).(dX )

(3.7)

avec la régle de multiplication
dt.dt = dt.dB"” = 0,dB"” .dBY = & dt,

67 est le symbole de Kronecker 5/ =1 sii = j et 0 sinon.

3.3 Intégration par partie

DEFINITION 29 Le crochet : Le crochet d’une martingale de carré intégrable
continue M est 'unique processus croissant < M > tel que M*— < M >,
soit une martingale.

Si X et Y sont deur martingales continues leur crochet < X,Y > est 'unique
processus & variation bornée tel que X, Y;— < X, Y >, soit une martingale.

Soient (X;) et (Y;) deux processus d’'Itd. Alors pour tout ¢t > 0, on a
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t t
XY, — XoYo = / XdYy +/ YidX+ < XY >, . (3.8)
0 0
qu’on écrit encore sous forme différentielle

3.4 Exercices

Exercice 1 Posons

t
Xt:/ (cos s)dBs.
0

1. Montrer que X; existe.

2. Montrer que E(X;X;) = %(St) + 1 sin(2 min(s, t)).

3. Calculer E[X;|F;) pour s < t.
4. Montrer que X; = (cost)B; + fot(sin s)Bsds.
Exercice 2 Montrer que si f est une fonction déterministe de carré intégrable

E (Bt /0 tf(S)st) - /0 (s,

Exercice 3 Soit t; < ty. Calculer F (fttf(Bt - Btl)dt> . Montrer que

/ tz(Bt ~B,)dt = / ’ (ts — t)dB,.

t1 t1

Calculer Var ( ttf(Bt — Btl)dt) :

Exercice 4 Montrer que les processus suivants sont des processus d’1to
1. X; = B,

2. X, = tePr,

3. X; = B} — 4tB;.

Exercice 5 On considére le processus

Xy
t—1
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1. Montrer que

t
dB;
Xt:(l—t)/ ,0<t< 1.
2. Montrer que (X;,¢ > 0) est un processus gaussien. Calculer son espérance

et sa covariance.

Exercice 6 Soit Y; = [) e*dB, et Z, = [, YidB,. Calculer dZ,, E(Z,) et
var(Zy)

Exercice 7 Soient f € A(0,¢) et

t 1 t
X, = dBs — = ?(s)ds.
[ rean. =5 [ P

Posons Y; = eXt et Z, = e~ Xt.

1.Calculer dY; et dZ,.

2. En supposant que f(t) = f une constante déterministe montrer que
E(Y,) = L.

Exercice 8 Soit

t
7, = elo=7*/2)ttyBy ((5 + 5/ e—(a—'YQ/?)s—vBsds> :
0

a, B, et 0 sont des constantes. Calculer dZ,.

Exercice 9 Soit Y; = tXt(l)Xt(Q) avec

dXV = fi(t)dt + o1 (t)dB,

dx? = oo(t)dB,

Calculer dY;.

Exercice 10 Soient Bt(l) et Bt(g) deux mouvements Browniens standards et
indépendants. Posons V; = (Bt(l)>2 + (Bt(2)>2, calculer dV;.

Montrer que I'on peut écrire W, = /V; sous la forme

B"dB" + B”dB,”

AW, =
! oW,

Exercice 11 Soient les deux processus X et X2 deéfinis par
ax(? = X[ (udt + 0:dBf") i = 1,2,

ol Bt(l) et Bt(2) deux mouvements Browniens standards et indépendants,
et o; sont supposées déterministes.
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Posons Y; = (X" + X /2 et Z, = y/ XV X?). Calculer dY;.
Montrer que

2 2
iz, = 7, { (p, - %) at+ 2dB + %dBt(?)} |



Chapitre 4

Equations différentielles
stochastiques

DEFINITION 30 Une équation différentielle stochastique est une équation de
la forme

t t
X, = x—i—/ u(s,XS)ds+/ ¥ (s, Xs)dBs, (4.1)
0 0
ou sous forme simplifiée
dXt = IU(t, Xt)dt + Z(t, Xt)dBt, XQ = I; (42)

i et B sont des vecteurs de dimension n el m respectivement, 2 une matrice.

THEOREME 14 On suppose qu’il existe deux constantes Cy, Cy > 0 telles que
1. Pour tourt € [0,T], on a

(e, )|+ [[S(t,2)]]” < O (1 +[12)][) -
2. les deux fonctions u(t,.) et 3(t,.) sont lipschitziennes
[p(t, ) — u(t, )| + 5 ) = 2@ )l < Ca e =yl

Soit Z un v.a indépendant de By et de carré intégrable, alors I’équation dif-
férentielle
dXt = /,l/(t, Xt)dt + E(t, Xt)dBt, XO =7

admet une solution unique X, qui est o(Z)\V Fi-mesurable, ayant des tra-
jectoires continues et telle que

T
E (/ ||XS||2ds) < 00.
0

31
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4.0.1 Equations différentielles homogénes
On suppose que dim(X;) =m =1, u(t,z) = p(x),o(t,z) = o(z).

THEOREME 15 Soient (By,t € RY) un mouvement Brownien standard de
filtration naturelle (F;, € RY), x € R et u et o sont lipschitziennes. Alors il
existe un unique processus (X, € RT) continu et adapté a (Fy, € RY) tel que

¢ t
X, == +/ pu(Xs)ds +/ o(Xs)dBs p.s (4.3)
0 0

ou encore

De plus,
E(supo<i<rX}) < 0o pour tout T > 0.

Remarque - La solution (X;) donnée par (4.3) ci-dessus est appelée une so-
lution forte de I’équation (4.4) car le mouvement Brownien est fixé a 'avance
et on cherche la solution dans 'espace filtré L*(Q, F;, P).

4.0.2 Solution faible

Soient g € Ret p : R — R,0 : R — R*. On considére 1'équation
différentielle stochastique

dXt = M(Xt)dt + O'(Xt)dBt, XO = Z9- (45)

DEFINITION 31 Une solution faible de I’équation (4.4) est un processus continu
(Xy) tel que les processus (M) et (Ny) définis par

t t
M, =X, — Xy — / w(X,)ds et Ny = M? — / o(X,)*ds
0 0

sotent des martingales.

Le mouvement brownien standard (B;) ne figure plus dans la solution faible.
Ainsi, une solution faible d’une équation différentielle stochastique est une
solution en loi.
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THEOREME 16 Supposons j, o continues, g bornée et supposons que l’équa-
tion (4.5) admette une solution forte (X;). Alors (X;) est une solution faible

de (4.5).

Remarque. Une équation différentielle stochastique peut admettre une
solution faible, mais pas de solution forte; il existe donc plus souvent une
solution faible qu’une solution forte.

Exemple. La solution faible de I’équation différentielle stochastique

dX: = sgn(Xy)dB;, Xo =0 (4.6)

(ot sgn(x) est la fonction signe c’est a dire que sgn(x) = 1six > 0 et —1
sinon) est un processus continu (X;) tel que X, et (X2 — [ 1ds = X? —¢ sont
des martingales. Ainsi la solution faible de I’équation ci-dessus est donc un
mouvement Brownien standard B; différent du mouvement Brownien stan-
dard (B;) ( car B; ne peut pas étre une solution de (4.6)).

4.0.3 Propriété de Markov

On note (X", t >) la solution de (4.5) partant de x a U'instant s, soit

t t
X" = £L‘—|—/ u(u,Xj’ﬂdu%—/ Y (u, X2")dB,.
Sous les conditions du théoréme 14 on peut montrer que
0,z
X=X

ce qui montre que la solution de (4.5) est un processus de Markov par rapport
a la filtration F; :

E(f(Xt) ‘ fs) = E(f<Xt) ‘ Xs) = g(t7S7Xs)a
ot g(t,S,Qf) = E(f(X?x))at > s.

En particulier si

t t
X" = x—i—/ ,u(Xj’m)du—l—/ Y(X:2*)dB,
on obtient un processus de Markov homogéne et on a
E(f(Xy) | Fs) = E(f(X2) | Xs) = g(t,5, Xo) = h(t — s, X,),
avec g(t,s,) = B(F(X;™)) = B(F(XP2) et h(u,x) = B(F(X07)), t> s.
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4.0.4 Théoréme de Girsanov

THEOREME 17 Soit (By;t > 0) un mouvement Brownien sur un espace
(Q, F; P) et (F) sa filtration naturelle. Soit

t 1 t
L; = exp (/ HsdBg — —/ uids) , t<T.
0 2 /o

On suppose que L, est une martingale par rapport o la filtration F; sous la
probabilité P.
Soit la mesure Q) sur la tribu Fr

dQ(w) = Lr(w)dP(w).

Alors Q) est une probabilité sur Fr et B; = Bt + f(f [sds ot Et est un mou-
vement Brownien sous la probabilité ().

Q@ est la transformée de Girsanov de P.
Remarques.1. Sous la condition de Novikov Ep (exp : fOT ,u?ds) <1, Ly est

une variable positive d’espérance 1 sous P et L est une P-martingale.

Si L n’est pas d’espérance 1, L est une surmartingale d’espérance strictement
plus petite que 1.

2. Pour une application du théoréme de Girsanov en finance voir A. Conze
(2012).

4.1 Quelques équations du monde de la finance

4.1.1 Modéle de Black & Scholes

DEFINITION 32 Un mouvement Brownien géométrique est donné par
X, =exp((p—0*/2)t+0B), (4.7)
i et o des constantes, By est un mouvement Brownien standard.

En appliquant la fomule d’It6 a la fonction f(t,z) = exp ((n — 0?/2)t + o),
on obtient
dXt = [,LXtdt + O'XtdBt, XO = 17 (48)

c’est I'équation de Black Scholes ot X; est le prix de 'action, u le taux de
rendement et o la volatilité de I'action.
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4.1.2 Modéle de Vasicek

Le taux d’intérét court instantané r; (voir Vasicek (1977)) suit un pro-
cessus d’Ornstein-Uhlenbeck a coefficients constants :

dry = alb — ry)dt + 0dBy, 19 = x

avec a, b, o et x des constantes positives; la solution est donnée par
t
re = roe” ™ +b(1 — e ) + ae“t/ e**dBs.
0
Démonstration. On applique la formule d’Tto & f(¢, z) = ze™.

4.1.3 Modéle CIR

Le modéle (CIR) a été proposé par Cox, Ingersoll Ross (1985) pour
modéliser le taux court instantané r;, ils supposent que celui-ci est solution
de I’équation différentielle stochastique :

dry = a[b - rt}dt + 0—\/7n_tdBt7 o = Z,

avec la condition
o? < 2ab.

Remarque. Aucune solution explicite n’est connue pour cette équation, mais
on peut montrer que r; suit une loi de Khi-deux décentrée.

4.2 Exercices

Exercice 1 Soit B; un mouvement Brownien. Posons Y; = BE.
1. Montrer que Y; vérifie I’équation différentielle suivante

1
dY, = (k — 1)BF'dB, + Skl = 1)BF2dt.

2.Posons my,(t) = E(BF), montrer que

() = %k(k Y /0 i a(s)ds.



36 CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

calculer my(t) pour k = 2,4,6.

Exercice 2 Soit ’équation différentielle
dXt = ,uXtdt + dBt7X0 = XI.

1. Posons Y; = e "t X,, écrire I’équation différentielle associée a Y;.
2. Montrer que la solution de cette derniére est donnée par

¢
Yi=y +/ e " dBs,y = x.
0
3. Calculer E(Y;), E(Y}?).

Exercice 3 (Mouvement Brownien géométrique)
1. Montrer que la solution Y; de I’équation

dXt = ,uXtdt + O'XtdBt, YE) = 1,

est donnée par
Xy =exp ((p—0?/2)t+0B).

2. Montrer que si u > 0 alors X; est une sous-martingale par rapport a la
filtration (F).
Exercice 4 Soit ’équation différentielle stochastique

dXt = ([,Ll ‘l— ,LLQXt)dt + (01 ‘l— O'QXt)dBt,XQ = x,t € [O, T} (49)

1. Montrer que (4.9) admet une unique solution.
2. Soit my(t) = E(XF) le moment d’ordre k de X;.
Montrer que my(t) est solution de I'équation différentielle déterministe

d‘z—g) — nay(t) = m, y(0) = =. (4.10)

3. Ecrire I'équation différentielle stochastique associée a Y; = X?; en déduire
que mo(t) est solution de I’équation différentielle

d‘l;—f) — (2u1 + 0)y(t) = 2(u + dr102)ma(t) + 0, y(0) =2 (4.11)
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2. Résoudre les deux équations (4.10) et (4.11).
Exercice 5 (Modéle de Black et Scholes avec effet hétéroscédastique). Soit
I’équation différentielle stochastique

dSt = uStdt + U(t)StdBt, SO =,

On suppose que la volatilité o est une fonction déterministe.
1. Montrer que

t t
Sy = wexp (ut +/ o(s)dBs — %/ 02(3)ds> :
0 0

2. Calculer E(S}).
Exercice 6 (Modéle Cox, Ingersoll Ross (1985) pour le taux court instantané
r¢). On suppose que r; est solution de I'équation différentielle stochastique :

dT’t = (l[b — Tt}dt + O\/T_tdBta To =17,
avec la condition
0% < 2ab.

Calculer E(ry) et var(ry).
Exercice 7 On suppose que le processus (X;) est a valeurs dans |0, 1] et
solution de I’équation différentielle stochastique

dX, = —*X}(1 — X,)dt + 0o X,(1 — X,)dB,, Xy = x.

Montrer que
rexp (0 B; — d%t/2)
vexp(oB; —o?t/2)+1—x

Xt:

Exercice 8 (Girsanov) Soit u une fonction déterministe et L; le processus
solution de I’équation

st = —Lt,LLtdBt, LO =1.

1.Montrer que

t 1 t
L; = exp (—/ sdBg — —/ u?ds) , t<T.
0 2 /o
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2.Montrer que L, est une martingale par rapport a la filtration F; sous la
probabilité P.
Soit la mesure @ sur la tribu Fr

dQ(w) = Lr(w)dP(w).

3. En déduire que () est une probabilité sur Fr et B, =B, + fot Hsds est un
mouvement Brownien sous la probabilité ().
4.Montrer que

1 T
Ep(Lrlog L) = 5/ pids.
0



