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Introduction aux chaines de Markov

Definition 1
Une suite {X,, n > 0} a valeurs dans un espace d'états S est
dite une chaine de Markov discréte (CMD) si Vi,j € S, et

\V/(I.o, ey in_1) €S

P(Xn+1 :J |Xn - iaXn—l - in—la '~-7X0 - IO)
= P(Xpa1 = | Xo = i),

Definition 2
Une CMD est stationnaire (ou homogeéne dans le temps) si

Vi, j€S,Vn

P(Xo1=Jj|Xo=1)=P(X1 =j| Xo =1).
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Introduction aux chaines de Markov

Pour une CMD on associe la matrice des probabilités de

transition P = (p;,j)1§;,j§/\/, ol bij = P(Xn+1 :j ’Xn = I)

Si {Xn,n > 0} est une CMD, alors
i)pij >0,
II)VI €S, ZjES Pij = 1.

Preuve.
Y opij = > PXea=jlXa=1)
jes jes

— P(Xn+]_ES’XHII):P(XH+1ES):1



Introduction aux chaines de Markov

Theorem 4

Soit P une matrice de transition. Alors
i) P admet la valeur propre 1
i) V= %1,1,.....) est le vecteur propre associé a 1.

Preuve.

PV:V<:>Z,D;JVJ':V,'
Jes

Il suffit de prendre v; = 1.
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Introduction aux chaines de Markov

Exemples. 1. Marche aléatoire dans Z.
On pose Xy =0, et
Xn,—1+1 avec probabilité p ,
X, =
Xn,—1 —1 avec probabilité 1 — p

X, est une chaine de Markov.
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Introduction aux chaines de Markov

Exemples. 2. Modéle d'Ehrenfest

On place N boules numérotées de 1 a N dans deux urnes U
et U,. On effectue I'expérience suivante: On choisit un
nombre au hasard entre 1 et N avec une probabilité 1/N.

Si ce nombre est i on change d'urne la boule numérotée .
On note X, le nombre de boules dans I'urne U; aprés n
expériences.

Si Xo = N alors X,, décrit la diffusion d'un gaz de U; a Us.

X, est une chaine de Markov.
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Introduction aux chaines de Markov

Posons

pf;’-) = P(X, = j|Xo = i), probabilité de transition d’horizon n

PO = (p\ (i,)) € S?).

i

(Chapman-Kolmogorov). La matrice de transition en n étapes
est égale a la puissance niéme de la matrice de transition en
une étape.

PO = (P)".
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Introduction aux chaines de Markov

Nous allons utiliser |'égalité suivante, valable pour toute
partition (C;);cs de Q.

P(A|B)=> P(A| BN G)P(C | B), (1)
ics
en effet
B P(A N B) _ P(A NnBN U,'esc,')
PALE) = “pE) = B
P(UiesANBNG) Y ies P(ANBNG)
P(B) a P(B)
. ZP(AﬂBﬂCi) y P(BOC,-)
prs P(BNG) P(B)




Introduction aux chaines de Markov

pn = P( —j|Xo=1i)
- ZP( _J|X 1—kX0—I)P(Xn_1:k|X0:i)

= ZP( = j|Xoo1 =k, Xo = i)p{ Y

kes

= Z P(X,=j|Xa1 = k)p,k , (propriété de Markov)
kes

= Z P(Xy=j|Xo = k)pfg(_l) (stationnarité)
kes

1 _
= > Pk ey = PO = POP.



Introduction aux chaines de Markov

Theorem 6
(Equations de Chapman-Kolmogorov)

P§5+m) _ Z plg,r;() P/(:;)-
kes

Preuve: P(rtm — pMplm)
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Introduction aux chaines de Markov

Soit p une mesure de probabilité sur S et X, une chaine de
Markov.

Definition 7

On dit que P* est la mesure de probabilité de X, si:
i. PH(Xo =1) = p; (p est la loi initiale de la chaine).
ii. PH( Xy =j| Xo=1)=pij.
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Introduction aux chaines de Markov

Definition 8

On dit que F est une algebre sur Q si les conditions suivantes
sont satisfaites:

i. 0 et Q sont dans F,

ii. si Aestdans F, alors AC est dans F, o A€ est le
complémentaire de A dans Q.

iii. si A et B sont dans F, alors A J B est dans F.
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Introduction aux chaines de Markov

Exemple. Q ={1,2,3},
F=P(Q) ={0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

est une algeébre.

Definition 9

On dit que F est une tribu (ou o-algébre) sur Q si les
conditions de la définition précédente sont satisfaites avec iii)
remplacée par:

iii". si (Ap,n > 1) est dans F, alors |J,~; A, est dans F.

M. BOUTAHAR PROCESSUS STOCHASTIQUES



Introduction aux chaines de Markov

Tribu engendrée par des variable aléatoires.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace
mesurable (E,E&). Alors

o(X) = {X7Y(C): C e &),

ot X7(C) ={w e Q: X(w) € C}, est une sous-tribu de F.
C'est la plus petite sous-tribu de F par rapport a laquelle X

soit mesurable.
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Introduction aux chaines de Markov

Si Xy, ..., X, sont des variables aléatoires a valeurs dans (E, &),

alors
o( Xy ', Xn) = {(Xo, ... Xu) "H(C) : C € £M1Y,

ot (Xo, ..o, Xp) HC) i={w € Q: (Xo(w), ..., Xa(w)) € C}, est

une sous-tribu de F.

M. BOUTAHAR PROCESSUS STOCHASTIQUES



Introduction aux chaines de Markov

Theorem 10
Pour tout A € o(Xo, ..., X,) tel que P(AN{X, =1i}) >0, on a

PXos = | AN (X0 = 1Y) = P(Xoss = | Xo = i) = iy

Preuve. Utilisation de la propriété de Markov.
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Classification des états

Definition 11

On dit que I'état j est accessible a partir de |'état /, que I'on
note / ~ J s'il existe un entier n tel que pfg) > 0.

Proposition 12

Les deux propriétés sont équivalentes:

a. i~ j

b. X, partant de i, passe par j avec une probabilité
strictement positive.
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Classification des états

Preuve. a = b. Montrons que non a = nonb.
Sous non a, pour tout n >0, on a pf;'-) =0.
Soit A I'événement "la chaine passe par j". Alors

PA| Xo=1) = P(Unso{Xa=J}|Xo=1)
= ZP(Xn:J—‘XO:i)

n>0

= 2n
n>0

= 0.0
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Classification des états

Definition 13

On dit que deux états / et j communiquent, que |'on note
[ e~ J ST~ jet ]~

Proposition 14

La relation «~ est une relation d’équivalence.

—

Preuve. La relation est symétrique par construction.

[l suffit de montrer la réflexivité et la transitivité pour ~.
(0

e Réflexive: p;/ =1 donc i~ i,
e Transitive: Si i~ j et j ~ k, alors il existe (m,n) tels que

pff) >0 et pJ('}() > 0. Or

pMpt > 0.0
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Classification des états

Les classes d’'équivalence de «~» disjointes et non vides sont

dites classes indécomposables.

Definition 15

Si tous les états communiquent entre eux, «~» admet une
seule classe d'équivalence; dans ce cas la chaine est dite
irréductible

Exemples 1.

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4
o 0 O 1

S=1{1,2,3,4} avec P =

= n4lne On e [] ) ] = -
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Classification des états

1/3 1/3 1/3 0
1/4 1/4 1/4 1/4
1/3 1/3 1/3 0
0 0 2/3 1/3

S={1,2,3,4} avec P =

Tous les états communiquent entre eux, la chaine est

irréductible.
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Classification des états

Temps d'arrét

Dans un jeu de hasard, un temps d'arrét est un temps lors
duquel le joueur décide d'arréter de jouer, selon un critére ne
dépendant que du passé et du présent. |l peut par exemple
décider d’arréter de jouer dés qu'il a gagné une certaine
somme.

Definition 16

Soit (X;)ren un processus stochastique et F, = o(Xo, ..., Xp)
la filtration naturelle. Une variable aléatoire T a valeurs dans
NU {+o0} est un temps d'arrét si

Vn>0, {w: T(w)=n} € F,.
”




Classification des états

Definition 17

Le temps d'atteinte de la chaine X, dans I'état j a partir de
I'instant 1 est définit par

T =inf{k >1: X, =/}

Definition 18

La probabilité pour que X, partant de |'état /, atteigne |'état j
pour la premiére fois, a I'instant n est définie par

£ = P(Tj=n| X = i).
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Classification des états

Theorem 19

Pour tout n > 1, on a

P(X,=j|Xo=1) —p,(:/') Zf(k "k).

Preuve
Xp=j<= T <n=U_{Tj=k}=Q.
P(Xo=j|Xo=1i)=) P(Tj=kXo=j|Xo=1i).

Or {T; = n} C {X, =}, donc



Classification des états

>
|
—

P(X,=j|Xo=1) = P(Tj=kX,=j|Xo=1)

N

+ P(Tj=n|Xo=1)
n—1

= P(Tj=k,X,=j|Xo=1)
k=1
(n)

+ £
n—1

P(X,=j|Xo=1) = P(Ti=k| Xo=1)

k=1

_ _ _ (n)
P(Xo=j| Tj=k Xo=1)+1;".



Classification des états

Pourtout 1< k<n-1,

{Ti =k, Xo =i} ={A Xk =j} avec A € 0(X, ..., Xk_1).
D'ou

PXa=J| Ti=kXo=1)=P(Xa=j| Xc=J)=p} *.

Donc
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Classification des états

Posons
fij=P(Ti<oo|Xo=1i)=>Y £

la probabilité pour que la chaine, partant de i, passe par j au

moins une fois au cours du temps.

Definition 20

On dit que I'état j est récurrent si f;; = 1.
On dit qu'il transient si fj; <1

Récurrent : Si la chaine part de j, elle y retourne presque

sGrement au moins une fois au cours du temps.
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Classification des états

Theorem 21

Un état j est récurrent ou transient selon que

>_ P} =+,

n>0

Zp};) < +o00.

n>0

Lemma 22

(Abel) i. Si la série de terme général u, et a pour somme T,
alors lims_y;- >~ _o Ups" =T.

ii. Siu, est positive et silims_;- > _ou,s” =1, alors la série

de terme général u, converge vers U
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Classification des états

Posons

n>1

= 1+ Zs" <Z £ pln= k)> (theoreme 19)

n>1 k=0

— 1Y (Zf” "k>>

n>0

= 1+ F(s)P;j(s)



Classification des états

On déduit la proposition suivante:

Proposition 23

Pite) = =y Pl = FuloP(e) (1 #)). @)
Poi(s) = & + Fii(s)Pis(s) (9

Preuve du théoréme 21. Suppsons j récurrent, soit

> ns0 15-8’) = 1. D'aprés i. du lemme

I FDs" =1
Jm 2 =1,
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Classification des états

D'aprés (2) on a

lim P;(s) = +oo = lim ij(g-)s” = +o0.

s—1~ s—1—

On applique alors ii. du lemme pour déduire que
(n) _
Zn>0 pjd +00.
Si j est transient, soit }_ ., “) < 1, d’'une maniére similaire

on a
lim P;(s) < +o0,

s—1—

et par le lemme on obtient > -, pJ(,J) < +o0.
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Classification des états

Proposition 24

Tout état j de non retour, i.e. p\” =0 pour n > 1, est

J
transient.

Tout état j absorbant , i.e. p("-)

= 1 pour n > 0, est récurrent.

Preuve.

J état de non retour =—> ij(';) = 1(3') —1.
n>0

J état absorbant — Z p}:}) = +o0.
n>0

Il suffit d'appliquer le théoréme 21. [J



Classification des états

Proposition 25

Si i est récurrent et si | «~ j alors | est récurrent.

Preuve.

[ o = El(nl,nz)pl(d DI Oetpj(lz) >0,
dopm =y el
n>0 n>0

- 'DJ(’:2 pw Z,D
n>0
= +OO
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Classification des états

Proposition 26

Soit j un état transient. Alors, pour tout i, on a

STp =6+ 6> Pl (4)

n>0 n>0

iju - ZP,(Z) i (i #J)- (5)

n>0 n>1 J

En particulier la série de terme général pf;’-) est convergente et

pfg) — 0 si n — oo.
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Classification des états

Preuve. L'égalité (4) découle de I'égalité (3), appliquée pour
s — 17 et du théoréme 21.

Puisque la série de terme général p}:}) converge vers

B=2> 0 p};), on a limg_,1- Pjj(s) = 3, par le lemme d'Abel.
L'égalité (5) découle directement de (4). [
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Classification des états

Proposition 27

Si une chaine a un nombre fini d’états, elle a au moins un état
récurrent.

Preuve. Soit N le nombre d'états de la chaine. Pour tout
entier n >0, ona S N, ZJ 1P,J N, donc

N N
D o0 i1 ijl p,(f}) = +00, Oou encore

N

Y3 A = oo (6)

i=1 j=1 n>0
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Classification des états

Si tous les états sont transients alors
. . 2
(i j) € S pl
n>0
d'apres (5), et donc

N

YN p,d < 400,

i=1 j=1 n>

ceci est en contradiction avec (6). [
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Classification des états

Theorem 28

Conditionnellement a {T; < oo}, la suite (Xt,4,) est une
chaine de Markov d'état initiale j.

Preuve.ll suffit d'utiliser la propriété d"homogéinité. [

N; = Z 1¢x,—j; = nombre de retours dans |'état j aprés l'instant 0
n>1
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Classification des états

Theorem 29

Pour une chaine, il n'a que deux sortes d’états : les états
récurrents et les états transients. Soient j un état transient et
a="f;=P(Tj<oo|Xo=j). Alorsa <1 eth,
conditionnellement 3 Xy = j, suit la loi géométrique :

P(N; =k | Xo =) = (1 - a)a". (7)

Preuve. Voir Exercice 4.
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Classification des états

Proposition 30

Soit j un état récurrent et k # j tel que j ~~ k, alors k ~~ j,
de sorte que k est aussi récurrent et dans la méme classe que
J. En particulier une chaine ne peut aller d’un état récurrent
vers un état transient.

Preuve. Supposons que pour n > 1, on ait p}f}() >0 et
montrons qu'il existe m > 0 tel que p,(ﬂ) > 0.

On suppose que n = 1, soit pj, > 0.

Supposons que P(X, =j | Xo = k) = p,((';) = 0 pout tout
m > 1. Alors P(N; = 00 | Xo = k) < 3,0 P\ =0, car
{N; = 00} C Umzo{Xm =j}-



Classification des états

Donc

>0

= > PPNy =00 | Xo=1)
I£k

< ij,/ =1-px<l1
I#k

et donc j n'est pas récurrent, ce qui contredit I'hypothése de
la proposition.

Donc k ~~ j, donc k est récurrent d'aprés la proposition 25. [
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Periodicité

Definition 31

Un état j est dit état de retour s'il existe n > 1 tel que
p};) > 0.

Definition 32

Soit j un état de retour. On appelle période de j, noté d(j), le
p.g.c.d. de tous les entiers n > 1 pour lesquels p}"}) > 0.

e Si d(j) = d > 2, on dit que j est périodique de période d.
e Si d(j) = d =1, on dit que j est apériodique.
e Si j est un état de non retour, on pose d(j) = +oc.
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Periodicité

Si i est périodique de période d finie et si i «~ j, i # j. Alors
J est périodique de période d.

i«w»j:>5|(n,m)p§3-)>06tpj(,)>0,

Comme i est de période d(i) = d, on a p( ) > 0.

On a donc pjn+d+m) > pj(',")p,(c,’)p,(g) > 0.
Comme p( ) > 0= p(zd) > 0, on a aussi p("+2d+m) > 0.

La période d(j) de j divise donc a la fois n+ d + m et
n+2d + m, donc divise d.
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Periodicité

Soit d; = d(j) la période de j, on a p}d-l) > 0, et de la méme

maniére que ci-dessus on montre que d(/) divise d; et par
conséquent d(i) = d(j).O
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Periodicité

Exemples. 1. Promenade dans Z : tous les états sont
périodiques de période 2.
2.

S=1{1,2,3,4} avec P =

O O = O
= = OO

Tous les états communiquent. Il y a une seule classe
récurrente. A partir de 1, deux chemins possibles:
1-3—>2—>1,0ul—4—2—1 l'état 1 est donc

périodique de période 3. Les autres états sont aussi

périodiques vu que la chafne est irréductible.
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Ensembles Clos

Definition 34
Un ensemble C d’états est dit clos (ou fermé) , si pour tout
i€ C,ettout j& C,onap;;=0.

Proposition 35

Si C est un ensemble clos, alors si j & C, j n'est pas accessible
a partir d’'un état i € C, ie. pff;), pour tout n > 1. En
particulier

VieC,> pix=1

keC

M. BOUTAHAR PROCESSUS STOCHASTIQUES



Ensembles Clos

Preuve. Soit i € Cetj & C. Pour n=1, p,(J)—p,,J =0 par

définition. Supposons que pgn-) = 0 et montrons que

(1) _ g N
plj *

P =3 pianl + > pispy)-

keC kg C

Dans | ie (N _ g z - dans |
ans la premiere somme ka = par recurrence; dans Ia

seconde somme p; x = 0 par définition, et donc p("H) 0.

On a aussi

vieC,> pl) =1

leC

M. BOUTAHAR PROCESSUS STOCHASTIQUES



Ensembles Clos

Proposition 36

Tout ensemble clos est une réunion de classes
indécomposables: deux ensembles clos différents ne
communiquent pas entre eux.

Preuve. Soit C clos et i € C. D'aprés la proposition 35, s'il
existe n > 1 et un état j tel que pfg-) > 0, alors j € C. Donc C
contient tous les états j tels que / ~~ j, et par suite toute la

classe indécomposable a laquelle appartient /. [J
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Ensembles Clos

Proposition 37

Toute classe récurrente est close.

Preuve. D'aprés la proposition 30, si i est récurrent et j # i tel
que i ~ j, alors j ~~ i. Soit C la classe récurrente qui contient
ietj¢ C.Silon avait p;j >0, on aurait i ~» j, et donc

Jj ~ i, donc j est récurrente, donc j € C, ce qui est impossible.
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Temps d'atteinte

Definition 38
Le temps d'atteinte moyen dans j & partir de i est définit par

Mij=E(T; | Xo = i).

c'est |'espérance conditionnelle de T; sachant que Xy = i.

® fii= 1 f,E," < 1 (on n’est pas sir d’atteindre j)
= M;; = +oo.

n>1
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Temps d'atteinte

Definition 39
On dit que I'état i est positif si M;; < oo et nul si M;; = +o0.

S )

(Critére de positivité). Soit i un état;

lim sup p(';) > 0 = ['état i est positif,

i:
n—oo

lim p") = 0= l'état i est nul.
n—oo '

e Si / est transient alors d'aprés le théoréme 21
im0 pff}) =0, donc i est nul.

M. BOUTAHAR PROCESSUS STOCHASTIQUES



Temps d'atteinte

Theorem 41

La positivité (resp. nullité) est une propriété de classe.

Preuve. Soit j un état nul et i «~ j, avec i # j; 3I(ny, ny) tels

que pour tout n > 0, on ait p}w >0, p™) et

7’ I?.I
pj(52+n+n1) > pj(fzz)pl(fll)pl(J alors
im,_ oo pj(J) =0= im0 p( " _ 0 et I'etat i est aussi nul.

(nz+n+n1) > p(nz) (n) _(m)

Si j est positif en utilisant P ij PjjPji ,ona

>0 = lim sup p!” >0. O

ii

lim sup p( ")

n—o0 n—o00
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Temps d'atteinte

Theorem 42

Les temps d’atteinte moyen M; j vérifient dans [1,+o0] :

Mij =1+ pixM, (9)
k#j

Preuve. En appliquant (1) on a
P(Ti=n|Xo=i) = > P(Tj=n|Xo=1i X =k)
k
P(X1:k|X0:I),

E(Ti | Xo=1i)= ZE(TJ | X1 = k, Xo = i)pik,
k
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Temps d'atteinte

Mij = E(T; | Xo=1)
= piiE(Ti | Xe=4)+ Y pikE(Tj | Xo =k, Xo = i)

Py
= pij+ Z pik(1+ M)
=y
= 1+ Zpi,kMkJ-D
oy
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Temps d'atteinte

Soient M = (M; ;) et U la matrice dont tous les coefficients
sont égaux a 1, M° la matrice obtenue de M en remplacant les
coefficients diagonaux par 0 et A = M — M?.

Alors le systéeme (9) peut s'écrire

M=U+PM-A). (10)
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Temps d'atteinte

Theorem 43

Si la chaine est irréductible et si la seule classe dont elle est
formée est positive, alors la matrice est a coefficients finis.

Preuve. D'aprés (10) on a
M = U+PM-PA
= U+PU+PM—-PA)-PA
Or PU = U, on obtient donc
M+ (P+..+P")A=nU+P"M. (11)

Soit i un état positif. En prenant le coefficient diagonal (i, 1)

de (11). on a pour tout n > 1
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Temps d'atteinte

(I+piit...+ P,(,’;))Mi,i =n+ Z P,SI;()Mk,i (12)
k

Soit j # i. Par hypothése i «~ j, donc il existe ng tel que

(m0)

a=p;;” > 0. L'égalité (12) implique

+oo > (I+4+pii+...+ POV

i,i )
_ (no)
= N+ § Pi k My i
k
Z n0+anJ
D'ou M;; est fini. O



Temps d'atteinte

Corollaire 44

Soit C une classe positive. Alors tous les coefficients M;; pour
i,j € C, sont finis.

Preuve. La classe C est forcément récurrente, elle est donc
close, et la restriction de la chaine aux seuls états de C est

irréductible et formée évidemment d'une seule classe positive.
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Definition 45

Soit u une loi de probabilité sur I'ensemble des états. Elle est
dite stationnaire si u = uP que I'on peut écrire.

uj = Z uipjj. (13)

ieS

Lemme 46
Si le nombre des états est fini, alors

P 5N (14)

De plus, la matrice T est stochastique et 'on a
PO=NP="0,N%2=T".
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c
u, — u est la convergence au sens de Cesaro de u, vers u,
c'est dire
lim (uy + w4+ ... + u,)/n = u. (15)

n—oo

Lemme 47
Si j est transient, alors

HY S50

d’ou Tij = 0.

Preuve. D’aprés la proposition 26 on a p,(;) — 0, donc
M 0.0
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Lemme 48

Si la chaine a un nombre fini d’états et irréductible, alors pour
tout (i,j) on a

1
Tij = — = T}, (16)
J /\/IJ J
ou Mjj = E(T; | Xo =J) est le temps moyen de retour de j en

J-

Preuve. D’aprés le corollaire 44, la matrice M = (M) est a
coefficients finis. En divisant (11) par n et faisant tendre n
vers |'infini on obtient MA = U, donc pour tout

(i,4), mijMpj = 1. O
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Theorem 49

Si X, a un ensemble fini d'états, alors

i. Il existe au moins une loi de probabilité stationnaire; plus
précisement, a toute loi initiale u(® on peut lui faire associer la
loi de probabilité stationnaire u = u(®T1.

ii. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

1. La loi de probabilité stationnaire est unique;

2. Pour tout (i, ), mjj = 7j;

3. X, n'admet qu'une seule classe récurrente.

Si I'une des trois propriétés est vérifiée, I'unique loi de
probabilité stationnaire est donnée par u; = m;; en outre cette
loi est chargée par I'unique classe récurrente C, i.e
jEC<:>Uj>06tj¢C<:>UjZO.
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Theorem 50

Si X, a un ensemble fini d’états et irréductible, alors il existe
une et une seule loi de probabilité stationnaire donnée par

1
uj=m; = ——. (17)

v

Preuve. S'obtient du lemme 48 et du théoréme 49.
Preuve directe. On sait qu'il existe une loi de probabilité

stationnaire. Montrons qu'elle unique.
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En multipliant (10) par u on obtient

uM = uwU+ uP(M—A)
= uU+ UM —ul car uP=u

soit U = (U1M1,1, U2M2,2, ) =ul =
(n+p+ .. up+u+...,...)=(1,1,....), c'est dire que pour
tout i, u, = 1/M,",'.
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Lemme 51
On a

P -S (18)

De plus, la matrice 1 est une matrice sous-stochastique i.e.
>;mij <1, etlonaPN=NP=Tl

Theorem 52
Si X, n'a que des états transients, alors il n'existe pas de loi de
probabilité stationnaire.
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Preuve. Supposons qu'il existe u telle que u = uP, donc

u = uP". Alors, pour tout n > 0, et tout état j, on a
u=>y. u,p,J) Comme tous les états sont transients, tous les
temes pfﬁj) tendent vers 0. Comme ensuite les termes u;pr)

sont majorés par 1, on obtient
_ : o(m)
nIer;OZ u,pu = anl—>n;o uip;; = 0.
1

Tous les u; seraient nuls, ce qui est impossible car

>ojui=1
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Theorem 53

Si X, a au moins un état récurrent positif, alors il existe au
moins une loi de probabilité stationnaire. Par exemple, si i est
un état récurrent positif, donc M; ; < co. Pour tout état j, on
pose

vi=E| D Lpxejnetiny [ Xo=1i]. (19)
n>0
C’est le nombre moyen de visites dans 'état j entre deux
visites dans ['état i. Alors u = (u;) avec u; = v;/M; ;, est une
loi de probabilité stationnaire.

M. BOUTAHAR PROCESSUS STOCHASTIQUES



Lois de probabilité stationnaire

Preuve.

vi=> PXa=jn<Ti—1|X=1i).

n>0
Sij#£i,onaP(Xo=4,0<T,—1|Xo=1i)=0, on a aussi
P(Xo=j,n=T; | Xo=i)=0(carn=T, = X, =1).
Donc
y o= Y PXa=jn<Ti|[X=10)  (20)
n>1
(21)

v = Y PXe=jin<Ti=1]X=1i). (22

n>1
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D'autre part P(Xo =/,0< T, —1| Xo=1i) =1 (car

{T; <1} =Q ) et pour n>1,
P(X,=i,n<T;—1|Xy=1i)=0, de sorte que v; = 1.
Comme | est récurrent, la relation
1=1fi;=>,.,P(Ti=n| Xo=1) est vérifiée; or elle peut
aussi s'écrire 1 = vi=y  PXa=i,n<T; | Xo=1);
donc (21) est vraie pour to_utj €Ss.
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On la récrit

vi = P(Xi=4,1<T;| Xo=1)
+ Y P(X=in<Ti| X =)

n>2

= pijt Y PXa=in<Ti| Xo=1i).

n>2
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Pour n > 2,

P(Xn:jynng"XOZi)

- Z'D(Xn—lzkaxn:fangTi’XOZi)
ki

- ZP()<n:.j|)<n—1:k7nS T”XOZI)
ki
P(Xps=k,n< Ti| Xo=1i)
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Or I'événement {n < T;} = {X1 #i,..., X,_1 # i} appartient
a o(Xo, ..., Xn—1)- En outre si k # i, on a

{n < T} N {Xoo1 =k} #0,

de sorte que |'on peut effacer {n < T;} du conditionnement

du terme précédent.
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vi = pij+Y PXo=jn<Ti| Xo=1)

n>2

= Pij+ DY PeiPXor =k,n < Ti| Xo=1)

n>2 k#j

it Y PP (s — ko < Ty X =

ki n>2

= pi,j"’ZPk,jZP(Xn:kynS Ti—1|Xy=1)

ki n>1

= pij+ Z Pk jVk = Z Pk jVk-
k

ki
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D’autre part dans [0, <],

Y yo= > E (Z Lix,=jn<im1} | Xo = i)
j j

n>0
n>0 j
= E (Z Linc<i-1y | Xo = f)
n>0
= Y P(Ti>n|X =)
n>0

= E(Ti[ Xo=1) =M,
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Si i est récurrent positif, alors M;; < co, et on peut poser
uj = vj/M;;. Il en resulte que u = (u;) est une loi de

probabilité stationnaire. [J
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Theorem 54

Si X, a une infinité dénombrable d’états et si elle est
irréductible et récurrente positive, alors il existe une et une
seule loi de probabilité stationnaire donnée par u; = 1/M; ;.
De plus le nombre moyen v; de visites dans I'état j entre deux
visites dans ['état i est donné par v; = M; ;/M; ;
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Preuve. L’existence s'obtient du théoréme 53. Pour Montrer
I'unicité, soit u une loi de probabilité stationnaire. En

multipliant (10) par u on obtient
uM = ulU + uP(M — A) = uU + u(M — A);

soit uA = uU; donc u;M;; = 1. D’aprés le théoréeme 53, pour
tout /, la loi u = (u;) avec u; = v;/M; ; est une loi stationnaire,

donc I'unicité de u implique que v;/M;; = 1/M; ;.00
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Definition 55

On dit qu'un état est ergodique s'il est récurrent (f;; = 1),
positif (M; ; < 0o) et apériodique.

Theorem 56

Si X, a un nombre fini d’états et si toutes les classes
récurrentes sont apériodiques (donc ergodiques), alors
P" — I, avec N une matrice stochastique vérifiant
PN =0P =T

Si X, est irréductible et ergodique, alors pour tout

(i,_j),ﬂ,'J :7TJ'.
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