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Definition 1

On appelle modéle statistique une famille d’'espaces de
probabilités (E, &, Py, 0 € ©) ou © est I'espace des
parametres.

Dans la pratique, E = R ou E = RP, on notera X |'application
(Q,F,P)— (E,& Py). En général X = (Xq,..., X,) et
X(w),w € Q, est I'observation ou le résultat de I'expérience,
Py est la loi inconnue de X, c'est & dire que Py est la mesure

image de P par |'application X .
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Definition 2

Soit @y une loi de probabilité sur un espace (£1,&;). On
appelle échantillon de taille n de loi @y tout vecteur
X =(X1,...,X,), ot les (Xi)1<i<n sont i.i.d. de loi Qp.

Le modéle statistique correspondant est E = E", £ = £2 ™,
Py = Qf.
On dit que le modéle est paramétrique s'il existe un entier

k, tel que © C RX, non paramétrique dans le cas contraire.
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Definition 3

Le modéle statistique (E, &, Py, 0 € ©) est dit dominé s'il
existe une mesure o—finie 1 qui domine Py, V0, la mesure
est appelée mesure dominante, et il existe alors des densités
fa,0 € O telle que

By = G e /fg JVACE. (1)

Remarque. On dit que 1 domine Py (ou encore Py est
absolument continue par rapport a 1) si VA € £, u(A) = 0
= Py(A) = 0, I'égalité (1) n'est autre que le théoréme de

Radon Nikodym.
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Definition 4

On appelle statistique, qu'on note T(X) ou T, toute
fonction mesurable de I'observation X, a valeurs dans RY, cela
veut dire aussi tout vecteur aléatoire défini sur (E,E).

Definition 5

Pour un modéle statistique (E, &, Py, 0 € ©) dominé par p,
une statistique T est dite exhaustive (ou suffisante) si I'on
peut trouver une version indépendante de 6 , définie p.p.s., de
Eg(14| T) VA€ E, on note alors E(14 | T) cette version.

Dans ce cas, il existe une version indépendante

defde Eg(Y | T)noté E(Y | T),VY > 0 ou Pg-intégrable V6.



Les modéles statistiques
Statistique
Modéles exponentiels

Contenu
9 Les modéles statistiques

@ Modéles exponentiels

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE



Les modéles statistiques

Statistique
Modéles exponentiels

Definition 6

Soit (E, &, 1) un espace mesuré, avec o — finie
T : E — R une application mesurable, © C RY et
p : E — RY une application injective telle que:

i) p(©) # 0, (I'intérieur de p(©) est non vide)

i) ©(0) = log( [ exp(< p(0), T(x) >)du(x)) < 00,V € ©,
alors le modéle statistique (E, &, Py, 0 € ©) dominé par p, et
ol

dPy(x) = exp(< p(0), T(x) > —®(0))du(x),

est appelé modéle exponentiel , et (Py, 0 € ©) est une
famille exponentielle de probabilités.

Remarque. Si p() = 6, on dira que le modéle est canonique.
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Theorem 7

Soit (E, &, Py,0 € ©) un modeéle exponentiel canonique, avec
dPy(x) = exp(< 0, T(x) > —®(0))du(x), alors  est de
classe C* sur ©, et VO € ©, le moment de tout ordre de T
est fini : E(||T||") < 0o,Vn € N, de plus

EAT) = Vo(0).cor oT) = (57 0Ohsisser @

La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréme
suivant, et ce dernier est une conséquence directe du lemme
10 ci-dessous.

Soit X = f(Xy,..., Xy) un v.a. de dimension d défini sur
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(Q, F, P), on définit la transformée de Laplace de X par

ol Px est la mesure image de P par X.
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Theorem 8
On suppose I'hypothése suivante :

dr > 0 tel que V(s) < oo,V ||s|| < r, (3)

alors U est de classe C* sur un voisinage de 0, les v.a.r.
Xi,i =1,...,d possédent des moments finis de tous ordre, de
plus

82

E(X) = VV(0), E(XiX;) = M\U(O) (4)
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Sous I'hypothése (3) on a:
i) E(l< s, X >*) < o0 Vsl < r ¥k €N,
i) W(s) = 1y B2l y ) < i,

Démonstration

e\<s,X>| < e<5’X> + e—<s,X>

)

donc I'hypothése (3) implique que E(el<s*>1) < oo, si

||s|| < r. La preuve du lemme s’obtient alors en utilisant les
développements en séries de e<5%> et e~<5%> et le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue . [J
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En utilisant encore une fois le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue et le i) du lemme ci-dessus on montre le

lemme suivant:

Lemme 10

On suppose I'hypothése (3), alors W admet des dérivées de
tous ordres en tout s € RY, et ||s|| < r, et on a :

Vk = (ki, ..., kg) € N?, en notant |k| = 3% k;,

okl (s) ki vk
Okis....0kKds4 ls=0 = £ (Xl g ) '
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Démonstration du théoréme 7

E0 (e<s,T>) _ ed>(s+0)—d>(0).

o
donc cette quantité est finie dés que § € © et que ||s|| est trés

petit, par ailleurs si on note T = *(Ty,..., Ty) :

0
EG(Tk) _ a_Ske<t>(s—i—6’)—d>(9) |S:0

0 (0)
— 0, ’ (5)




Théorie de |'estimation Définitions

Modéles linéaires

0? s10)—
Ey(T;T;) = meﬂ +0)—(6) ls—0
iV
od(0) 0(0)  0?°9(0) (6)
00;  00; 00;00;

On déduit alors le résultat (2) en appliquant (5)-(6). O

Soit (E,F, Py, 0 € ©) un modéle statistique. Supposons que
I'on veut estimer une fonction de 6, soit g(#) avec g : ©-— R,
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en se basant sur la suite (X;);<j<,. Posons X = £(Xi,.... X,).

© Théorie de I'estimation

o Définitions

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE



Théorie de |'estimation
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Definition 11
On appelle Estimateur de g(f) toute statistique T(X).

Definition 12

On définit le biais et I'erreur quadratique de I'estimateur T(X)
respectivement par

Biaist(0) = E4(T(X)) — g(0)

EQr(9) = Eo(IT(X) —g(0)]").

N

Remarque.
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Théorie de |'estimation Définitions

Modéles linéaires

Ces deux quantités permettent de mesurer la qualité de
I'estimateur T(X); on cherche souvent a construire des
estimateurs ayant un biais nulle (on dit alors que |'estimateur
est sans biais) et une erreur quadratique la plus petite possible
mais généralement non nulle (voir plus loin). On utilise aussi
comme critére de qualité de |'estimateur sa variance en

utilisant la relation :

EQ+(0) = vary(T (X)) + Biais2(6).
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Definition 13

Soient T1(X) et T»(X) deux estimateurs de g(#), si
EQT,(x)(0) < EQr,(x)(8), V0 € ©, on dit alors que T1(X) est
préférable a T,(X), si I'inégalité est stricte, on dira que
T1(X) est strictement préférable a T,(X).

Definition 14

On dit que |'estimateur T(X) est admissible s'il n’existe pas
d’estimateur strictement préférable a T(X).
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Theorem 15

(Rao-Blackwell) . Soit (E, &, Py,0 € ©) un modéle statistique
dominé par 11, et T une statistique exhaustive.

Si U est un estimateur de g(0) et U est de carré intégrable,
(Ep(U?) < 0),V0 € ©; alors E(U | T) est un estimateur
strictement préférable a U, sauf si U est presque siirement
égal a une fonction de T.

Démonstration
Posons U = E(U | T), d'aprés les propriétés de I'espérance

conditionnelle on a :

E(U) = E(U) et U — E(U) est o( T)-mesurable |,
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donc

Bm%w):BmwwyxEﬁu UxU—Edm):a (7)

var(U) = E ((U— EUY)
- EQU—E%ﬁ
- EQU—U+U—EW§
- E((U—0)2)+E<(U—ED)2)
+ 2E((U—U) A—EU))

U—U)?) dapres (7)
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donc

EQu(8) = EQy(6) + E (U - 0)?).

par conséquent

EQy(h) < EQu(6) sauf si U= U p.s.00
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Definition 16

On dit que I'estimateur T(X) de g(f) est un estimateur
uniformément de variance minimum sans biais
(U.V.M.B.) si T(X) est sans biais et pour tout estimateur
U(X) sans biais de g(0) tel que var 4(U(X)) < 00,V0 € ©,
on a

var ¢(T(X)) < var 4(U(X)),V0 € ©.
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Definition 17

Soit (E, &, Py, 0 € ©) un modéle statistique dominé. Une
statistique & valeurs dans (E, £) est dite compléte (resp.
b-compléte) si toute v.a.r. Y définie sur (E,E) telle que

Y (T) soit Py-intégrable V8 € © (resp. bornée) et Py-intégrale
nulle V0 € ©, vérifie Y(T) =0, Py.p.s . V0 € ©.

Theorem 18

(Lehmann-Schéfté) Si T est une statistique exhaustive et
compléte , et U est un estimateur sans biais de g(0) tel que
Eo(U?) < 00,¥6 € ©, alors U = E(U | T) est I'unique
estimateur U.V.M.B. de g(0).
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Démonstration

Un utilisant le théoréme de Rao-Blackwell , U est toujours
préférable & U, et comme U est sans biais, U est sans biais
aussi et donc var o(U) < var o(U), V0 € ©. Il suffit alors de
montrer que U ne dépend pas de U.

Soit Uy = g (T), U, = g2(T), deux estimateurs sans biais de

g(0) et de carré intégrable, donc
Eo(g1(T) — £2(T)) =0,v0 € ©;

comme T est compléte alors
g1(T)—g(T)=0 Py.p.s ¥V € © et par conséquent

U1 = U2 ngsVG € .0



Théorie de |'estimation Définitions

Modéles linéaires

Remarque. Le probléme qui se pose au statisticien est de
trouver une statistique T exhaustive et compléte, une fois
c'est le cas on peut construire de deux maniéres un estimateur

U.V.M.B. de g(6):

@ On construit un estimateur sans biais de g(6) de la forme
g(T) c'est alors un estimateur U.V.M.B. de g(0),

@ On construit un estimateur sans biais de carré intégrable
U de g(#), alors E(U | T) est un estimateur U.V.M.B.

de g(0).
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Modéles linéaires

Theorem 19

Soit (E, &, Py,0 € ©) un modéle exponentiel :

dPy(x) = exp(< p(0), T(x) > —®(0))du(x), alors T est une
statistique exhaustive compléte.
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Contenu
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Théorie de |'estimation D& Tiens

Modéles linéaires

Un modéle statistique est dit linéaire (ou modéle de régression
linéaire) si les variables X;,t =1, ..., n qu'on observe vérifient

I'équation de régression suivante:

Xt = 0121}}1 +"”+0th,p+ut7t: ].,...,n. (8)

e Les Z;  sont les variables explicatives et sont connues,
e 0= *(b4,...,0,) est le vecteur des paramétres inconnus,
e u; est un bruit blanc c'est a dire une suite de variables
aléatoires réelles telles que:

o (H1): E(u)=0, 1<t<n,
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o’ sit=s
2

e (H.2): E(ucus) = , o°inconnue.

0 sit#s
Remarques .
1. Souvent on suppose que le bruit blanc (u;) est gaussien,
(cette hypothése est trés utile lorsqu’ on veut estimer le
paramétre 0 par la méthode du maximum de vraisemblance).
2. L'hypothése que (u;) est un bruit blanc est trés restrictive,
souvent on est amené a supposer des hypothéses moins fortes.
On peut écrire le modéle de régression (8) sous la forme

vectorielle suivante:

X=2Z0+oU, (9)
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Information de Fisher
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Z est une matrice de taille(n,p) connue, U est un v.a. centré
réduit. = *(01,...,0«) € RP, et 0 € R’ sont inconnus.

e On suppose que rang(Z) = p (cette hypothése traduit le fait
que les variables explicatives Z; j sont linéairement
indépendantes et donc il n y'a pas de redondance dans le
modéle de régression (8)).

e Le modéle statistique associé est

(E.E,Pp,,(0,0) € RK x RY), (E,&) = (R, B,) et Py, est la
mesure image de la loi de U par I'application u — Z6 + ou.
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On considére le modeéle de régression (9), |'estimateur des
moindres carrés # de 0 est solution du probléme de

minimisation suivante:
~ ) B 5
Q—argropelgHX Z9||",

et dont la solution est donnée par

0= ('zz)" tzx (10)
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Theorem 20

i. L'estimateur des moindres carrés est un estimateur sans
biais de 0, qui est de variance minimale dans la classe des
estimateurs linéaires en X ( de la forme BX ) sans biais, i.e.

pour tout o € RP, < v, 0 > est un estimateur sans biais de

< «, 0 >, de variance inférieure a celle de tout estimateur sans
biais de la forme < 3, X > de < a,0 >.

il.

2
=i L (11)
n—p
est un estimateur sans biais de la variance inconnue o2, avec

X =120
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Remarque. X = X — X est le vecteur des résidus de la

régression linéaire.

Démonstration

i) Vu que E(X) = 20, alors

E@) = (tZZ) ™ tZE(X) = ('ZZ)! tZZ0 = 6, donc 0 est
sans biais.

Soit < 3, X > un estimateur sans biais de < «a, # >, alors

< B,20 >=< a,0 >,Y0 € R, ce qui implique que 'Zj3 = a.

var o, (< 8,X >) = E(< B,U >?) = 2|8,
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var ¢ ,(< a, 0 >) =o%||Z('2Z)~ aH

Mais 'Z3 = « implique que Z( 'ZZ)'a = Z( 'ZZ)™* 'Z5.
Posons P =Z(tZZ) ' tZ,ona P> =Pet 'P= P donc P
est une projection orthogonale sur /m(P) donc ||P||* < 1, et

par conséquent
o [|z(*zz) ol < o 18

i) PZ = Z ce qui implique que Im(Z) C Im(P), mais
dim(/m(P)) = rang(P) < rang(Z) = dim(Im(Z)) donc

Im(Z) = Im(P), donc (I — P)U = la projection-orthogonale de
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U sur un sous espace vectoriel de dimension n — p par

conséquent
~ 12
Eoo(|[ X = X|[) = 2ECI0 - PYUIP) = (n = p)o? 0

Corollaire 21

Si le modele est gaussien, i.e. que le v.a. U est gaussien, alors
Va € RY, < o, 0 > est un estimateur U.V.M.B. de
< o, 0 > et G2 est aussi un estimateur U.V.M.B. de o?.

Démonstration. U ~» N(0,c?l) donc

1
dPy ,2(x) = (27T02)_"/2exp(——2 l|x — ZG||2)dx,
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que |'on peut écrire

dPyp2(x) = exp(< p(0,0%), T(x) > —(0))dpu(dx),

p(0,0%) = ( _16//(322) ) T = ( ||t><Z!)I(2 ) ’

donc, et tenant compte du théoréme 19, on déduit que T est

avec

une statistique exhaustive et compléte. Par conséquent d'aprés
le théoréme de Lehmann-Scheffé 18, il suffit alors de montrer

que les deux estimateurs < ., § > et 52 sont des fonctions de
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Posons T(X) = ? cavec Ty = 'ZX, T, =||X|],ona
2

alors

)

= X [X])

n—p

= (T, - [|1z( *zz) o).
n—p

et =('ZZ)'Ty.
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i) E() =0 ( estimateur sans biais )

i) Var(d) = 02 (tZZ)™  ( matrice de covariance ).

@ Hypothése de normalité (conséquence)

En plus des hypothéses (H.1) et (H.2) on ajoute une

hypothése (H.3) de normalité du vecteur aléatoire v :
u~ N(0,0°%,).
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Theorem 23
0§~N<aﬁ(72rj,

~ x*(n—p),

iii) O et 62 sont des statistiques indépendantes.

A—z'Nt(”—P), 1<j<p;

aj; est le j*™ élément diagonal de (*ZZ)~
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@ Construction des tests d’hypothéses au seuil a:

region critique ‘ J)
Hy:0p=0 oo SHANe Ll Sy o(n—p) (12)
o°aj
région critique 51
Ho:6; <0 — =2 ti—a(n — p),
o2aj

ol t;_,(n — p) désigne le quantile d'ordre 1 — «v de la loi de

Student a (n — p) degrés de liberté.
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@ Construction de région de confiance (au niveau «)
pour 0;,(1 <j < p):

@' + V023 tiap(n—p)

@ Prévision

Comment, a l'instant n, prévoir la réalisation de X, 1
disposant de Z,.1 = “(Znt11s -y Znt1p), Cest a dire d'une

réalisation supplémentaire de chacune des p variables
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explicatives. Les hypothéses sont (H.1), (H.2) et

_ t
Xn+1 - Zn+19 + Upyi,

E(u”+1) - 07

On a deux incertitudes:

i) Celle due & u,11 (perturbation aléatoire),

ii) Celle due au fait que # est inconnu.
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n

L'intervalle de confiance au niveau (1 — «) est donné par

)?"+1:|:8t1_a/2(n—p)\/1+ th+1(fZZ)_1 Zn+1‘ J

@ Exemples de modélisation. 1. Modéle linéaire simple.

Commandes sur R
data(cars), plot(cars)
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Figure: Distance de freinage
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e On cherche la relation qui lie la variable dist (distance de
freinage) et la variable speed (vitesse).

e On propose le modéle dist; = 61 + O,speed; + u;,

Commandes sur R

fit < — Im(carsddist ~ cars$speed), summary(fit)

Call:Im(formula = cars$dist ~cars$speed)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-29.069 -9.525 -2.272 9.215 43.201
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Coethicients:

Estimate Std. Error  tvalue Pr(> |t|)
(Intercept) -17.5791 6.7584 2601  0.0123 *
cars$speed 3.9324 0.4155 9.464 1.49e-12
KAk

— Signif. codes: 0 ***" 0.001 ** 0.01 *'0.05" " 01 ""1
Residual standard error: 15.38 on 48 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6511, Adjusted R-squared: 0.6438

F-statistic: 89.57 on 1 and 48 DF, p-value: 1.490e-12
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@ Interprétation des résultats:
Residuals: En premier lieu R affiche les statistiques
descriptives des résidus de la régression.
Coefficients: Les estimations @\1 =-17.5791, 52 =3.9324.
Std. Error désigne |'écart type estimé.
t. value est la statistique de Student.

Pr(> |t]) est la p-value associé a la statistique de Student t
value, une valeur plus petite que 0.01 nous conduit au rejet de
Ho c'est a dire que le paramétre est significatif. Pour notre

modéle le paramétre 6; n'est pas significatif alors que 6, -I'est.
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Residual standard error =
Multiple R-Squared.

Definition 25

Lorsqu’'il y'a une constante dans le modéle de régression
multiple, on appelle coefficient de détermination le scalaire

2

H)?-Ya,,

pE—i——
[1X = X3

ou X =157 X etd,= (1,...,1), vecteur (n,1).

Plus R? est proche de 1, plus I'ajustement est meilleur.

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE



Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Adjusted R-squared- R2 =1 — (1 — R2)n”p11, ol p est le
nombre de paramétres sans compter la constante. R? ne croit
que si la nouvelle variable explicative ajoutée améliore

I'ajustement, elle peut &tre négative, et R? < R

F-statistic désigne la statistique de Fisher qui correspond a

I'hypothése nulle Hp : 6; = ... = 0, = 0; elle est donnée par

P
ai?

avec U : résidus sous Hy et U : résidus sous Hj.

Commandes sur R
fitl < — Im(cars$dist ~cars$speed-1), summary(fitl)

Call: Im(formula = cars$dist ~cars$speed -1)
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Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-26.183 -12.637 -5.455 4.590 50.181
Coethicients:

Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

cars$speed 2.9091 0.1414 20.58 < 2e-16 ***
Signif. codes: 0 ***'0.001 ** 0.01 *'0.05 "' 0.1 "1

Residual standard error: 16.26 on 49 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.8963, Adjusted R-squared: 0.8942
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F-statistic: 423.5 on 1 and 49 DF, p-value: < 2.2e — 16.

Le R? s’approche de 1, donc I'ajustement est meilleur.

Commandes sur R

plot(cars,col="blue"), z < — Im(dist ~ speed, data = cars),
abline(z,col="red")
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Exemple 2. Régression multiple: On considére |'évolution de
I'ozone en fonction de la température, du vent et de la

radiation solaire.
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Commandes sur R

fit3 < — Im(air$Ozone ~ air§Temp + airSwind + air§Solar.R),
summary(fit3)

Call: Im(formula = air$Ozone air$Temp + airfWind +
air$Solar.R)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-40.485 -14.219 -3551 10.097 95.619
Coefficients:

Estimate Std. Error twvalue Pr(>|t})
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(Intercept) -64.34208 23.05472  -2.791  0.00623 **
airYTemp  1.65209 0.25353 6.516  2.42e-09 ***

airfWind  -3.33359 0.65441 -5.094  1.52e-00
*okok
air$Solar.R 0.02319 2580  0.01124 *

Signif. codes: 0 "***' 0.001 "** 0.01 '* 0.05"'. 0.1"'"'1
Residual standard error: 21.18 on 107 degrees of freedom (42
observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6059, Adjusted R-squared: 0.5948
F-statistic: 54.83 on 3 and 107 DF, p-value: < 2.2e — 16
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Les résidus de la régression sont donnés par
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Conclusion: L’'ajustement est assez bon.

© Méthodes d’estimations
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Definition 26

Soit X = (Xi, ..., X;) un échantillon de taille n suivant une loi
Q@ € Q, avec Q est une famille de lois de probabilités sur un
espace (E, ). On définit la loi empirique de X par

1 n
P =~ leaxk (13)

ol d0x, est la mesure de Dirac au point Xj.
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Definition 27

Soit X = (Xi, ..., X;,) un échantillon de taille n suivant une loi
Q € Q, et de loi empirique P,. Soit P, |I'ensemble des
mesures de probabilités sur (E, &) de la forme

%Z; dxs Xk € E;k =1, ... n. Soit F une fonctionnelle définie
sur QN P,.

L'estimateur empirique de F(Q) est la v.a.r. F(P,).

e Estimateur d'une loi a support fini On suppose qu'il existe
{xt,..., %} € E tel que VQ € 9,577 Q({x}) =1 et on veut
estimer gk = Fx(Q) = Q(xk) = P(X1 = x).

L'estimateur empirique de g, n'est autre que la fréquence

relative empirique
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e Méthode des moments

On suppose que (E, &) = (R, B) et que X; a son moment
d'ordre k fini, et on souhaite |'estimer.
my = F(Q) = E(X{) = [ x*dQ(x), donc I'estimateur

empirique de my est donné par
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mk—Fk ZXk

En particulier les estimateurs empiriques de la moyenne m; et
la variance 0® = my — m? de X; sont respectivement
S~ v 1
m; = X = ZJ 1X et
S o1 2 (Y )2 _ 1% Y \2
my —my = Zj:1)<j —(Xn) =+ j:1(XJ Xn)*

e Estimateur du support d'une loi

On suppose que (E, &) = (R, B) et qu'il existe deux réels finis
a et b tels que l'intervalle [a, b] charge la loi Qi.e
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Q[a, b]) = 1. On définit

Fm(Q) = sup{a € R, tel que Q([ar, +o0[)=1},

Fu(Q) =inf{8 e R, tel que Q(]—o0,l[) =1},

les estimateurs empiriques de a et b sont donnés par :

3= Fn(P) = inf(Xe, k=1,...,n) |

et

b= Fu(P,) = sup(Xi, k = 1,..., n). |
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e Estimateur des quantiles d'une loi

Definition 28

Soit X = (X1, ..., X;) un échantillon de taille n, le v.a.

X = (X(1); ---» X(n)) Obtenu en rangeant les X; par ordre
croissant est appelé la statistique d'ordre de X et X;) est
la iéme statistique d'ordre.
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Definition 29

Soit @ une loi de probabilité sur (R, 3) et F sa fonction de
répartition.

Soit v €]0, 1], alors Ix, € R tel que F(x,) < a < F(x}); xo
est appelé quantile d'ordre o, un quantile d'ordre 1/2 est
appelé médiane.

On appelle intervalle des quantiles d'ordre o :

I, = {x €R, tel que F(x) < a < F(x")}.

Notons g,(Q) le milieu de l'intervalle /., on définit alors les

estimateurs empiriques des quantiles d'ordre « par :
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i) Si w = 1/2 (estimation de la médiane),

X(k+1) Si n=2k-+1

C71/2(Pn) = _
(X(k) = X(k+1))/2 sin=2k

ii)Si o n'est pas un multiple de 1/n,

Go(Pn) = (X(na)) + X(nag+1)) /2.
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Definition 30

Soit (E, &, Py, 0 € ©) un modéle statistique dominé par une
mesure fi.
Une vraisemblance est une fonction (0, x) — L(0, x) telle

que V8 € ©, L(0) = L(0, x) soit une version de fy = ‘i,—F:f.
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Definition 31

Soit (E, &, Py, 0 € ©) un modéle paramétrique (© € R9)
dominé par une mesure p, et T une statistique exhaustive a
valeurs dans (E, E).

On suppose donné une application L : © x E — R, telle que
L(6, T) est une vraisemblance.

L'estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ est
donné par 6(T) avec 0 : E — © vérifiant:

~

Vt e E, L(0(t), t) = sup L(0, t).
0O

Soit X = (Xi, ..., X,) un échantillon de taille n suivant une loi

Qp = fo.u, avec fy > 0 p.p.p., alors L(0, X) =[] fo(X;) est
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une vraisemblance.
L'estimateur du maximum de vraisemblance 0(X) est tel que

L(0(x), x) = sup H fo(x:), W'p.p.

06@

Remarques
@ Souvent il est beaucoup plus pratique, surtout pour les
modéles exponentiels, de maximiser la fonction log L(6, x)
au lieu de L(0, x).
o Si © est un ouvert de RY, et 0 :— fy(x;) est différentiable
sur ©,Vx; € support(u) alors une condition nécessaire

pour que log L(0, x) soit maximale est-que
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Z VQ |Og fg(X,') ‘G:é\(x) = O

i=1

Theorem 32

Soit (E, &, Py,0 € ©) un modéle exponentiel canonique
dominé par une mesure i, dPy = exp(< 0, T > —®(0))dp.
On suppose en plus que Y0 € ©, vary(T) est définie positive,
si 0(t) vérifie

Ejry(T) = t,t € support pT7%, (14)

-~

alors §(T) est I'unique estimateur du maximum de
vraisemblance de 6.
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Démonstration. Dans ce cas L(0,t) = exp(< 6, t > —®(0)),
donc g(t) est solution de 2 log L(6, t) = 0 ou encore

t —V®(0) = 0; de plus d’aprés le théoréme 7 VO (6) = Ey(T),
C'est a dire Ey(T) = ¢, donc si 6(t) vérifie I'équation (14) il
réalise le maximum de la vraisemblance et donc é\( T) est un
estimateur du maximum de la vraisemblance de 6.

Son unicité vient du fait que la fonction § —< 6, t > —®(0)
posseéde un Hessien définie négative (donc elle est strictement

concave), car d'aprés le théoréme 7
0*d(0)

—W = —var 9(7—) < 0.0
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Exemple. On considére le modéle de régression définit par
(8) avec (u;) un bruit blanc gaussien.

Dans ce cas la log-vraisemblance est donnée par

1
log L(0, 02, X) = —g log 02 — glog27r — 551X =28,

dlog L(0, 02, X) n 1 5
D x—zgP =
o2 202 + 204 ] "=0,
dlogL(0,0%,X) 1

(—2'ZX +2'226) = 0;

00 202
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et donc

2

N 1 -
b, = (12Z) ‘12X, 52 = HX 70,

n

Remarque. L'estimateur du maximum de vraisemblance .
de 0 coincide avec I'estimateur des moindres carrés 0 donné
par I'équation (10), ceci est du au fait que le modéle de
régression est linéaire en le paramétre 0; cependant les

2

estimateurs de la variance o“ ne coincident pas.
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On suppose que © est un ouvert de R?, et que L(#) = ‘L—F;f est
une vraisemblance.

Definition 33

On appelle Score la quantité

S(0) = 3'%9“9). (15)

Definition 34

On appelle matrice d’information de Fisher la quantité

16) = En(s(0) ) = & (LD ELD) qag
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La matrice /() est bien définie si I'application § — L(0) est
presque stirement différentiable et que le v.a. S(6) est de carré
intégrable, de plus /(6) est une matrice positive (c'est le
moment d'ordre 2 de S(0) ).
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Theorem 35

(Borne de Cramer-Rao) On suppose que:
i) L(#) >0 P.p.s.
i) 0 — L(0) est presque sirement différentiable sur © et que
le vecteur Score S(0) est centré et de carré intégrable pour Py.
iii) 1(0) est inversible.
Alors pour toute variable aléatoire T de carré Py-intégrable
vériflant

VE(L(O)T) = E(VLO)T),

on a

varg(T) > Y(VEN(T))IH(0)(VENT)). (17)
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Démonstration.

VEN(T) = E(VLO)T)
= Ep(S(0)T) car VL(#) = L(0)V log L(6)
= Ep((S(O)(T — EoT))car Ey(S(0)) = 0;

Soit v € R,

<v,VE(T)>% = (Ep(<v,50)> (T —ET)))>
< Ep(<v,S(0)>2) E ((T —EyT)?
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d'aprés |'inégalité de Cauchy-Schwartz, par conséquent

< v,VE)(T) >2
>
o E@ (< VJS(Q) >2)
<v,VE(T) >2
<v,1(0)v >

var ¢(T)

Y

le résultat (17) s'obtient alors en prenant
v=I"YO)VE/(T).0
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Corollaire 36
Si T est un estimateur sans biais de g(0) € R et si g est
différentiable, alors

var o(T) > “(Vg(0))/(0)(Ve(0)).

Definition 37

Si I'estimateur T sans biais de g(#) € R atteint la borne de
Cramer-Rao (i.e il y a égalité dans (17), alors il est dit
efficace .
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Le but de ce paragraphe est de proposer une région qui
contient le paramétre inconnu g(6) avec une probabilité fixée a
I'avance, la construction de cette région est basée sur un
estimateur T(X) de g(0) et dépend de la loi de cet estimateur.

Definition 38

On appelle région de confiance de niveau o,0 < a <1
pour g(#) une application mesurable R : E — P(g(©)), telle
que

Vo € ©,P(w,g(0) € RX(w)) > 1—a (18)

(1 — @) est le niveau de confiance de la région R.
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Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Remarque. En pratique la région R est la plus petite région
telle qu'on a égalité dans (18),

Definition 39

On appelle pivot pour g(6) toute application

M: E x g(©) — RP telle que:

i) VO € © fixé, I'application : x — T(x, g(#)) est mesurable,
ii) la loi de probabilité de MN(X, g(#)) ne dépend pas de 6.

Généralement c'est a I'aide d'un pivot qu’on peut construire
une région de confiance, nous allons illustrer ceci a I'aide de

plusieurs exemples.



Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Intervalle de confiance pour la moyenne d’'un
échantillon gaussien

On suppose que (X;)i1<i<n est une suite i.i.d. N(m,o?).
Cas o2 connue.

Onaf=m,

m— X,

donc R est telle que —a = b = u,), et
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Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

P(IN(0,1)] S tapp) =1 —o;

donc l'intervalle de confiance pour m est donné par

Im = [Xo— —=ta2, Xn+ (19)

7 sl
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Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques

Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance
Information de Fisher

Estimation par région de confiance

2

Cas o° inconnue. On a

0 = (m,0?),N(X,0) = — 22052 = LS (%, X

alors M(X, 0) = Am Xo)/njo t(n—1), ( loi de Student a
nS2/(n—1)o2

(n-1) degrés de liberté ); donc I'intervalle de confiance pour m

est donné par

— Sn Sn
/m:[X,, \/_a/z,X —f-\/_a/z] 52—n52/(n—1)

avec P([t(n—1)| < typ) =1—a.
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Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Intervalle de confiance pour la variance d’un

échantillon gaussien

0 = (m,o?),

1 k Y \2 2

N(x,6) = ;Z(Xk —X,)? ~ X2(n—1);

k=1

0<X1<|_|(X,6)<X2

1 « 1 «

— = X, — X, )P <o*< = X, — X,)?:
X2k2_;(k )" < _Xl;(k )
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Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

donc I'intervalle de confiance pour o2 est donné par

n

e = 1= 0% — X — S (% — X3, (20)

k=1

X et x; sont tels que Xll — )}—2 soit minimale et
P(xi <T(X,0) <x)=1-a.
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Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Intervalle de confiance pour les paramétres de
régression

On considére le modéle de régression (8), et on suppose que le
bruit (u;) est gaussien N(0,0?) ; on considére les estimateurs
des moindres carrés de 6 et o2 définis par (10) et (11) ; et on
veut construire un intervalle de confiance pour les paramétres
0;,1 <j<k.
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Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance
Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Theorem 40

I'estimateur des moindres carrés et tel que
6; — 0

s

o Zj,j

ou z; est le j éme élément diagonal de la matrice ( 'ZZ)™.

~ t(n—p), V1<) <p.

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin du lemme

suivant
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Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques

Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance
Information de Fisher

Estimation par région de confiance

Soit u ~~ N(0, I,) et H un projecteur de R" sur un sous-espace
E de R" de dimension r < n. Alors

[|Hul|* ~ X%(r).

Démonstration

Soit B = (ey, ..., €,) la base canonique de R", soit (f, ..., f;)
une base orthonormale de E. Alors on peut toujours compléter
cette derniére base de telle sorte que

B, = (f,....f, fri1, ..., f;) soit une base orthonormale de R™;

soit P la matrice de passage de B a B,
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Estimateur des moindres carrés

Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations

Estimateur du maximum de vraisemblance
Information de Fisher
Estimation par région de confiance

alors u =" uje; = Y] vif; avec
v=Pluv="wv,.,v,),u="u,.., u,), donc

Hu = 327 vif; ce qui implique que ||Hul|* = 327 v?, mais
comme P est orthonormale (i.e. P! = tP) on a

v~ N(O, ,).0
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Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Démonstration du théoréme 40

~

0 — 0~ N(0,0%( 'ZZ)™') (car c'est un transformé linéaire de
U~ N(0,1,)), donc

-~

0; — 0

P=2Z(t2Z)'tZ P+ =1,— P, alors

~ N(0,1).

~2
o (n—p 2
TOZB) _jprulp,
g
pt ' . de dimensi
comme est un prOJecteur Sur un sous-espace dae dimension

(n— p) on a alors

g%(n—p)/o® ~ X%(n — p). (21)



Estimateur des moindres carrés
Estimateurs empiriques
Méthodes d’estimations Estimateur du maximum de vraisemblance

Information de Fisher
Estimation par région de confiance

Le théoréme est prouvé si on montre que 0 et 52 sont
indépendants, en effet 52 est une fonction mesurable de P U,
=0+ ('ZZ)"! tZPU est une fonction mesurable de PU, il
suffit alors de montrer que P U et PU sont deux v.a.
indépendants ; or {((PU), {(PU)) est gaussien et
cov(PLU, PU) = o?PLtP = 0.0

Le théoréme ci-dessus implique que l'intervalle de confiance

pour 6, est donné par

oy = 10) = ta/2/2)0, 6; + taj21/7,0]. J




Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Soient (X;)1<i<n une suite de v.a. a valeurs dans
(E,E,Py,0 €©), et T, = T(Xq,..., X,) un estimateur de

g(0).
Le but de ce chapitre est de décrire le comportement

asymptotique de T, lorsque la taille n tends vers 4o0.
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Contenu
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Consistance de L’estimateur
Convergence en loi
Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Definition 42

On dit que T, est un estimateur fortement consistant si 7,
converge presque siirement vers g(0):

T, — g(9) (22)

Definition 43

On dit que T, est un estimateur faiblement consistant si
T, converge en probabilité vers g(0):

T, — g(0) (23)
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Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Remarque . Souvent on dit que T, est consistant s'il est

faiblement consistant.

Theorem 44

Si T, est un estimateur, posons b, = E(T,) — g(0), (i.e. le
biais de T,), v, = var(T,) ; on suppose que

i) by — 0 ( c'est a dire T, est asymptotiquement sans biais),
ii) vy — 0.

Alors T, est consistant.
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Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Démonstration
Soit EQr, = E(|T, — g(#)[*). On a EQy, = v, + b%; donc

P)

12(Q,
EQr, — 0, donc T, = ' g(0),

et par conséquent
T. = g(0)

(car la convergence en moyenne quadratique entraine la
convergence en probabilité, par I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev).
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Theorem 45

Soit T,(Xi,...., X,) une suite d’estimateurs U.V.M.B. de g(0),
et (Xi)1<i<n est une suite i.i.d. Alors T, est consistant.

Démonstration. Vu que T, est sans biais, il suffit de montrer,

d'aprés le théoréme 44, que la variance de T, converge vers 0.
Posons U, = 1 377 T1(Xk);

1
varg(U,) = Evar(Tl(Xl)); car les X sont i.i.d.
> wvar(T,) car T, est UV.M.B. et U, est sans biais. [
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Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

On suppose que (X;) est une suite i.i.d suivant une loi N(5,1)

moyenneempirique

0 50 100 150 200

Figure: Evolution de la moyenne empirique
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Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

moyenneempirique

k

0 500 1000 1500 2000

Figure: Evolution de la moyenne empirique
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Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

On s'intéresse ici a étudier la distribution asymptotique de
I'estimateur T, lorsque n tends vers I'infini, le but de ceci et
de faire de l'inférence statistique a savoir la construction
d'intervalle de confiance pour les paramétres a estimer et
tester la significativité des paramétres dans les modéles

paramétriques. Soit T,(Xi,...., X,) une suite d'estimateurs de
g(0).
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Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Definition 46
Supposons qu'il existe deux suites réelles m,(0) et 0,(0) > 0
telles que
7—n - mn(e) L
—_—= N(0,1); 24
o 0.1) (24)

on dit que T, est asymptotiqguement normal.
e lim,_,o, m,(0) est I'espérance asymptotique de T,,
elim, .., 02(0) est la variance asymptotique de T,.
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Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

On suppose que (Xj)1<i<n est une suite i.i.d., © est un ouvert
de R, et E = Rk,
Posons

Py = P},

Py est la probabilité image de P par le vecteur aléatoire de

dimension infinie (X1, Xa, ......), elle est définie sur EM.
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T tio Consistance de L’estimateur
the Convergence en loi
Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Theorem 47

On suppose que:

i) (R¥, By, Py, 0 € ©) est dominé par . avec dPy = fy.dp,

i) fp >0 p.p.s.

i) I'application 0 — log fy(x) est différentiable sur © p.p.s.
iv) VY0 € ©, il existe un voisinage V de 0 tel que

V0" € V, log fy est Py-intégrable. Alors il existe une suite O,
telle que a partir d’'un certain rang ny(x),0, soit une solution
de I'équation de la vraisemblance :

; % log f,(X;) = 0 et 0, "2 0.
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Theorem 48

Si en plus des hypothéses du théoréme 47 on suppose que
i) I'application 0 — log fy(x) est deux fois contindment
différentiable sur ©, u.p.s. et 0 — 802 log fy(x) est continue
en 6 uniformément par rapport a x.

i) Eg(2 log fe(X1)) =0, Ee(aa— 9
ii\i; 0< /1(9) Eo((5; log fy(X1))

g;<1)/fe(X1)) 0,

nh(0)(6,(X) — 0) 5 N(0,1). (25)
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Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Démonstration. Posons /(0, x) = log fy(x).

En appliquant la formule de Taylor

avec 0, = A0, + (1 —X)8, X €]0,1] donc



Consistance de L’estimateur
Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

) LSaNe.x)

(26)

1o~ & g 0
D(n,X) = ;Z—/(e,x,-)+— 2 ——1(6,, X;) — 52! (0- %)
1

La suite (Z/(0, X;)) est une suite i.i.d. centrée et de variance
Eg((% log £(X1))?) = h(6), donc d'aprés le théoréme central

limite on a
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Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

) > %/(9 X;) 5 N0, L(6)). (27)

La suite (6‘992/(9 X;)) est une suite i.i.d. d'espérance
mathématique, en utilisant I'hypothése ii), :
82
B0 X0)) = ~h(0);

donc d’aprés la loi des grands nombres

82
wl(e,

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE

X) B —h(0).



Consistance de L’estimateur
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Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

L'hypothése i) entraine qu'il existe une fonction d(x) avec
d(x) — 0si x — 0, telle que

0? 0?

< d6. —
892 /(9,,,)() 662 l(9 X) — d(en 9)7

et comme 6, — 6 — 0 ﬁg.p.s. on déduit que

& & :
892/(9,,,X) 6. %) 50

La convergence (25) découle de (26)-(27) et du théoréme 52
.
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Convergence en loi
Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Contenu
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Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Theorem 49

(version scalaire) Soit (X;)1<i<n une suite de variables
aléatoires i.i.d. de moyenne m et de variance . Alors

ZX m) -5 N(0, 02).

A I'aide du théoréme de Cramer-Wold:
(X,) = X = < u, X, >< u, X >,Vu e RY,

on déduit le théoréme suivant :
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Theorem 50

(version vectorielle) Soit (X;)1<i<n une suite de vecteurs

aléatoires i.i.d. de moyenne m et de matrice de covariance ¥.
Alors

ZX ) =5 N(0,X).
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the Convergence en loi
Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Theorem 51

(changement de variables) Soit (0;)1<i<n une suite de vecteurs
aléatoires, et 0 un vecteur aléatoire tels que

Vn(0, — 0) =5 N(0,%). (28)

Soit g = (g1, ..., &) une application de RP dans R9 telle que
ses dérivées partielles existent et continues. Alors

Vn(g(6,) — g(8)) = N(0, G(6)Z tG(9)),

ot G(0) = (Gij)i<i<qi<j<p €St une matrice (q,p) avec

.. _ 0&i(9)
G = 00,
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Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Démonstration
En utilisant le développement de Taylor pour la fonction g on
obtient

g(0n) = g(0) + G(0,)(6, — 0),
ol 0, = Nifa(i) + (L — X)O(i), A\ € [0,1],1 < i < p, avec 0(i)
désignant la iéme composante du vecteur 6, or la convergence
(28) entraine que 6, 25 0 et donc 6, - 0.
Par conséquent la continuité de G implique que

G(6,) £ G(6). La démonstration s'achéve en écrivant
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Convergence en loi

Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

\/E(g(gn) - g(@)) = G(gn)\/ﬁ(en - 9)7

et en utilisant le théoréme suivant (voir cours licence).

Six, Ly cetY, LY. Alors

XY, =5 cY.
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Estimation : Théorie asymptotique Annexe: Théorémes centrales limites

Variables exponentielles

Frequency

Histogram of Gauss

Frequency

Gauss

Figure: Théoréme central limite
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Tester une hypothése revient & décider, en se basant sur
I'observation x = X(w), si celle-ci est vraie ou fausse, de tels
problémes sont nombreux et se posent dans la vie courante

dans plusieurs domaines, par exemple:

@ On veut tester |'efficacité d'un vaccin ou un médicament.

@ Un patron d'usine de fabrication de pneus veut savoir si

ses machines sont bien réglées.

@ L'ajout d'un métal augmente ou non la résistance de
I'acier fabriqué.



Test de rapport de vrai5§n1b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison

Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

e |l se pose alors le probleme de formulation statistique du test
et de la décision.

e La formulation du test consiste a décider d'une hypothése
Ho appelée hypothése nulle contre une hypothése
alternative H;.

e On se donne alors un modéle statistique (E, &, Py, 0 € ©) et
une partition de I'espace des paramétres © = ©y U ©; telle
que H;={0€©;},i=0,1.

Definition 53

On appelle région critique d'un test le sous ensemble de E
des observations qui ménent a rejeter Hp.
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Test de rapport de vrai5§n1b|ance
Test d’adéquation de X<
Test d’'indépendance de deux variables aléatoires

Test de Kolmogorov -Smirnov
Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov

Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Definition 54

On appelle fonction test une application mesurable ¢ de
(E, &) dans ([0,1], Bp,1})- Un test basé sur ¢ consiste a :

1) Rejeter Hp si ¢(x) =1

2) Accepter Hy si ¢(x) =0

3) Faire un tirage au sort selon une Bernoulli B(¢(x)) et qui
consiste & accepter Hy avec une probabilité 1 — ¢(x) et refuser
Ho avec une probabilité ¢(x).

Remarque 55

Le point 3) ne se présente que dans le cas discret.
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Test de rapport de vraisgmblance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison

, o t
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Definition 56

Un test ¢; est dit préférable (resp. strictement
préférable) a un test ¢, si

Ey(¢1(X)) < Eo(92(X)) VO € O,
et

Eg(¢1(X)) = Eg(02(X)) VO € ©x,
(29)

(resp. les deux inégalités sont stricts).
Si aucun test n'est strictement préférable a ¢, on dit que
celui-ci est admissible.
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Test de rapport de vrai5§n1b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

hypothése vraie

Ho H1
hypothése Hy | Décision correcte  Erreur de type Il
acceptée Hi | Erreur de type | Décision correcte

Neyman et Pearson se sont intéressé aux tests dont la
probabilité d'erreur de type | ( accepter a tort H;) est en
dessous d'un certain seuil fixé auparavant et ensuite chercher
parmi ceux-Ci un test qui minimise la probabilité d'erreur de

type Il ( accepter a tort Hp)
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Test de rapport de vraisgmblance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison

, mptot
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Definition 57
La taille d’ un test ¢ est donnée par

ag = sup Ey(¢(X))

Le test est dit de niveau « si sa taille est inférieure ou égale
aa.

La puissance du test ¢ est la fonction : ©; — R, définie par
85(8) = Ea(6(X)).

On dit que ¢, est plus puissant que ¢, si

5¢1(6) = 5¢2(9)7ve € 6.

Le test ¢ est dit de puissance maximum au niveau « s'il
est de niveau «, et s'il est plus puissant que tout test de
niveau «.
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Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Definition 58

Supposons que la région critique du test ¢ de niveau « est
donnée par W = {x, T(x) > c}, soit Fr la fonction de
répartition, sous Hp, de T(X).

On définit la probabilité critique ou
par

" p-value " du test ¢

pc. = 1—Fr(c). (30)

Cela veut dire que si on choisit un niveau « plus grand que la

probabilité critique alors I'hypothése Hy sera rejetée.
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Remarque. Soit W la région critique du test ¢ c’est dire que
W = {x € E, x conduit au rejet de Hy},
ou encore { rejeter Hy} = 1y(.), donc
o(x) = P( rejeter Hy | X = x)

= Pw()| X =x)

= E(lw(X) [ X =x)
donc

oX) = E(w(X)| X)
= 1w(X)
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ceci implique que

Ex(6(X)) = / 1 (x)dPy(x)
= Po(W)
= Py( rejeter Hp).

En général on choisit « petit (0,01 ou 0,05), ce choix nous
donne la probabilité maximale de rejeter a tort I'hypothése Hp.
En effet, si on pose Hy = { les machines sont bien réglées} ,
avec « petit la probabilité de rejeter Hy sachant qu’elle est
vraie est petite donc ceci minimise le risque qui est d’arréter 3

tort les machines.
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Definition 59

Pour tester Hy contre H; un test basé sur la région critique
W = {x,\(x) < k}, ou

SUPeeeo f(Q,X)
supgeo (0, x)

A(x) (31)

est appelé test de rapport de vraisemblance.

Remarque. Plus le rapport est petit plus on aura tendance a

rejeter Hp.
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Definition 60

On considére le modéle de régression (9). On dit que le
paramétre 6 satisfait une contrainte linéaire s'il existe une
matrice R de taille (r, p) de rang r < p, et un vecteur c tels
que

RO = ¢ (32)

On veut tester Hy : RO = ¢ contre H; : RO # c; accepter Hy
conduit souvent d une réduction du nombre de paramétres a
estimer. De tel test sert aussi a tester la significativité des

variables explicatives z; ; dans le modéle de régression donné

par (8).
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Theorem 61

(Test de Fisher) On suppose que le bruit u; dans le modéle (8)
est gaussien. Alors

i. Le test du rapport de vraissmblance de niveau o pour tester
Ho : RO = ¢ contre H; : RO = c; est basé sur la région critique
{F(x) > f}, oi

~12 12
Hx—m —Hx—m

2 1

F(X) =
Hx—zé

avec 0 et 0 sont les estimateurs du maximum de vraisemblance
sans la contrainte et sous la contrainte (32).
ii. Sous Hy, la v.a.r. (n — p)F(X)/r suit une loi Fisher
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Démonstration. i. On a

SUP(9,52)c0, f((97 02)7 X)
Sup(9,02)€@ f((‘ga U2)a X)
£((0,5%), x)
f((8,52), x)

Ax) =

’
comme

Y

1 2 ~
62:EHX—ZGH ,et'&zz—‘X—Z(‘)

on en déduit alors que
_ (=2 /=2\n/2.
A(x) = (0°/a%)"%;
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donc

Mx) < k <= /32> kg = k"

2
X —2Z0

= >k

2

X — 70|

2

~ 12 PN
X — 70 —Hx—m

>k1—1

2

Hx—zé
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ii. Notons U = X — Zg, U= X — Z0. Comme les estimateurs
des moindres carrés et le maximum de vraisemblance sont les
mémes, alors U=X—2Z0et U=X — Z0 sont
respectivement les résidus dans le modéle non contraint et

contraint. De plus on montre que (voir exercices )

6=0—('2Z)" 'R(R('Z2Z)"' '‘R)*(c — RO)

donc U—U = QU on
Q =2Z('zz)! '‘R(R( ZZ)! *R)"IR( 1ZZ)! Z,
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donc U U J_ , ce qui implique que
2 -~
’ —‘ —HU U ,et U— U et U sont

indépendants; de plus Q? = Q donc Q est un projecteur sur un

espace de dimension r et par conséquent, d'aprés le lemme 41,
1~ ~|12 ,
= |o-0|[ - a2,

et d'aprés (21)

~

1 2
UH s X2(n — k).O0

o2
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e Le but du test d'adéquation de X2 est de décider si
I'échantillon observé x = (Xi(w), ...., Xy(w)) peut étre
considéré comme issu d'une loi bien spécifiée Py.

e Effectuer le test Hy : P = Py contre Hy : P # Py, ou plus
généralement Hy : P € {Py,0 € O} contre

Hy : P& {Py,0 € ©}.

e Supposons que card(E) < oo; c'est a dire que

E = {x1,...,xq} et que I'on veut tester Hy : P = P, avec
Po(xj) = pj,j =1,.....,d contre Hy : P # Py.
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e Pour effectuer ce test on introduit la mesure de divergence
(ou distance de Khi-deux) entre la loi théorique Py et la loi

empirique P, (définie par (13) ):

DPP) = 3025 - b (53)

oo N, =5, l{xk:xj} est la frequence absolue empirique.

e Si Hy est vraie alors par la loi des grands nombres %
s'approche de p; et donc D(P,, Py) est trés petite.
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e La région critique est de la forme W = {D(P,, Py) > k},

k est tel que le test soit de niveau «.

Theorem 62

On suppose que p; > 0, alors sous H

D(P,, Py) 5 x2(d —1).
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Démonstration. Soit (ey, ..., e4) la base canonique de RY et

posons Y, = ZJ‘.]: [ Xm=x

E(Y1) = (p1,-.., Pa) et de matrice de covariance

cov(Yh)ij = (pid} — pip;), de plus S0 Yo = £(Ny, ..., Ny), et
Z, = t(%(Nl npl)a SRR %(Nd - npd)) =

f(z Ym — nE(Y1)); d’aprés le théoréme central limite on a

161 ; les v.a. sont i.i.d. de moyenne

Z, L 7 N(0, cov(Y1));

de plus D(Pa, Po) = f(Z,) avec f(z1, ..., z5) = 3.} 22/p; donc
continue et par conséquent D(P,, Py) A f(Z).
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Posons u = *(\/p1, .-, /Pd), €t soient vi, ..., vy_1 des vecteurs

tels que (vq, ..., vg_1, u) soit une base orthonormale de RY, soit

t Vi

H la matrice (d, d) définie par H = . , alors

Vd—1
ty
HtH = I; (H est orthogonale) et Hu = ey4.
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Posons ¢ = H'(Zy/\/P1, .-, Za/\/Pq); il est facile de vérifier
que

; ly_1 O
CWN(O7H(5{_\/pfpj)tH):N(Q dol 0 )7
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ceci entraine que (; ~» N(0, 1), les (; sont indépendantes pour
i=1,....,d—1 et (4 =0 est dégénérée.
Finalement

d—1

F(Z) = 11 1(Ze//Prs s Za/ BI = ICIF = Y G~ A%(d—1).C

1
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Exemples 1. On a lancé 100 fois une piéce de monnaie, on a

obtenu 40 fois pile. Peut-on dire que la piéce est truquée 7

Commandes sur R

piece=c(40,60), HO=p(1/2,1/2), chisq.test(x=piece,
y=NULL, p=H0)

Chi-squared test for given probabilities
data: piece
X-squared = 4, df = 1, p-value = 0.0455.

Donc a 5% on rejette HO, et donc la piéce est truquée.
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Exemples 2. On a lancé 100 fois un dé, on a obtenu :

face 1 |2 |3 |4 |5 |6
Nombre de faces | 25 | 16 | 12 | 15 | 13 | 19

Peut-on dire que le dé est pipé?

Commandes sur R

de=c(25,16,12,15,13,19), HO=p(1/6,1/6, 1/6,1/6,1/6,1/6),
chisq.test(x=piece, y=NULL, p=H0)

Chi-squared test for given probabilities
data: de X-squared = 6.8, df = 5, p-value = 0.2359 Donc 3

5% on ne rejette pas HO, et donc le dé n’est pas pipé.
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e Soit P une loi de probabilité d'un couple aléatoire (X, Y) &
valeurs dans R2, on veut tester I'indépendance de X et Y en
se basant sur un échantillon (X;, Y;)1<i<n-

e Ceci revient a tester Hy : P(dx, dy) = P1(dx)Pz(dy) contre
H; : P(dx, dy) # Pi(dx)Py(dy); ot P et P, sont
respectivement les lois marginales de X et Y.
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e On construit alors une partition uniforme de |'ensemble des
valeurs prises par X : Aq, ..., A,, et de I'ensemble des valeurs

prises par Y : By, ..., B, (uniforme veut dire que
Pi(Aj) ~ 1/r, Py(B;) = 1/s). ® On définit alors

Nij = Z 1{(Xk7Yk)EAi><Bj}'
k=1

e On pose
r )

=3y (ol

i=1 j=1 p”J
comme dans le théoréme 62.

e On montre que
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e En pratique les probabilités marginales sont inconnues et

donc on les estime par les estimateurs empiriques

L lG,, . 1%
p,;.:;;Nu,po,j:;ZNi,f-

i=1

e On montre alors que

an _ ZZ (N,',j — n/ﬁi,o /ﬁ%j) £> _)('2((r — 1)(5 — 1))

i=1 j=1 N Pie P
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Exemple. Dans un atelier les 157 pannes de machines
dénombrés au cours d'un trimestre se répartissent comme suit,
selon l'indentité des machines et les équipes aux postes de

travail au moment des pannes:

Machines
Postes de travail M1 M2 M3 Ma
Equipel (matin) 10 |6 |12 |13
Equipe2 (soir) 10 |12 |19 |21
Equipe3 (nuit) 13 |10 |13 |18

Tester |I'hypothése selon laquelle le nombre de pannes des

machines ne dépend pas de I'équipe.
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Commandes sur R

atelier= matrix(c(10,10,13,6,12,10,12,19,13,13,21,18), 3,4,
dimnames=list( c("Equipe 1", "Equipe 2", "Equipe 3"),c(
"Machine 1", "Machine 2", "Machine 3", "Machine 4") ))
chisq.test(atelier)
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Pearson’s Chi-squared test

data: atelier

X-squared = 2.0081, df = 6, p-value = 0.919

Conclusion : On ne rejette pas |'hypothése d'indépendance
entre les variables "équipe" et "nombre de pannes des

machines".
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e Le test de Kolmogorov-Smirnov est un test non paramétrique
qui porte sur la fonction de répartition de la loi testée.

e C'est a dire qu’en se basant sur un échantillon (X;);<;<, de
fonction de répartition inconnue F, on teste Hy : F = Fy
contre H; : F # Fy.

Definition 63

On définit la fonction de répartition empirique de
(Xi)1<i<n, I'application F} : R —[0,1] définie par

n

n

Fr(x) = %Z 1{xj§x}'

J=1
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e On définit les statistiques de Kolmogorov-Smirnov suivantes :

Kn = sup |F;(x) = Fo(x)|, K" = sup(F; (x) — Fo(x)),

x€R xER

K, =sup(Fo(x) — F;(x)).
xeR
Theorem 64
(Glivenko-Cantelli)

On suppose que (Xi)1<i<n est une suite i.i.d. de fonction de
répartition F(x), alors sous Hy, on a

K, 2% 0.
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Démonstration. Soit x € R fixé, alors Y; = 1{x,<x} et
Z = l{XJSX},J > 1 sont deux suites de variables aléatoires
distribuées selon une loi de Bernoulli de paramétre

= E(l{xj<x}) = P(X; < x) = Fo(x) et p= Fo(x™)
respectivement sous Hj.

Par application de la loi forte des grands nombres

Frx) = 3321 5 Folx), et Fi(x*) = 1320 %3 Fo(x™).
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Soit N € N, posons

Xn = sup {x € R; tel que Fo(x)<K} 1<k <
N —1,xny=—00,xyn = +00.

e Soit k < N; tel que |xk n, Xk+1.8] 7# 0, et soit

X €)Xk n, Xk+1,n], alors

IN

Fo(x) — Fo(x) Fr(Xk1,n) — Fo(Xk+1,n)

+ Fo(kiin) = Fr(6n)
1

< Fr(Xksin) — Fo(xiga,n) + n
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e On montre aussi que

Fa(x) = Fo(x) = Fa(xn) = Folx(n) — 3
ceci implique que
Kn = sup [F;(x) = Fo(x)| < max|F;(x) = Fo(x)]

x€R

+ max |Fr(x ) = Folxgn)| + 7

et donc

. . 1
Jim_sup |F; (x) ~ Fo(x)| < ;.
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e Les deux théorémes suivants sont admis (voir la

démonstration dans Van Der Waerden).

Theorem 65

On suppose que (Xi)1<i<n, est une suite i.i.d. de fonction de
répartition F(x), que Fo(x) est continue, alors sous Hy

VK, 5 7

la fonction de répartition de Z est donnée par

oo
2.2
FZ _ E —2k=x

k=1
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Tests de comparaison

Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Theorem 66

On suppose que (Xi)i1<i<n, est une suite i.i.d. de fonction de
répartition F(x), que Fo(x) est continue, alors sous Hy

VKt 5 z+.

la fonction de répartition de Z+ est donnée par
Fz+(X) =1- efzle
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Exemple 1. On génére une variable selon une loi exponentielle

de paramétre 1, et on teste sa normalité.

Commandes sur R

exponentielle=rexp(1000), libray(nortest), hist(exponentielle,
col="blue"), lillie.test(exponentielle)
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Histogram of exponentielle
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: exponentielle
D = 0.1552, p-value < 2.2e-16

Conclusion : On rejette fortement la normalité.
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Exemple 2. On génére une variable selon une loi Gauss de

moyenne 0 et de variance 1, et on teste sa normalité.

Commandes sur R

Normale=rnorm(1000), libray(nortest), hist(Normale,
col="blue"), lillie.test(Normale)
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Histogram of Normale
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: Normale
D = 0.0167, p-value = 0.7127

Conclusion : On ne rejette pas la normalité.
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Contenu
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Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

e |Is permettent de comparer deux échantillons (X;)1<i<, et
(Yi)1<i<m, et décider s'ils proviennent de la méme loi ou pas,
donc on effectue le test Hy : F = G contre H; : F # G, avec

F est la fonction de répartition de (X;)1<j<, et G celle de
(Yi)i<i<m.

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE



Test de rapport de vrai5§|11b|ance
Test d’adéquation de X<
Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov
Tests de comparaison

Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Contenu

M. BOUTAHAR TISTIQUE INFERENTIELLE



Test de rapport de vrai5§n1b|ance

Test d’adéquation de X<
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Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

e || est basé sur la statistique
D(F,, Gp) = supxer |F,(x) — G (x)] -

Theorem 67

On suppose que (X;)1<i<n, et (Yi)1<i<m sont deux suites i.i.d.
et sont indépendantes. Alors sous Hj

L
nm
—DF*G* nm_>oo D;
n+m (n’ m) ,m—r—+

la fonction de répartition de D est donnée par

Fo(x) =1-2) (1) te ™,
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Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Exemple 1. On génére deux échantillons. La premier suit une
loi exponentielle de moyenne 1. Le deuxiéme suit une loi Gauss
de moyenne 1 et de variance 1, et on teste si les deux

échantillons sont issus de la méme loi

Commandes sur R

Expontielle= rexp(1000), Normale=rnorm(1000,1,1),
ks.test(Normale)
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: Normale and Exponentielle

D = 0.526, p-value < 2.2¢-16

alternative hypothesis: two-sided

Conclusion: Les deux échantillons ne sont pas issu de la méme

loi.
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Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Exemple 2. On génére deux échantillons. La premier suit une
loi Student degré de liberté 2. Le deuxiéme suit une loi Gauss
de moyenne 1 et de variance 1, et on teste si les deux

échantillons sont issus de la méme loi

Commandes sur R

Student= rt(1000,2), Normale=rnorm(1000), ks.test(Normale)
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: Normale and Student

D = 0.199, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: two-sided

Conclusion: Les deux échantillons ne sont pas issus de la

méme loi.
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Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Exemple 3. On génére deux échantillons. La premier suit une
loi Student de degré de liberté 100. Le deuxiéme suit une loi
Gauss de moyenne 1 et de variance 1, et on teste si les deux

échantillons sont issus de la méme loi

Commandes sur R

Student= rt(1000,100), Normale=rnorm(1000),
ks.test(Normale)

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE



Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Histogram of Student
o
&
z
5 g
2 2
=4
a1
o
T 1
4 2 0 2
Student
Histogram of Normale
oy
e
g 8
3 2
2
L3

0

&

Normale

M. BOUTAHAR TISTIQUE INFERENTIELLE



Test de rapport de vrai5§|11b|ance

Test d’adéquation de X<

Test d’'indépendance de deux variables aléatoires
Test de Kolmogorov -Smirnov

Tests de comparaison
Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: Normale and Student

D = 0.047, p-value = 0.2193
alternative hypothesis: two-sided

Conclusion: Les deux échantillons sont issus de la méme loi.
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Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

e |l est basé sur la statistique

U =33 Lo

i=1 j=1

Theorem 68
Sous les mémes hypothéses que le théoréme 67, on a sous Hy

Unm — 5 5
, n,m (%) UWNO,].
Vnm(n+m+1)/12 7 o ©.1)

M. BOUTAHAR STATISTIQUE INFERENTIELLE



Test de rapport de vrai5§|11b|ance
Test d’adéquation de X<
Test d’'indépendance de deux variables aléatoires

Test de Kolmogorov -Smirnov
Tests de comparaison

Tests d'hypothéses Test de comparaison de Kolmogorov-Smirnov
Test de comparaison de Mann-Whitney-Wilcoxon

Pour les 3 exemples précédents on obtient:

1. " Mann Whitney Wilcoxon Test"

data: Normale and Exponentielle

"Alternative Hypothesis: the samples do not have the same
distribution"

"pvalue:" 0.0009879936.

2. " Mann Whitney Wilcoxon Test"

data: Normale and Student

"Alternative Hypothesis: the samples do not have the same
distribution"

"pvalue:" 0.851282.



Test de rapport de vrai5§|11b|ance
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3. " Mann Whitney Wilcoxon Test"

data: Normale and Student

"Alternative Hypothesis: the samples do not have the same
distribution"

"pvalue:" 0.9129897.
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