Rapport de stage - Marches aléatoires en milieux aléatoires

Nathan Huguenin
Université d’Aix-Marseille Master 2 CEPS

Directeur : Pierre Mathieu
Institut de Mathématiques de Marseille

Tuteur en Allemagne : Noam Berger
Technische Universitdt Miinchen

Avril-Juin 2022

7 et Aix--Marseille

de MATHEMATIQUES
de MARSEILLE

=

Socialement engagée

Table des matiéres

1 Introduction 2
1.1 Organisation du mémoire . . . . . . .. . oL e 2

1.2 Environnements aléatoires . . . . . . . . ... L 2
1.3 Marche aléatoire en environnement aléatoire . . . . . . . . ... Lo 3
1.4 DL’environnement vu de la particule . . . . . . . . .. ... 4

2 Théorémes limite dans le cas uniformément elliptique 6
2.1 Rappel : théorémes ergodiques et différences de martingales . . . . . . . . . .. .. .. 6
2.2 Inégalités pour les fonctions w-harmoniques . . . . . . . . .. .o 6
2.2.1 Définitions et notations . . . . . . ... L 6

2.2.2  Principe du maximum . . . ... Lo 7

2.2.3 Uneinégalité delamoyenne . . . . . . . . .. ..o 9

2.3 Théorémes limite pour les marches aléatoires en environnements uniformément elliptiques 11
2.3.1 Loi forte des grands nombres . . . .. ... oL oo 11

2.3.2 Théoréme central limite quenched . . . . . . . . . . ... oL 12

2.3.3 Principe d'invariance . . . . . . ... e 20

3 Reécurrence et transience 22
3.1 Rappel des théoremes utilisés . . . . . . . . . L 22
3.2 Récurrence pour d < 2 . . . . L. 22
3.3 Transience pour d >3 . . . . . . L L 23
3.4 Contre-exemples . . . . . . . .. 25



1 Introduction

Un probléme classique émergeant de plusieurs domaines d’application tels que la biologie, la cristal-
lographie ou la physique statistique, est la modélisation mathématique du transport dans un milieu
hautement inhomogéne. Autour de 1970, les marches aléatoires en milieux aléatoire sont introduites
par Chermov et Temkin pour répondre au probléme (on pourra consulter [DR14| pour des références).
Il s’agit aujourd’hui d’un objet fondamental de la théorie des Probabilités, qui constitue encore un
domaine de recherche trés actif. Le principe général est de choisir de maniére aléatoire les probabili-
tés de transition de la marche aléatoire sur un certain réseau (le plus souvent, Z%). Ceci permet de
représenter le déplacement d’une particule dans un milieu, n’imposant a celui-ci que des propriétés glo-
bales (& travers la mesure de probabilité choisie) et permettant localement de (plus ou moins) grandes
irrégularités.

Le travail réalisé lors de ce stage concerne une classe particuliére de marches appelées équilibrées (ou
centrées), qui sont alors des martingales. On suit un schéma classique d’étude des marches aléatoires,
a savoir I’établissement de théorémes limite (loi des grands nombre, théoréme central limite et principe
d’invariance), puis I'étude des propriétés de transience et récurrence. L’essentiel de ce travail repose
sur le cours d’Ofer Zeitouni donné a ’école d’été de St Flour (|Zei01]).

Je tiens & remercier Pierre Mathieu de I'Institut de Mathématiques de Marseille pour m’avoir fait dé-
couvrir & travers ce stage le domaine trés riche des marches aléatoires en milieux aléatoires. Je remercie
également Noam Berger et toute l’équipe de probabilités de la Technische Universitat Miinchen pour
leur accueil chaleureux durant trois semaines de ce stage, ainsi que pour les échanges trés intéressants
que nous avons eu au cours de cette période.

1.1 Organisation du mémoire

On introduit dans la suite de cette section le cadre rigoureux adapté a ’étude des marches aléatoires
en milieux aléatoires : on y donne les définitions des objets rencontrés dans la suite (environnements
aléatoires, marches aléatoires en environnement aléatoire...), leurs propriétés essentielles, ainsi que les
hypothéses que nous ferons tout au long du mémoire. La seconde section est consacrée aux théorémes
limites pour la marche aléatoire en milieu aléatoire. On y démontre des résultats "de type EDP" utiles
dans la suite, puis le théoréme central limite (ou principe d’invariance), qui est le résultat principal.
Dans la troisiéme partie on étudie la transience ou récurrence de la marche.

1.2 Environnements aléatoires

Pour z € Z4, on note N, = {y € Z% : |y —x|s = 1} le voisinage de x, et M(N,) I’ensemble des mesures
de probabilités supportées par N,. On munit Uespace produit Q =[],z M(N,) de la tribu Borélienne
F, ¢’est-a-~dire la tribu engendrée par les événements a support fini (ie cylindriques). Etant donnée une
mesure de probabilité P sur 2, on appelle les éléments de (Q, F,P) environnements aléatoires.

Remarque 1.1.

i) Q est compact par le théoréme de Tykhonov

i1) Pour simplifier, on fait ici le choiz de ne pas inclure © dans son voisinage. Toutefois, les résultats
€tablis resteraient vrais sans plus d’effort si on autorisait ces boucles.

Pour w e Q, x € Z% et i = 1,...,d, on note w, la mesure sur N, associée & w et w,(Fe;) la probabilité
associée a x +e; € N, ol e; est le vecteur (0;5)j=1,..4. On définit I'opérateur de translation sur les
environnements, ou shift, 6, par

0wy = Wyty

pour tout w € €, tous x,y € Z<.

On fait maintenant des hypothéses sur la loi P des environnements, qu’on supposera vérifiées tout au
long de ce mémoire.



Hypothése 1.2.

1) Invariance par translation : pour tout A € F, et tout x € Z¢, P(6*A) = P(A)

2) Ergodicité : pour tout A € F tel que %A = A pour tout x € Z¢, P(A) € {0,1}

8) Equilibre : Pour P-presque toul w € Q, pour tout x € Z% el tout i = 1,...,d, wy(e;) = we(—e;).

1.3 Marche aléatoire en environnement aléatoire

Etant donné w € € fizé, la marche aléatoire dans ’environnement w est la chaine de Markov homogéne
(Xn)n>o0 définie par les probabilités de transition :

d

Pw(XnJrl = $n+1|Xn = $n) = szn(iei)&vn:ﬁ:ei (xn+1)
=1

pour tous T, 1,7, € Z9 et tout i = 1,...,d. (Ot 6,(y) = Tia—y)))

On munit (Z%)N de la tribu G engendrée par les événements cylindriques, et on note P% la mesure
de probabilité induite sur ((Z)N,G) par P¥, telle que P¥(Xo = z) = 1. La loi P¥ est appelée la loi
quenched (qu’on pourrait traduire par individuelle) de la marche aléatoire (X,,).

Le noyau de transition de la marche est donné par

d

T, (.73, dy) = Z(Wz(ei)(sx—i-ei + wx(_ei)(sﬁ—ei)
=1

Si w € Q est équilibré (hypothése 1.2-3), on peut écrire

d

Tw(.’L', dy) = wa(ei)(5m+ei + 51’—67;)
=1

Le générateur de la marche est alors donné par
d
Lof(x) = (T = 1) f(z) = Y walen) (f(2 + €i) + fla — &) — 2f () (1.1)
i=1

pour toute fonction f : Z¢ — R.
En moyennant la loi quenched contre la mesure P, on obtient la loi annealed (ou moyennée) P, de
(Xy), c’est-a-dire que pour tout A € G,
P.(4) = E(PE(4)) = [ PE(A)P()
Q

Notons que la marche (X,,) n’est pas une chaine de Markov pour la loi P,.
L’hypothése d’équilibre confére & la marche la propriété de martingale :
Proposition 1.3. Notons G, = o(Xo, ..., X»). La marche (X,,) est une martingale pour la filtration
Gn.
Démonstration. Pour tout n >0, on a X411 — X, € {£e;,i =1,...,d}, et
Py (Xnt1 — X = €i|Gn) = wx, (€:) = wx, (—€i) = P (Xn+1 — Xn = —€i|Gn)
grace a 'hypothese 1.2 (3). Ainsi,

d
By [ Xnt1 — XalGn] = B%, (X1 — X0) = ) _[eiwx, (e:) — ewx, (—ei)] = 0
=1

et donc EY[X,41|Gn] = Xn. O



Remarque 1.4. La propriété de martingale dans le cas équilibré permet ['utilisation de théorémes puis-
sants (loi des grands nombres, théoréme central limite et principe d’invariance pour les martingales),
qui ne serait pas possible sans cette hypothése.

Donnons & présent des exemples de marches aléatoires dans des environnements particuliers.

Exemple 1.5.

i) Si on pose wy(+e;) = 5 pour tout x € Zq et tout i = 1,...,d, la loi P¥ est celle de la marche
aléatoire simple issue de x dans Z%.

i) Sur Z2. Posons i <p< % et q = % — p. Posons ensuite

i ) Ir = :txg
wz(e) =< psie==xey et |x1| > |x2|, ou sie=xey et || < |2
q sie==tey et |z1| > |z2] ou sie = Fey et |x1| < |x2|

On verra que la chaine (X,,) dans cet environnement est transiente bien qu’en dimension 2.

On va maintenant présenter un point de vue central dans 1’étude des marches aléatoires en milieux
aléatoires.

1.4 L’environnement vu de la particule

L’environnement vu de la particule désigne une chaine de Markov auxiliaire qui représente I’environ-
nement translaté par les pas successifs de la marche aléatoire. On le définit comme suit : étant donné
w €  fixé, on pose

on = 05w

Remarque 1.6. Bien que w, soit un environnement dans ), notera wy(x, +e;) pour la probabilité de
rte €N,.
Proposition 1.7. La suite (wy)n>0 est une chaine de Markov pour les lois Py et Py, de noyau de

transition
d

M(w,dw') = Z(wo(ei)(seﬁm + wo(—€i)dg-ciy,)

=1

Démonstration. Soient (f;)i—1...n des fonctions bornées de Q dans R. On a :
() - )
= Ep (flfi(wi)ESJ [fn(OX”w)IQ’n—l]>

( fil@)E%, (fn(HX’”w>)>

n—1 d
ESJ( Fi@0) | D@t (€3 Fal090%710)) + wox, y (—e) (079057 10)

i=1 j=1
1

i=1 Q
1

=EY (H fi(wi) fn(W/)M(QX"W’dw/))



Et donc (&wy,)y, est une chaine de Markov pour Py. En intégrant les deux cotés de I’égalité par rapport

a P, on obtient
n n—1
Eo (H fz‘(u_fz‘)) = Eg <H fi(@i)an((Dnl)>
i=1

=1

D’ot la méme conclusion pour la loi Py. O

Remarque 1.8. Pour une fonction f : Q — R, on note f¥ la fonction de Z¢ — R définie par
f(x) = f(0*w). On a alors le lien suivant entre les opérateurs M et T, :

M f(w) = To, f*(0)



2 Théorémes limite dans le cas uniformément elliptique

Le principal objectif de cette partie est d’obtenir un principe d’invariance (théoréme central limite
pour les trajectoires) pour la marche aléatoire en milieu aléatoire, sous I'hypothése supplémentaire sur
les environnements suivante :

Hypothése 2.1. Uniforme ellipticité : il existe € > 0 tel que pour P-presque tout w € ), pour tout
x€Z% et tout i = 1,...,d, wy(Fe;) > €.

Dans la suite, on notera €2y le sous-ensemble de ) formé des environnements équilibrés et uniformément
elliptiques. Notons que P(£2) = 1.

Les idées qui composent la preuve du théoréme central limite sont issues de la théorie ergodique, de la
théorie des martingales et des équations aux dérivées partielles, ici dans le cadre discret. On rappelle
dans la premiéres section les principaux théorémes utilisés, sans démonstration. La seconde section est
consacrée aux preuves des inégalités de type EDP (principe du maximum, inégalité de la moyenne)
dont on se sert dans la suite. La loi des grands nombre et le théoréme central limite quenched sont
démontrés dans la troisiéme section. On a choisi de détailler 1a preuve du théoréme central limite plutot
que celle du principe d’invariance, mais cela n’a pas d’importance, la seule partie différente étant le
théoréme de théorie des martingales & utiliser.

2.1 Rappel : théorémes ergodiques et différences de martingales

Dans cette section, on énonce sans preuve les principaux théorémes utilisés dans la suite, issus de la
théorie ergodique, ou de la théorie des martingales.

Théoréme 2.2 (Théoréme ergodique de Birkhoff [Durl9]|). Soit (2, F,P) un espace de probabilité et
T une transformation préservant la mesure et ergodique (tout événement invariant par T a probabilité
0 ou1). Soit X € L*(Q, F,P), alors

n—1
Z XorF S EX
k=0

1
n
presque sirement et dans L.

Soit (X,,) une suite de différences de martingales (réelles), on note S, = S1 | X;, et Sy = Sl + (-
[t])(S|t41] — S|¢)) Vinterpolation affine de (Sy).

Théoréme 2.3 (Principe d’invariance pour les différences de martingales [Durl9]). Soit (X,,) une
suite de différences de martingales pour la filtration (F,), et soit Vi, = > ¢ E[X2|Fn-1]. Si

i) Vo /n — 02 > 0 en probabilité

ii) Pour tout € >0, 1 30 E[X?1{x,>en}] = 0 en probabilité

alors (Syt/v/N)i>0 converge en loi vers 0B, ot B est un mouvement Brownien standard.

Corollaire 2.4 (TCL pour les différences de martingales). Sous les mémes hypothéses, Sy/v/n —
N(0,0?) en loi.
2.2 Inégalités pour les fonctions w-harmoniques

Dans toute cette section, on fixe w € €.

2.2.1 Définitions et notations

Dans toute la suite du rapport, on notera B(z, R) la boule centrée en x € Z? de rayon R > 0 pour la
norme euclidienne |- |. On note Br = B(0, R). La boule discréte centrée en 0 pour la norme | - |, sera
notée Dp = {z € Z¢ : |z|o < R}.

Soit E un sous-ensemble fini de Z¢ (on note E € Z%). On note OF la frontiére extérieure de E, c’est-
a-dire l'ensemble {y € E° : 3z € E,|r — y|looc = 1}. On note ensuite £ = E U JFE sa fermeture, et
diam(F) = max{|z — Y|ec, z,y € E'} son diamétre.



FIGURE 1 — L’ensemble de contact I,,(z) en dimension d = 1

Soit u : Z% — R. On définit I’ensemble de contact au point x € E par

L(z)={seR¥:u(z) <u(x)+s-(z—z)Vze E} (2.1)

Pour p >0 et f:Z% — R, on pose

|=

1 P
fllLr(zw) = <|E| > ]l{lu(:v);é@}|f(x)|p> (2.2)

zel

et

Al e () = (,;‘ > \f(@\”) p (2:3)

zel

Une fonction f : Z% — R est dite w-harmonique sur E si L, f(z) = 0 pour tout € E, ol L, est
donné par (1.1).

L’exemple des fonctions de Green. Voici un exemple important de fonction w-harmonique (dont
nous nous servirons par la suite). Soit F un sous-ensemble fini de Z¢ et y € E. On note 7 le temps de
sortie inf{n > 0: X,, ¢ E}. Alors la fonction u : Z¢ — R définie par u(z) = E(# visites de y avant 7x)
est w-harmonique sur £\ {y}. En effet, pour z € E \ {y},

d
E2 (# visites de y avant 7g) = Z(E;j(# visites de y avant 7| X1 =z + ;)P (X1 =z + ¢;)
i=1
+ EY(# visites de y avant 75| X1 =2 — €;) Py (X1 =z — ¢;))

d
= wa(ei)(Efﬂi(# visites de y avant 7g) + E;_ (# visites de y avant 7))
i=1

Ou on a utilisé la propriété de Markov et le fait que w est équilibré. On a donc u(x) = T,u(z), ie u
est w-harmonique.

2.2.2 Principe du maximum

La preuve de ce théoréeme est tirée de [Zei01]. C’est un équivalent discret du principe du maximum
pour les solutions de I'’équation de Poisson. Ce résultat est fondamental pour la preuve du théoréme
central limite, dans laquelle il permet d’obtenir une borne uniforme sur certaines densités.



Proposition 2.5 (Principe du maximum). [l existe une constante C = C(c) telle que pour tout
E € 7%, et pour toutes fonctions u : E — R, uop =0 el f: B — R lelles que pour tout z € E,

— Lyu(z) < f(x) (2.4)

alors,
max < Cdiam(B) Bl o 2.5)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer f > 0 et v non identiquement nulle. On
note % = maxgu = u(xo) avec xg € F.

Soit s € R? tel que |s|oo < 2. Pour z € E,

diam(F) "
Is - (x — 20)| < |8]oo]|® — To|oo < mdiam(E) =u
Et donc @ — |s - (x — xo)| > 0, puis
u+s-(x—x0)>0 (2.6)

Notons t = inf{p > 0: @+s-(z—x0)+p > u(z) Vz € E}, il existe donc z € E tel que u+s-(z—x¢)+t =
u(x), et en fait, z € F & cause de (2.6). De plus pour tout z € E,

u@)+s-(z—x)=u+s-(z—z9)+t>u(z)

Et donc s € I,(z) C Ugl,(z), d’ou

sloo < b | Lu(@) (2.7)
b < ey

zel

Supposons maintenant s € I,,(x) pour un certain x € E. Soit e € {£e;,i = 1,...,d}. Pour y € E on
pose v(y) =u(z)+s-(y —x). On a

0=wz(e)2v(z) —v(z+e)—v(x—e) <wle)2u(r) —ulx +e) —ulx —e))
ou la deuxiéme inégalité vient du fait que s € I,,(z). Ainsi, en sommant sur e,
0 <wg(e)2u(x) —ulz+e) —ulx —e)) < —Lyu(z) < f(x)

Puis,

(u(z) —u(z —e)) = (u(z +€) —u(z)) <

Or, comme s € I, (z) onau(z+e) <v(r+e) =u(x)+s-eetu(xr—e) <v(r—e)=u(r)—s-e. Donc,

ux+e)—u(zr) <s-e<u(x)—ulx—e)

Et enfin,
f(@)

€

Leb(I,(x)) < (ﬂ‘”)>d (2.8)

£

Leb ({s\oo < dl&i(E)}) - (cﬁmiu(E))d

u(x) —u(x —e) — <s-e<u(x)—u(zr—e)

Ce qui montre que si I,,(x) # 0,



Donc par (2.7) et (2.8),

(dfnum)d < Leb (U Iu<x>> < 2 Linweo (M)d

zelR zeE
D’ou,
1

< g diam(E BE)EM | a0

ce qui termine la preuve.

2.2.3 Une inégalité de la moyenne

On rappelle que Bg désigne la boule ouverte de rayon R pour la norme euclidienne (dans R?), centrée
en 0. La proposition suivante apparait dans [Zei01], au cours de la preuve de l'inégalité (plus forte) de
Harnack. Cette inégalité nous servira a prouver la transience de la marche (voir section 3.3).

On introduit au préalable les opérateurs aux différences suivants, pour une fonction f : Z¢ — R, z € Z¢
eti=1,..,d.
& f(x) = f(z +e;) — fla)

o; f(z) = f(z) — fz +ei)
5zf(x) f( +e ) f(x_ez)
5 f(x) = flo+e) + fx—e) = 2f(x)

Proposition 2.6. Soit u : Z% — R une fonction w-harmonique positive sur Br. Alors pour tout p < d,
et pour tout o < 1, il existe C = C(p,0,d) tel que

maxu < Cllul|Le(zp) (2.9)

oR

Démonstration. L’idée est d’appliquer le principe du maximum a la fonction u correctement tronquée,
avec un certain opérateur elliptique dérivé de L.

Soit 8 > 2 & fixer plus tard. On introduit la fonction de troncature (définie sur Bp)

Calculons les dérivées partielles premiéres et secondes de 7 :

2 i _1
dun(a) = ~ 2y ()1

() = —on(a)' oy 4 DT 1

La fonction 7 est concave, ce qui implique

n(x+e;) —n(z) < oin(z)

et,
n(x —e;) —n(z) < —oin(x)

Et ainsi en utilisant 'expression des dérivées,

@) < 2n@)! < 22 (2.10)



Par ailleurs, on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral, pour obtenir

1
0z + e5) — n(x) < dn() + /0 (1 - )02n(x)dt
et,
1
0 — e:) — n(z) < —0m(z) + /0 (1 - )02 n(x)dt

Or 82n(z) < %, d’on

1
/0(1_t)a§ (x )dt<;45(§2)

Puis en sommant les inégalités,
48(8—1)

S < 2

(2.11)

Les estimées (2.10) et (2.11) seront utiles plus tard.

Soient, pour i = 1,...,d et x € Bp, des nombres k; = x;(z) € [0,1] a fixer. Soit v = nu définie sur Z.
On définit 'opérateur L, en posant

d
= @ulei)s7v(x)
=1

ou

Kq K . 2 2
We(ei) == wolei) (W(ﬂf—ei) + n(z+ei)) si R® —[z[; 2 4R
wa (i) si R — |22 < 4R

Soit z tel que I,(x) # 0, alors il existe s € I,(x) tel que |s|]s < RZ(\ELO' En effet, d’apres lai preuve
|14

diam(Dg) ou

du principe du maximum, dés que v n’est pas identiquement nulle, en prenant |s|,, <

v = v(wg) = maxp v, on a pour tout x € Dg,

v(zop) < v(zo) < v(zo)

sla < |s < < S
ol < oo < 00 = Taloe = Tooloe] = B = [w0los

Et I,(z¢) est non vide, ce qui prouve 'affirmation. De plus, encore selon la preuve du principe du
maximum, on peut écrire

si = si(z) = Ki(z)8; v(z) + (1 — Ki(2))5; v(2)
ou k; € [0,1]. On fixe donc les k; comme ceci.

Il nous faut obtenir une inégalité sur ﬁwu(x), cela passe par des calculs un peu fastidieux. On peut
déja réécrire (on omet la dépendance en z pour plus de lisibilité)

si=—ri(0; =6 W +8;v=~1-r)0; -6 v+
On obtient ensuite

[kin(z + e) + (1 — ri)n(x — e;)|(6; — 6 )v(x)
= —din(x)si +n(x + e;)d; n(x) —n(x — e;)d; n(x)
— — 5()s; + n(@)u(x)sim(x) —n(z + enlx — e)du(z)
= —6y(x)si — n(x + e)n(z — e;)07u(x) + u(z)[n(x)dim(x) — 2n(z + ei)n(z — e;)]
Ainsi,
— [kn(z + €) + (1 — Ko)n(z — €;)]6;v(x)
= — 0p(x)si — n(x + e)n(x — e)07u(x) + u(x)[26; (x)5; n(x) — n(z)6;n(z)]

10



En injectant ceci dans ’expression de —ﬁwu(x) pour R? — |z|2 > 4R, on obtient que pour tout = dans
ce domaine tel que I,,(z) # 0,

in()
x4 e)n(x — e)

d
—Lyv(x) =— ;wx(ei)sin(
— Lyu(x)

26, n(x)d; n(z) — n(x)d7n(x)
n(x +e)n(z — e;)

d
+ ) walei)u(z)
i=1

Pour R suffisamment grand, la quantité n(x + e;)n(z — ¢;) est strictement positive et méme minorée
par une constante positive sur {R? — |x|3 > 4R}. On rappelle également que u est w-elliptique, donc
L,u(x) = 0. En combinant cette expression et ’expression de s; avec les estimées (2.10) et (2.11), on
obtient la majoration

~Luvla) < 0(8) )

ou C(B) ne dépend que de B.
Ensuite, sur le domaine {R? — |x|3 < 4R}, on a
) 4\" 4P
) < 2 < (3) < 2
ou la premiére inégalité vient du fait que u et n sont positives.

En conclusion, il existe une constante C' = C(3) et une fonction g telles que pour tout = € Bp,

—Lov(z) < g()
avec |g(x) 1y, (2)20y] < %u(aﬁ), et v >0, vpp, = 0. (Il suffit de poser g(z) = C(B)% si I, (z) #0, et
g(z) = —Lyv(x) sinon.) On conclut en prenant 8 = %d et en appliquant le principe du maximum. [
2.3 Théorémes limite pour les marches aléatoires en environnements uniformé-
ment elliptiques

Le résultat principal de cette section est le principe d’invariance quenched pour la marche aléatoire
en environnement aléatoire, qui indique qu’une fois interpolée et correctement renormalisée, la marche
converge P-presque stiirement en loi vers un mouvement Brownien, avec une matrice de covariance
déterministe.

On commence par établir une loi forte des grands nombres, qui découle du théoréme ergodique.

2.3.1 Loi forte des grands nombres

Théoréme 2.7 (LFGN). Soit (X,,) une marche aléatoire en milieu aléatoire centrée, avec Xy = 0,
alors

X
50 Py—p.s.
n n—oo
Démonstration. Soit A, = X,, — X,,_1 pour tout n > 1 et Ag = Xy. Pour w,w’ € Q, on définit

¢(w,w") =z si W = 0w (si plusieurs = conviennent, en en choisit un arbitrairement). On a alors
A, = (051w, 05 w)

La suite (X,,) est ergodique pour la transformation 7 définie par X,, o7 = X,,41, donc également le
1

couple (X, X;,—1). Par le théoréme ergodique on a donc Zz;é A, — E§(Xo) = 0 presque srement

et dans L', soit % — 0 Po-presque stirement en prenant l’espérance sous P. O
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2.3.2 Théoréme central limite quenched

La preuve du théoréme central limite repose sur 'obtention d’une mesure invariante pour ’environ-
nement vu de la particule (@,). On présente deux preuves de ceci, la premiére est basée sur une
périodisation des environnements introduite par Lawler [Law82|, la seconde construit des mesures in-
variantes pour le processus tué & sa sortie d’'un domaine. La seconde preuve est inspirée du mémoire
|All]. Cependant, la preuve de I'invariance n’y figure pas.

Contrairement a la loi des grands nombres, le théoréme central limite est un résultat vrai pour presque
tout environnement (quenched).

La seule différence entre les preuves du théoréme central limite et du principe d’invariance (section sui-
vante) est le théoréme issu de la théorie des martingales a utiliser. On choisit de détailler les arguments
dans le cas du TCL, mais la méme démonstration convient pour le principe d’invariance.

Théoréme 2.8.
i) Il existe une mesure de probabilité Q sur Q, équivalente o P, invariante et ergodique pour l’environ-
nement vu de la particule.
ii) (TCL quenched.) Pour P-presque tout w € €2,
Xn
— A
\/ﬁ n;)o N(O’ )

en loi pour Py, ot A = diag(a;,i =1, ...,d), a; = 2Eg(wo(e;)) > 0. C’est-a-dire que pour toute fonction
f:R? = R bornée et tout y € R,

d d
Xy 1 22
lim PY — | < = 1 exp | — E - dr; P —p.s.
nsoo” 0 <f (ﬁ) - y) (27T)d/2 ngl /a; /]Rd {f(@=y} P ( ] 2&1') ;l;[l P

On commence par montrer que l'existence d’une telle mesure Q implique le TCL, grace au théoréme
ergodique et au TCL pour les suites de différences de martingale.

Preuve de i) = ). Supposons qu'il existe une mesure Q sur 2, Q ~ P, invariante et ergodique pour
(wn). Alors par le théoréme ergodique, pour i = 1, ..., d,

*ZWX;@ (&) = Zwk 1(0,€;) = Zgz Wr—1) QE@(QQZE

Q ® Fy-presque surement, et donc Po—p.s.7 ou € > 0 est la constante d’uniforme ellipticité, et o
gi(w) = wo(ei).

On peut ensuite vérifier les hypothéses du théoréme central limite pour les différences de martingales,
pour toutes les projections, ce qui entraine le théoréme central limite multidimensionnel (théoréme
de Cramer-Wold). Premiérement, soit A,, défini comme dans la preuve du théoréme 2.7, alors si t €

R7\ {0}, )
E§[(Ak - )%1G—1] = Y B§ (AR (0)EF1Gr—1] ZQt wx,_, (€)
i=1
donc
lZn:EW[(A )?|Gp1] — Zdjzt% >0
nk 1 0 k k=l n—o00 — aa

en probabilité pour Fy. Ensuite pour tout € > 0,

E§(Ak - )" L(ja,apseymy) < [HPPS (1A, -] > ev/n)
s
ev/n
[t

<
~ ey/n

| /\

—— =B (1A - 1)
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D’ou,

1 - w 2
;ZEo((Ak't) Lyjagtevmy) =20
k=1
On conclut alors par le théoréeme de Cramer-Wold et le théoréme 2.4, I’expression de la variance
provenant des mémes calculs que précédemment avec t = e;. O

Il s’agit maintenant de construire une mesure invariante et ergodique pour ’environnement de la par-
ticule, équivalente a P. Pour cela on utilise la méthode introduite par Lawler [Law82], qui consiste &
périodiser I’environnement pour obtenir la mesure Q comme limite de mesures invariantes (Qn sur des
sous-ensembles finis de Z¢, dont I'existence est automatique. Une fois I’existence de la mesure Q prou-
vée, il n’est pas difficile de montrer invariance (limite de mesures invariantes). En revanche, montrer
que Q < P requiert des efforts, en particulier 'utilisation du principe du maximum (proposition 2.5),
pour obtenir une majoration uniforme a priori des densités des Q. On suit ici la preuve de [Zei01].

Construction de la mesure invariante Q“. Pour N > 1, on rappelle que Dy = {z € Z¢ : |z|o < N}
et onnote Dy = {x € Z9: Iy € Dy, |z —yloo <1} = {—N, ..., N}¢. On note Ty = Z¢/(2N + 1)Z9, et
7n : Z¢ — Dy, la composée de la projection canonique sur Ty et application qui & ¢ dans Ty associe
son unique représentant dans Dy. Pour w € €, on définit w¥ par w! = wyy. pour tout z € ze.
L’environnement wy est une périodisation de w de période 2N + 1. On pose Qy = {w™,w € Q}.
(De maniére équivalente, on aurait pu définir x5 comme 'ensemble des environnements w (2N + 1)-
périodiques.) Soit (X) une marche aléatoire dans ’environnement w’¥, de noyau de transition T} ~.
On pose X,, = 1y XN, (X,,) est une chaine de Markov irréductible (a cause de l'ellipticité), a espace
d’états fini Dy, dont on notera encore T, v le noyau de transition. Elle posséde donc une unique mesure

invariante, absolument continue par rapport & la mesure uniforme sur Dy,

1
N = m Z AN ()04

x€DN

De la méme maniére, la suite des environnements @ = 9% wN est une chaine de Markov irréductible,
a espace d’états Sy := {#°w™,z € Dy}, de noyau de transition M (la péridodisation ne change pas
le noyau de transition puisque celui-ci dépend de w uniquement en 0). On peut expliciter sa mesure
invariante :

Lemme 2.9. L’unique mesure invariante de (w)) sur Sy est donnée par
&= g7 2o SR
(2N +1)d “

CEGDN
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Démonstration. C’est un calcul. Soit z € Dy, on a :

QXMO™W™) = 3 Q5 (0" )M (0", 67"
yeDy
1 w X
= Y G RO )

yEDN

=2 (2N+1 d¢N

yGDN ’L:].

1
= Z W¢N( YT (y, )

yEDN

= > u )T (y, )

M&

€Z 59e 0y wN —pz N +w ( ei)(;a—ei@wa:gwa)

ol 'avant-derniere égalité vient du fait que p%; est invariante pour T ~. O

Remarque 2.10. Avec les mémes notations qu’a la remarque 1.8, on a QX (f) = pX (f*) pour toute
f: Q=R

Il reste donc a montrer I'existence d’une limite quand N — oco. Comme ) est compact, le théoréme de
représentation de Riesz-Markov permet d’identifier les formes linéaires positives sur C'(£2) aux mesures
de Radon sur Q. Les mesures de probabilités sont les mesures p € C(2)’ telles que pour toute fonction
feC(), f>0implique [ fdu >0, et u(1) = 1. Si (p15,) est une suite de telles mesures convergeant
faiblement vers une mesure de Radon u, alors cette derniére est donc une mesure de probabilité. Par
le théoréeme de Banach-Alaoglu, la boule unité de C(€)" est compacte pour la topologie faible-*, donc
de toute suite (i) de mesures ont peut extraire une sous-suite qui converge faiblement. On applique
ce raisonnement a la suite de mesures (Q%)n>1 que l'on étend a  tout entier par 0, et on note Q“ la
limite obtenue.

Montrons que Q“ est invariante pour M. C’est le cas des mesures ()%, par conséquent pour toute

fonction continue f sur €2,
[ aqz = [[ renme dinasa)

La fonction g(w') = [ f(w”)M(w',dw”) est continue, donc en passant a la limite faible (pour une
sous-suite), on obtlent le resultat. O

A présent, il s’agit de montrer que la mesure Q“ obtenue est équivalente a P, et ergodique. Pour cela,
la, premié¢re étape est d’obtenir une majoration uniforme a priori sur les ¢%;. Pour cela, on introduit
Vopérateur résolvante associé a w', et on démontre certaines propriétés.

Définition 2.11 (Résolvante). Pour g : Dy — R, et € Dy, on définit le résolvant R~ par

Rong(e) = i (1 = ]\ig)] ES" g(XN)

Jj=0

Remarque 2.12. On peut aussi écrire le résolvant formellement R, = Z?io [(1 — %) Tw]j. En
calculant formellement la somme de cette série géométrique, on obtient R, = (—Lw + ﬁTw)_1
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Sur I'espace des fonctions de Dy dans R, on définit le produit scalaire (f, g) = ﬁ > weby I (@)g(x).
On note R’ v I'adjoint de la résolvante pour ce produit scalaire, on a alors le lemme suivant :

Lemme 2.13. R’ y o} = N2¢‘]‘<,

Démonstration. Soit f: Dy — R,. Alors :

<RZN¢UZ‘</7 f> - <¢o]<f7 Rwa>

e (@) Ton (@, 1) Ton (21, 22)- Toon (-1, 25) f (25)

I
WE

7 N T N /;\ N N
|
‘H

N———— \w_{ N—— N——
]
]

Jj=0 !L'EDN :El,...{EjGDN
S (1-L) T @
Jj=0 z€DN
o0] 1 7 "
=Y (1-55) %)
7=0
= N*(¢%. f)

O

Grace au lemme et & la remarque suivante, on va pouvoir exprimer la norme de ¢% dans un certain

espace en fonction du résolvant. Pour p > 0 et f : Dy — R on définit la norme HinP(DN) =
ﬁ > weh, |f(x)[P. Et on note p’ 'exposant conjugué de p, c’est-a-dire p’ = p/(p — 1).
Remarque 2.14. Soient f,g deux fonctions sur Dy. Par Uinégalité de Hélder on a
9l (D)
T <l
Hg”Lp’(DN)
Alors,
9l (D)
sup gl iy = i ||H7*N < [ fllze(py)
920,191l 1 () S1 g>0,geL?’ (Dy) 191lLe' (D,,)
Mais la fonction positive g = ———————| f|P/?" réalise I’égalité, donc
P20 ot
flle(py) = sup 1fallLr(py)
920,191l 1p (5, ) <1
En appliquant la remarque & ¢%; € LY (Dy), on obtient
6%l = s I%ellomon = s (6%.9)
gZOng”Ld(EN)Sl 9207||9HLCZ(DN)§1
Puis grace au lemme 2.13,
1
168l oy = vz S (0% Run) (2.12)

9207”9||Ld(f)1\,)§1
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La derniére étape pour obtenir une borne sur les ||¢% || L (Dy) €St d’appliquer le principe du maximum
au résolvant de g, il faut donc pour cela vérifier que R ~g est une sur- ou sous-solution du probléme
de Dirichlet pour l'opérateur L ~. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 2.15. Pour tout x € Dy, on a —Ln (R, ng)(x) < 2g(x).
Démonstration. C’est un calcul direct. On utilise le théoréme de Fubini-Tonelli et la propriété de

Markov a la 3éme égalité. Pour plus de lisibilité, on omet les parenthéses des espérances quand il n’y
a pas d’ambigiiité.

Lon (Ryng)(z) = B2 Ryng(X{) — Ryng(x)

T

wNoo 1 7 wV o N S 1 7 whN o N

j=0 Jj=0
=g B jio;)(l—]\;) 9(X) | G —E;’N]io%<1—]\1,2>jg( )
_ g g(l—;)ﬂg@fv)—i(v12)]9<X5V>
_ ENi:: <<1 . N1> -(1- 1)) g(XN) — g(a)
=E$Ni(1_1\lf?>]<1—i/zv2_l 9(x) - 9(a)

§=0
1 N2
> —2g(x)
La derniére inégalité étant due au fait que g est positive. O

En appliquant le principe du maximum (théoréme 2.5) sur Dy, avec u = R_~g et f = 2g, on obtient
max R,vg < 2Cdiam(D)| D |19l 1apy) < C'N?llgllLa(py)
N

Notons que les hypothéses du théoréme sont bien vérifiées, en particulier on prolonge R, ~vg par 0
sur le bord de Dy. Enfin, en injectant cette majoration dans la formule (2.12), et en notant que

ﬁ > web, $x () =1, on obtient
Hgb%”Lfi’(DN) <’ (2.13)

On va maintenant se servir de l'estimée (2.13) pour montrer que Q% est absolument continue par
rapport & P. On verra ensuite que l'inverse est vrai aussi, et on terminera la preuve en montrant
Iergodicité de Q¥ pour I'environnement vu de la particule.

Preuve de Q¥ ~ P. On note Py la mesure uniforme sur Sy "en comptant les répétitions", ie Py =

1 _
[Dn| Za:eDn 591~wN'

Lemme 2.16. Soit g € C(Q). Alors

‘ /Q 9dQ%

1/d
<c ( / gddPN>
Q
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Démonstration. Soit g € C(€2). On rappelle que les mesures Q%; et Py sont étendues par 0 &  tout
entier. De méme on étend la mesure p3; a Z%. On obtient en utilisant I’inégalité de Holder et I’estimée
(2.13), ainsi que la remarque 2.10 :

1/d 1/d
/ngw :/ gdeTV < ||¢7V||Ld/(DN) </ (gw)ddg;> < (04 </ gddPN>
Q 7d Dy Q

ce qui prouve le lemme. O

Par le théoréme ergodique, P-presque siirement,
1
d z, N d
g*dPy = — g(0*w”) — g*dP
/, Dyl 2 oo Jo
Dy
Puis en prenant la limite quand N — oo le long d’une sous-suite dans le lemme, on a par convergence

faible,
1/d
/ gdQv| < ¢’ ( / gddIP>> (2.14)
Q Q

Soit maintenant A € F tel que P(A) = 0. On veut montrer que Q¥(A) = 0. La mesure Q“ est une
mesure de Radon, donc réguliére intérieurement, ce qui entraine qu'il suffit de montrer que Q¥ (F) =0

+
pour tout F' C A fermé. Soit F' un tel sous-ensemble. Pour 6 > 0 on définit g% = (1 — @) ,

ou d(-, F) est la distance au fermé F dans €. La fonction g5F est continue & support contenu dans
Fs:={we€ Q:d(w,F) <6} Deplus, on a 1p < g% < 1. Ainsi grace a (2.14),

1/d
@) = [ 100 < [ dra <o ( [ ahriar) < crperye
Q Q Q
La famille (Fj)s~o est croissante pour 'inclusion, donc en prenant la limite § — 0 on obtient
Q¥(F) < C'P(F)Y4 < ¢'P(A)Y4 =0

Ce qui montre que Q¥ < P.

On veut maintenant montrer que P <« Q¥. Comme l'inverse est vrai, en notant E := {w € Q :
(dQ¥/dP)(w) = 0}, il suffit de montrer que P(E) = 0. Premiérement par M-invariance de Q“,

Ege(M1p) = Ege(1g) = Q*(E) =0

et donc M1g =0 Q¥-p.s. Ainsi,

dP
(On rappelle que E désigne I'espérance pour la loi P.) Donc pour P-presque tout w € E¢, M1g(w) =
0=1g(w). Pourw € E, M1g(w) = M(w,E) <1 = 1g(w). Finalement pour P-presque tout w € €,
M1g <1g. Ainsi pour i = 1, ..., d, P-presque stirement,

d
]lE(w) Z Z(WO(Gi)ﬂE(eeiw) + wo(—ei)]lE(G_eiw)) Z 5]1E(9:teiw)
i=1

avec € > 0 la constante d’uniforme ellipticité. Donc 1 > 1 06%¢ et donc ¢ E C E. Par invariance
par translation de P, P(E C 0%FE) = P(0~%E C E) = 1, et de méme avec =%, donc 0F%E =
E P-presque stirement, c’est-a-dire que FE est invariant par translation, mais seulement P-p.s. Pour
utiliser I'ergodicité de P, notons simplement A = [, .74 0~"E. A est alors invariant par translation
("stirement"), et P(A) = P(F), donc par ergodicité P(E) € {0,1}. Comme Q¥ < P et Q¥(FE) =0, on
conclut que P(E) = 0, ce qui termine la preuve. O
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Il reste seulement & montrer 'ergodicité de la mesure Q¥ par rapport a I’environnement vu de la
particule, ce qui peut se formuler comme ceci :

VAe F (Vw' € A MW, A% =0) = Q“(A) € {0,1} (2.15)

Preuve de l’ergodicité. Soit A € F tel que M (w, A¢) = 0 pour tout w € A. On considére I’événement
F={0%A¢g A}. Soit w° € F et w! =07%w € A. Comme ° € F, w® ¢ A, donc M(w!,w’) = 0. Or,
par ellipticité, M (w',w®) > 0, et donc on conclut que P(F) = 0, puis par invariance par translation,
que P(Vx € Z¢ *A = A) = 1. Puis, comme Q¥ < P, Q¥(Vz € Z? §*A = A) = 1, et comme Q¥
est invariante par translation (car c’est vrai pour P), Q(A) = Q ((,cz¢ 67 A) € {0,1}, ce qui montre
(2.15). 0

Remarque 2.17 (Unicité). En fait, la mesure Q¥ est unique et ne dépend pas de w. En effet si Qv
est la mesure issue de la preuve pour un environnement ', alors @wl est M -ergodique, et Q¥ ~ Q‘*’/,
donc Q¥ = Q¥'. On notera Q cette unique mesure invariante. Ainsi la seule valeur d’adhérence de la
suite (Q%;) est Q, et donc Q% — Q faiblement sans avoir a extraire.

Seconde construction de la mesure invariante. On définit les temps d’arrét Ty := inf{n > 0:
| Xnloo > N}, puis les mesures

Tn-1

~ 1

La mesure Q‘K, est supportée par Dy. Par les mémes arguments que précédemment, on peut étendre
les mesures Q“]\’, a Q, et extraire une sous-suite convergente (faiblement). On note Q“ la limite. On
va montrer que cette limite est M-invariante, et absolument continue par rapport & P. Le reste de la
preuve est strictement le méme que précédemment. La remarque 2.17 entrainera d’ailleurs Q¥ = Q.

Preuve de Uinvariance. On peut écrire pour tout & € Dy,

~ EY (# visites de 6w avant Th)
W (0% = 0

La fonction g(x) = Ef (# visites de #%w avant Ty) vérifie pour tout = € Dy \ {0}

d

gle) =Y (P, (@1 = 0°w)g(z — &) + Py, (01 = 0°w)g( + ¢1)) (2.16)
i=1

Par ailleurs, g s’annule sur le bord de Dy, et on a

d
g(0) = 14> (P¥, (@1 = w)g(—e;) + P2 (@1 = w)g(es))
i=1
Enfin,
ke (01 = 07w) = Z wy(€;)0gute; g,

yeEDN
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En combinant ces égalités, on obtient pour x € Dy,

RM(07w) = D QR (0Yw) M (6¥w, 6%w)

yeDy
1 d
Ew(T Z Z wy €i 59y+€zw =0%w +Wy( ei)éay—eiwzexw)
N EDN =1
1 d
= W Z g(SU — 61’) Z wy(ei)59y+eiw:9xw + g(:c + ei) Z wy(*ei)%y—eiw:gmw
o\LIN i—1 yeDy e
1
= € ]l:p + z)—1 ]la::
Eéu(TN)(g( a0+ (9(x) = 1)1a=o)
= Q% (0"w) — do(x
GO B

Soit f : 2 — R une fonction continue bornée, I’égalité précédente implique

NOW N _ wl~w W) — 1 w
| 5@ = [ e85 )~ s )

Puis en prenant la limite faible N — oo, comme E§ (Ty) — oo, on obtient

Aﬂd@%ﬂmﬁzéﬂd@%mﬂ

ce qui prouve l'invariance de la mesure Q%.

La proposition suivante entraine en particulier que Q¥ < P.
Proposition 2.18. Il eziste C = C(e) telle que pour tout A € F, Q¥(A) < CP(A)Y/.

Démonstration. On partitionne Sy en K différents éléments {wN,a}1§a§K7 et on note Cn(a) = {z €
Dy : 07w = w2}, On peut alors écrire

1 K
—— > " |Cn(a)|d,w
‘DN| a=1

et
1 Ty—1[Cn(a

w N,a\ __ w
Qn(w )—mEo Z Z Lix=za(i)}

On note de plus Cn(a) = {za(l),..,za(|Cn(a)|)} pour @ = 1,..., K. Ainsi, en posant ga(y) =
SION@l g et ua(e) = B (ZTNO L ga(X; )) on obtient

T

Q% (W) _ |Dy| /4
Py(wNe)  |COn(a)|VIE (T)

Ua(0) (2.17)

Par ailleurs, uq > 0 sur Dy U 0Dy, uq = 0 sur 0Dy et u, est w-harmonique sur Dy car c’est une
fonction de Green. Donc, —Lyu, < go sur Dy, et on peut appliquer le principe du maximum pour
obtenir

1/d

miscit (+) < Cim(Da) D[ lgall ) < ON* | 5 3 laale)l!

D
N JCEDN
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Or, ga(z) € {0,1}, donc |ga(2)|? = ga(@), et 3 ,ep,, 9a(w) = |Cn(a)], par conséquent :

Cn(a)|'/4
o <CN2’_7
%?qu (z) < | Dy (a)|1/d

D’ou, par (2.17), .
QR (w™) N?

<C
Py (whe) = 7 E§(Tn)

Et il reste & montrer que E§(Ty) > N2. On utilise un argument de martingale. Soit M,, = |X,,|?> — n,
c’est une martingale pour la filtration (G,,) car

d
E§ [Mpy1 — My|Gn] = ES)(H(‘Xn-&-lF - |Xn|2 —-1)= ZWXn(ei)(2Xn ei—2Xn-€) =0
i=1
Par le théoréme d’arrét, (M,a7, ) est une martingale et EY (Mpary) = E§ (Mo) = 0. Donc E§ (| X, A
Tn|?) = E§(n A Ty). De plus, par convergence monotone, EY(n A Ty) — E§(Ty) quand n — oo
et par convergence dominée, comme | X, 72 < dN?, E§(|Xnaryl?) = E§(|X1y]?) > N2, Ainsi,
E¢(Ty) > N?, ce qui termine la preuve. O]

2.3.3 Principe d’invariance

On note X; = X4+ (t = [])(X|441) — X|¢)) Vinterpolation affine de la marche. Par le théoréme 2.3
et la preuve du théoréme central limite a la section précédente, on a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.19 (Principe d’invariance quenched). Pour P-presque tout w € €,

Xnt) A
_ —~ B
(ﬁ t>0

en loi quand n — oo, ot B4 est un mouvement Brownien de matrice de covariance A (avec les méme
notations qu’a la section précédente).

Une application du principe d’invariance. On note temporairement B la boule centrée de rayon
1 pour la norme | - | dans R?, et on numérote Iy, Fy, ... ses faces ouvertes, ie sans les arétes. Pour
n > 1, on consideére les problémes aux différences finies suivants (de type Dirichlet) :

L,f(x) =0 dansnB
flx)=1 sur nky (2.18)
fx)=0 sur les autres faces

Une solution de ce probléme est donnée par la fonction de Green

f(z) = PY((X,) sort de nB par nF}) = P;;}((Xnt/\/ﬁ)te[(],l] sort de B par F)

Par le principe d’invariance, le processus (Xnt/\/ﬁ)te[(],l] arrété a sa sortie de B converge en loi vers
le mouvement Brownien (B4) arrété a sa sortie de B. Considérons T' le sous-ensemble de C([0, 1], R%)
formé des courbes reliant 0 & Fy. I' est mesurable et sa frontiére est I’ensemble des courbes reliant
0 a la frontiére de Fj, de mesure de Lebesgue nulle, et donc également négligeable pour la mesure
Brownienne limite. Ainsi, on a la convergence *

P&((Xnt/\/ﬁ)te[m] sort de B par F) — P (B sort de B par F})

Or la fonction
g(z) = P“(B” sort de B par F})

1. Si pn est une suite de probabilités convergeant faiblement vers u, et si E est un borélien tel que p(0F) = 0, alors
tin(E) = p(E).
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est solution du probléme d’EDP

S a29%g(x) =0 dans B
g(z) =1 sur I (2.19)
g(x) =0 sur les autres faces

En particulier 'opérateur différentiel Ea%@% ne dépend pas de w. Intuitivement, cela signifie qu’a

grande échelle, la solution du probléme discret n’est plus affectée par les irrégularités du milieu, c’est

un phénomeéne d’homogénéisation. Bien slr, on montre ici la convergence ponctuelle seulement en 0

mais on pourrait généraliser & tout x € B. On pourrait également étendre le raisonnement & d’autres

équations (comme ’équation de la chaleur, par exemple).
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3 Reécurrence et transience

Dans cette section, on démontre des résultats de récurrence en dimension < 2 et transience en dimension
> 3 de la marche aléatoire, pour presque tout environnement. On construit également des contre-
exemples (environnement pour lesquels la marche est transiente en dim. 2 ou récurrente en dim. 3).

3.1 Rappel des théorémes utilisés

On rappelle ici deux théorémes diis & Kingman qui concernent les processus sous-additifs, utilisés dans
la preuve de la récurrence de la marche en dimension < 2.

Théoréme 3.1 (Théoréme ergodique sous-additif de Kingman [Der80]). Soit (2, F,P) un espace de
probabilité et T une transformation préservant la mesure et ergodique. Soit X € LY(Q, F,P), vérifiant
Xnam < X+ X o 7", Alors,

Xp/n—a

presque strement et dans Ll, ot a est une constante.

Théoréme 3.2 (Décomposition des suites sous-additives [Der80|). Sous les mémes hypothéses, il existe
Y e L' tel que pour tout n, Z?:_ol Yort <X, etEY =a. On a alors lim X,,/n = lim%Z?:_Ol Yo
7¢. De plus, on peut prendre pour Y toute valeur d’adhérence pour la topologie faible L' de la suite
%Z:‘Zol (Xny1 — Xpo7), et une telle valeur d’adhérence existe.

3.2 Récurrence pour d <2

On montre que la marche est récurrente pour presque tout environnement en dimension 2. La preuve
figure dans [ZeiOl] et a été imaginée par Kesten. Elle utilise le théoréme ergodique sous-additif de
Kingman (théoréme 3.1).

On fixe pour le moment un environnement w € €, et on équipe € de la mesure Q“ = Q issue de la
preuve du théoréme central limite (2.8). Soit (X,,) la marche dans l'environnement w, et soit (R,,) son
trajet (range) jusqu’au temps n, ie R, = #{r € Z% : 3i < n X; = x}. Alors R,, est intégrable, et la
suite (Ry,) est sous-additive (au sens de Kingman), en effet
Ry, o™
Rusm=Rat+ D Lix,g(xi,..xa)) < Bt Rpmot”
i=1

Ou 7 est opérateur de "décalage" X, o 7 = X,,+1. Le théoréme 3.1 entraine alors que R,/n — a
Q-presque stirement et dans L', ott @ = imE* x E¥(R,,/n) est constante.

On souhaite calculer a. Par le théoréme de décomposition des suites sous-additives (3.2), il existe
Y € L' tel que pour tout n, 2;:01 Yort <R, et E® x E¥(Y) = a. De plus, toute valeur d’adhérence
pour la topologie faible L' de la suite S (Rpg1— Ryo7) convient, et lim R, /n = lim 1 Sy Yort,
Or, Rpt1— Rpo7m = lyxo¢ix,,..x,}} — LaoT presque strement et dans L', on A= {X; #0Vi>0}.
Alinsi,

1 ¢ :
lim R,/n= lim — g lgo7r" =Q x Py (A)
n
i=1

n—oo n—o0

ou on a utilisé le théoréeme ergodique de Birkhoff (théoréme 2.2) et o la convergence a lieu Q-presque
sirement.

Pour tout n > 1, et tout 6 > 0, on a
> Pt € [0,1] | Ko/ Vi1] < V)

On note & le sous-ensemble de C([0, 1]; R?) formé des trajectoires « telles que |y(t)| < v/§ pour tout
t €[0,1] , et on note v, (t) = Xp,//n. L'inégalité ci-dessus se réécrit alors

By (Bn/n < 8) 2 Fg' (1 € €)
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Or, £ est un ouvert, de frontiere € = {y € C([0,1];R?) : 3t € [0,1] |y(t)| = V/&} qui est de mesure nulle
pour la mesure Brownienne limite (provenant du principe d’invariance). On a donc la convergence 2

PY(y, € E) = PY(BA € €)
La derniére probabilité étant strictement positive, et ainsi on obtient
liminf Py (R, /n < §) >0

Ainsi Py (A) < 6 Q-presque strement.

Les mesures Q et P sont mutuellement absolument continues donc le résultat est vrai P-p.s., ce qui
conclut la preuve.

3.3 Transience pour d > 3

On utilise ici I'inégalité de la moyenne pour les fonctions w-harmoniques (proposition 2.6) pour prouver
que la marche aléatoire en dimension d > 3 est transiente pour presque tout environnement w. On
commence par un lemme donnant une borne uniforme en w sur les probabilités de "confinement" dans
une boule en temps long par rapport au rayon...

On rappelle que Qg désigne I'ensemble (de mesure pleine) des événements équilibrés et uniformément
elliptiques.

Preuve de la transience.

Lemme 3.3. Il existe C = C(d) tel que pour tout L grand, et tout v > 0,

sup PY(|X,| < Lyn=1,...,L72%) < e ¢
wEQo

Démonstration. On se raméne au cas de la marche aléatoire simple sur Z. En effet considérons S,, =
Zle Xp(2). Alors (Sy,) est une marche aléatoire simple sur Z, indépendante de w. De plus,

‘Sn‘ < ‘Xn‘l < |Xn|
Et,
PY(ISp| < Lyn=1,...,L02) < e ¢V

En effet, par le principe d’invariance de Donsker (convergence de la marche vers le mouvement Brow-
nien), il existe une constante C; €]0, 1] telle que pour tout n, et toute constante Cy > 0,

Fy'(max |Sk| < Cav/n) < C1

On découpe lintervalle [0, LY72] en L” intervalles de longueur L?, notés Ay, ..., Az~. On a alors

LY
Py(1Sul < Lyn=1,...,L7%?) = [ P (1Snl < Lyn € A|Su| < L,n € Ay U...U A1)
k=1
< PY(|S| < 2L,n=1,..., L)
<cy’
— LY

avec C'= —log C7 > 0. Le lemme suit, en se rappelant que (S,,) est indépendante de w € Q. O

2. C’est le méme lemme qu’a la fin de la section 2.
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Soit maintenant K grand. On définit les temps d’atteinte 79 = 1, puis 7, = inf{n > 7,_1 : X, & By},
ol B; = By(0, K*%). En appliquant le lemme avec L = K, on obtient

sup By’(|1Xn| < K',n =1, ...,Ki('”z)) < e CK"
wep

Donc pour tout w € Qo, 4 .
Py (1 > K02y < o= CKT (3.1)

Lemme 3.4. On a la majoration '
Ef (tiy2) < C'K*0H2) (3.2)

avec C' = C'(d) une nouvelle constante indépendante de i, K, .

Démonstration. On a
K2(i+2) +00

Py (Tiy2 > t)dt + / P§ (Tiyo > t)dt (3.3)
K2(i+2)

By (1) = |

0

(1) (2)

L'intégrale (1) est majorée par K2(+2). On va majorer l'intégrale (2). On fait le changement de variable
t = K0H2(0+2) = g2i+2)e7log K2 on 5 done dt = K2(2) log(K2)e7 8 K g On obtient

A , +00 , .
(2) = K242 Jog(K'?) / P¥(7i4g > KF2D0H2))vlog K42
0

Puis grace a (3.1),
. . +m 7 .
(2) < K2(i+2) ].Og(Kl+2) / o CK( +2”K(2+2)7d7
0

On fait un nouveau changement de variable s = K70*2) on a donc v = log(tK~(%2) /log(K'*?) et
dy = dt/(tlog(K"*?)), ce qui donne

(2) < K2042) Jog(K+2) /+OO te ¢t dt = e K2(i+2)
B 1 t 10g(K2+2) C
Et finalement Ef (7;12) < (1+ %)KQ(HQ), ce qui termine la preuve du lemme. O

Soit y € B;_1, alors la fonction de Green
u(x) = EZ(F# visites de y avant 7,19)

est w-harmonique sur B; 2\ {y}. Soit z € dB;, on suppose K suffisamment grand pour que B(z, 2K~ 1)
ne rencontre pas y. Alors,

Egyw(# visites de 0 avant ;1) = E¥, (# visites de y avant inf{n > 0: X, ¢ B(y, K

EOJ

—+y (# visites de y avant 7;19)

<
< max  EY(# visites de y avant 7,42)
z€B(z, K1)

< C||E* (4 visites de y avant Ti2)|[11((z,2ki-1))

< C||E?(# visites de y avant Ti2)||11(B,,,)
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ou on a utilisé I'inégalité de la moyenne & la troisiéme inégalité. Puis,

Z EGJ“’ (# visites de 0 pendant [7;, 741]) Z EY E # visites de 0 avant 7;41)
yGBl 1 yGBz 1
<C Z EG||E? (# visites de y avant 7;42)|11(B,, )
yEBz 1

\Bl+2| Z Z EY(# visites de y avant 7;12)

yEBz 1 xeBz+2
1

= CW Z E2 (# visites de B;_1 avant 7;42)

T€EB; 12

1
SCW Z EJ (Tiya)
r€EB; 12

S OclKQ(i—‘y-Q)

En prenant 'espérance selon P, on a ) EES" (# visites de 0 pendant [r;, 7i41[) < CC'K2(+2),

Donc par invariance par translation

yeB; 1

Eo(# visites de 0 pendant [r;, 7341[) < CC'K(2~0+2)

D’ou le résultat en sommant de ¢ = 0 & 400, comme d > 3.

3.4 Contre-exemples

Les énoncés de récurrence et transience pour la marche aléatoire en milieu aléatoire sont des résultats
"presque strs". Il est intéressant d’exhiber des contre-exemples particuliers.

On commence par donner des critéres de récurrence et transience généraux, qu’on énonce ici dans le
cadre des marches aléatoires en environnements aléatoires. (méme si les résultats sont vrais dans un
cadre plus général). Ces résultats font partie de ce qu’on appelle la théorie des fonctions de Lyapounowv,
et figurent dans [FMM95].

Pour ce qui suit, on suppose seulement que Ienvironnement w est tel que (X,,) soit irréductible et
apériodique. (Ce qui est vrai par exemple si w est elliptique.) Une fonction f: Z¢ — R est dite w-sur-
harmonique sur E C Z% si —L,, f(x) > 0 pour tout 2 € E. Elle est dite coercive si f(z) — oo quand
|z| — oo.

Proposition 3.5 (Critére de récurrence). La marche (X,,) dans l'environnement w est récurrente s’il
existe une fonction f: Z% — R, et un ensemble fini A € 79 tels que

i) [ est strictement positive

i) f est w-sur-harmonique sur A°

ii1) f est coercive.

Proposition 3.6 (Critére de transience). La marche (X,,) dans l'environnement w est transiente s’il
existe une fonction f: Z% — R, et un ensemble A C Z% tels que

i) [ est strictement positive

i) f est w-sur-harmonique sur A°

iii) il existe v € A tel que f(x) <infa f.

Démonstration. Soit © € A¢. Par 'hypothese ii), E¥(f(X1)) — f(x) < 0. De plus, toujours par I’hy-
potheése ii) (et la propriété de Markov), f(Xnar,) est une sur-martingale, ainsi B2 (f(Xnnr,)) < f(z)
pour tout n. La sur-martingale f(X,r-,) est positive par 'hypothése i), donc il existe X telle que
F(Xnars) —> Xoo PY-p.s. Par le lemme de Fatou, on a alors

By (f(Xeo)) = By (lminf f(Xnar, ) < liminf B7(f(Xnnr,)) < f(2)
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Prouvons 3.5 : Supposons que la marche n’est pas récurrente. Par ’hypothése iii) il existe alors ng,d > 0
et x € A¢, tels que pour tout K > 0 et tout n > ny,

PY(f(Xp) > K, 74 =+400) >0

T

Mais dans ce cas E¥(f(Xnar,)) — 00, ce qui est impossible et prouve 3.5.

Prouvons 3.6 : Supposons que la marche n’est pas transiente. Dans ce cas P¥(14 < oo0) = 1, donc
Xnary, — Xy, P¥-ps. On a alors EY(f(X;,)) < f(z), mais X;, € A et ceci est vrai pour tout
— 00

n
x € A° donc contredit la condition iii) et prouve la proposition 3.6. O

Remarque 3.7. Dans les deuz cas, les conditions i), i), 1), sont également nécessaires, voir [FMM95].

On déduit de la proposition 3.6 un autre critére de transience utilisant la notion duale de mesure
excessive plutot que les fonctions de Lyapounov.

Corollaire 3.8. La marche (X,) dans l'environnement w est transiente s’il existe une mesure v sur
7% vérifiant

i) v est strictement positive

i) v est excessive : VT, < v

ii1) v n’est pas invariante : vI,, # v

Démonstration. Supposons dans un premier temps (X,,) récurrente, alors la mesure

ro—1

)= E§ Y 6x,(x)
n=0

ot g est le premier temps de retour en 0, est invariante pour 7;,. On introduit alors la marche retournée
donnée par le noyau de transition

To(z,y) = MTW(.%:B)

La mesure 7 est également invariante pour 7, et pour tout n > 1 on a M (z,z) = Tﬁ(m,x), ce
qui montre que la marche retournée est également récurrente. On en déduit que la marche (X,,) est
transiente si c’est le cas de la marche retournée. Or, sous les hypotheses du corollaire, la fonction f := =
est strictement positive (hypothése i), non constante (hypothése iii), et vérifie pour tout x € Z%,

d
Tf(0) = 5 S alevlo )+ wl—eiula = ) < 2403 = (@
=1

()

par hypothése ii). Par la proposition 3.6, la marche retournée est transiente, ce qui conclut la preuve.
O

On va maintenant se servir de ce critére pour exhiber un environnement transient en dimension 2,
équilibré et uniformément elliptique.

Exemple 3.9 (Un environnement transient en dimension 2.). Cet exemple a été imaginé par Nina
Gantert. Soit 1/4 < p < 1/2 et soit ¢ = 1/2 — p, donc q < p. On partage 7> selon les diagonales
en quatre secteurs coniques Nord, Sud, Est, Ouest. Pour les points situés dans les secteurs Nord el
Sud, on attribue la probabilité q auz déplacements Nord/Sud et p auz déplacements Est/Ouest. Pour
ceux situés dans les secteurs Fst et Ouest, on altribue la probabilité p aux déplacements Nord/Sud et
q auz déplacements Est/Quest. L’intention est de privilégier les déplacements tangentiels et de mini-
miser les déplacements radiaux. Enfin pour les points situés sur les diagonales, on attribue la méme
probabilité (1/4) auz quatre directions. Soit alors v la mesure constante égale a 1 sur Z¢. La mesure v
est strictement positive, excessive, mais pas invariante. En effet

4q en 0
vL,(z) =4 q+32 sur{z: |z = |z =1}
1 ailleurs
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On peut donc appliquer le corollaire précédent, déduisant la transience.

Voici maintenant un exemple d’un environnement récurrent en dimension 3. Une preuve figure dans
[PPS13], et repose sur le critére 3.5 avec la fonction de Lyapounov f(x) = log|z|.

Exemple 3.10 (Un environnement récurrent en dimension 3). Soit € > 0. On pose wy(£e;) =1 — 2¢
si i est lindice de la plus grande coordonnée en valeur absolue de x, et w,(+e;) = € sinon. Alors la
marche dans [’environnement w est récurrente pour € suffisamment petit.

En revanche, le résultat suivant figure dans [Zei01| (sans preuve).

Proposition 3.11. Il eziste x(d) < 1/2d tel que si d > 3 et si e(w) > k(d), w est transient. (On a
noté e(w) la constante d’uniforme ellipticité de w.)

27



Références

AL
[Derso]
[DR14]
[Dur19]
[FMMOY5|
[Laws2]

[PPS13]

[Zei01]

Julien Allasia. Random walks in random environments. Internship report (McGill University,
Montreal), ENS de Lyon.

Yves Derriennic. Quelques applications du théoreme ergodique sous-additif. Astérisque,
74(183-201) :20, 1980.

Alexander Drewitz and Alejandro F Ramirez. Selected topics in random walks in random
environment. In Topics in percolative and disordered systems, pages 23-83. Springer, 2014.

Rick Durrett. Probability : theory and examples, volume 49. Cambridge university press,
2019.

Guy Fayolle, Vadim Aleksandrovich Malyshev, and Mikhail Vasilevich Menshikov. Topics
in the constructive theory of countable Markov chains. Cambridge university press, 1995.

Gregory F Lawler. Weak convergence of a random walk in a random environment. Commu-
nications in Mathematical Physics, 87(1) :81-87, 1982.

Yuval Peres, Serguei Popov, and Perla Sousi. On recurrence and transience of self-interacting
random walks. Bulletin of the Brazilian Mathematical Society, New Series, 44(4) :841-867,
2013.

Ofer Zeitouni. Lecture notes on random walks in random environments. Preprint available
at hitp ://www-ee. technion. ac. il/zeitouni/ps/notes1. ps, 2001.

28



	Introduction
	Organisation du mémoire
	Environnements aléatoires
	Marche aléatoire en environnement aléatoire
	L'environnement vu de la particule

	Théorèmes limite dans le cas uniformément elliptique
	Rappel : théorèmes ergodiques et différences de martingales
	Inégalités pour les fonctions -harmoniques
	Définitions et notations
	Principe du maximum
	Une inégalité de la moyenne

	Théorèmes limite pour les marches aléatoires en environnements uniformément elliptiques
	Loi forte des grands nombres
	Théorème central limite quenched
	Principe d'invariance


	Récurrence et transience
	Rappel des théorèmes utilisés
	Récurrence pour d2
	Transience pour d3
	Contre-exemples


