Exercices de géométrie
Agrégation Interne 2014-2015

N. Bédaride

Les exercices marqués d’un [ sont simples, ceux marqués d’un " sont plus complexes et ceux
marqués d’'un & peuvent faire 'objet d’un développement.

1 Espaces affines, barycentres, groupe affine

Exercice 1. [

1. Montrer que l’ensemble des solutions d’un systeme d’équations linéaires a second membre nul
est un espace vectoriel. Si les seconds membres ne sont pas nuls et qu’il existe une solution,
c’est un espace affine.

2. Montrer que l’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne est un
espace vectoriel. Si le second membre est non nul, c’est un espace affine (ce qu’on formule
souvent en disant que toute solution de I’équation est la somme d’une solution de I’équation
homogeéne et d’une solution particuliére).

3. Montrer que l’ensemble {P € R[X], P(1) = 7} est un espace affine, trouver sa direction.

Exercice 2. Soient d, d’, d" 3 droites paralléles distinctes, D1, Dy 2 droites dont aucune n’est
paralléle a d. Soient A; = D;Nd, A, =D;Nd, Al =D;nd". Montrer alors

AAL A Ay
On pourra commencer par le cas de deux droites paralléles.
Réciproquement, si un point B de D1 vérifie I’égalité

AB A AY
AL AL AR AL

montrer alors B = AY.
(Remarque : Si A, B, C' sont 3 points alignés, et u un vecteur directeur de la droite qu’ils

définissent, on peut écrire ﬁ = \u et c’est ce nombre A qu’on note AB. Cette mesure algébrique
dépend du choiz de u. En revanche, le rapport AB/AC n’en dépend pas.)

Exercice 3 (Desargues). " Soient ABC, A'B'C" deuz triangles du plan affine sans sommet com-
mun

1. Siles droites (AA"), (BB'), (CC") sont paralléles ou concourantes et que (AB) || (A’B’), (AC) ||
(A’C") montrer alors que (BC) || (C'B’).



2. Montrer que les droites (AA"), (BB'), (CC") sont paralléles ou concourantes si (AB) || (A'B’), (AC) ||
(A'C"),(BC) || (C'B"). On pourra raisonner par l’absurde en supposant euz de ces droites
concourantes et utiliser la premiéere question.

Exercice 4 (Desargues, version plus simple). # On considére trois droites concourantes non copla-
naires. Sur chaque droite on considére deux points différents du point commun : a,a’,b,t',c,c’. On
suppose que les droites (be) et (V') se coupent ainsi que celles obtenues par permutation. Montrer
que les trois points d’intersection sont alignés. On notera «, B, les trois points et on montrera que
la droite (af) est a intersection de deuz plans bien choisis.

En déduire le théoréeme dans le cas de l’exercice précédent en introduisant un point hors du
plan.

Exercice 5. [0 Montrer que les points de l’espace affine de dimension n , (;)i=1. nt+1 de coor-
données barycentriques (x;(1),x;(2),...,x;(n 4+ 1)) pour tout i = 1...n+ 1 constituent une base
affine si et seulement si

331(1) $1(2) $1(n+ 1) 1
xl(n+ 1)2 931(2) xi(n.+ 1) 1]1#0

f : 1

Tpnr1(n+1)2 zp41(2) ... xpp(n+1)) 1

Exercice 6. & Soit ABC un triangle non plat. Montrer que les coordonnées barycentriques d’un
point M dans le repére affine (A, B, C) intérieur au triangle sont proportionnelles aux aires orientées
des triangles MBC, MCA, M AB. On trouvera ces coordonnées via le produit vectoriel et un systéme
linéaire.

Exercice 7. Montrer qu’une application est affine si et seulement si elle préserve les barycentres.
Montrer que l’image d’un convexe par une application affine est un conveze.

Exercice 8. [0 Montrer que l’ensemble des homothéties et translations est un sous-groupe de

GA(E).

Exercice 9. Montrer que le groupe affine est un produit semi-direct du groupe linéaire par le groupe
des translations. Montrer que ce groupe s’injecte dans GLy+1(R) ou n est la dimension de l’espace

affine.

2 Angles

Exercice 10. On considére un triangle ABC. On note a, b, ¢, R les mesures des cotés BC, AC,
AB et du rayon du cercle circonscrit. On note o, 3, v les mesures des angles non orientés en A,
B, C respectivement.

1) Montrer que
a b c

— = ——=——=2R.
sina sinf  sinvy
2) Montrer que
b2 + 2 —a?
cosq = ——.

2bc



Exercice 11. ¥4 Soient D, D’ et D" trois droites vectorielles de R3. Soient u, u' et u” des vecteurs
directeurs unitaires choisis de telle sorte que l’on pose

(', u")y = cosa , (u",u) = cosb.

Soit H Uhyperplan vectoriel D"+ et x, ' les projections orthogonales de u et v’ sur H. On pose
/

x
enfinv=— etv = et o désigne l'angle géométrique des vecteurs v et v'. Montrer que

i
|| "]

(u,u') = cosacosb+ (v,v') sinasinb = cosacosb + cos asinasinb.

En déduire que l’angle géométrique définit une distance sur l’ensemble des droites vectorielles de
R3 donnée par
d(D,D") = arccos < u,u’ >.

Exercice 12. & Soit C un cercle de centre O et M, A, B trois points dessus. Montrer le théoréme
de ’angle au centre :

(OA,0B) = 2(MA,MB) mod 2

Soit T la tangente en A au cercle et T un point dessus. Montrer que
(AT, AB) = (MA,MB) mod w
Exercice 13. Soient A, B deuz points distincts du plan et o un réel. On considére ’ensemble
{M,(MA,MB) =a mod 7}

Montrer que c’est un cercle passant par A, B dont la tangente en A vérifie pour tout point T dessus

(AT,AB) = o mod 7.
C’est le cercle capable d’angle a.

Exercice 14. Montrer que l’ensemble suivant est un arc de cercle du cercle précédent.
{M,(MA,MB) =« mod 27}
Exercice 15. & Montrer que quatre points sont cocycliques ou alignés si et seulement si

(CA,CB)=(DA,DB) mod

3 Géométrie et calculs

Exercice 16. [0 Le point d’affize z est sur la droite (AB) ou a,b sont les affizes des points si et
seulement si

a a 1
det|b b 1| =0
z z 1

Exercice 17. Lignes de niveaux. Soient a,b deux complexes différents et A un nombre réel.
Montrer que :



— L’ensemble des solutions de |z — a| = A|z — b| est soit vide soit un point soit une droite soit

un cercle.

L’ensemble des solutions de |z — a| + |z — b| = X est vide, ou deuz points ou un segment ou

une ellipse.

~ L’ensemble des solutions de Arg(2=3) = 6 mod 7 est soit la droite AB soit un cercle privé
de deuzx points.

~ Arg(2=p) = 0 mod 27 est soit la droite privée du segment 0 = 0 soit le segment privé des

z
bords, soit un arc de cercle privé de A, B.

Exercice 18. Montrer que quatre points distincts du plan A, B, C, D sont alignés ou cocycliques si

et seulement si
a—db—c

b—da—c
Exercice 19. Soient A, B,C trois points non alignés et a, b, c les longueurs des cotés du triangle
formé par ces points. Soit S 'aire du triangle, montrer alors :

eR

S*=plp—a)(p—b)(p—rc)
_abc
T 4R

ou p est le demi périmetre du triangle et a,b, c les longueurs des cotés.

S=rp=(p—a)ra

Exercice 20. 4 Soient A, B,C trois points non alignés et a,b,c les longueurs des cotés du
triangle formé par ces points. Montrer

1. Le centre du cercle inscrit est barycentre de
(4, a); (B,b); (C¢)
2. Le centre du cercle circonscrit est barycentre de
(A,sin(24)); (B, sin(2B)); (C,sin(2C))
3. L’orthocentre est barycentre de

(A,tan(A)); (B,tan(B)); (C,tan(C))

4 Polyedres et groupes d’isométries

Exercice 21. & On considére un tétraédre régulier,et 1s(T) son groupe d’isométries.

1. Montrer que si f est une isométrie préservant T', alors l’ensemble des points extrémaux est
globalement invariant. On raisonnera par l’absurde.

Construire un morphisme de groupe de Is(T') dans &y.

Montrer qu’il est injectif.

Construire une isométrie dont l’image par le morphisme soit une transposition.
En déduire 1s(T).

G e e



Exercice 22. Montrer que Ay est le seul sous groupe d’indice deuzx de 4. En déduire Is*(T).

Exercice 23. Soit G un sous-groupe d’ordre 3 du groupe alterné Ay. Construire un tétraedre dont
le groupe des déplacements soit isomorphe a G.
Exercice 24. & On considere un cube C.

1. En étudiant les diagonales des faces, montrer qu’il existe deux tétraedres réguliers inscrits
dans ce cube.

2. Soit sg la symétrie centrale par rapport au centre du cube. Montrer que sg commute avec tous
les éléments de 1s(C).

En déduire existence d’une application de 1s(C) dans &4 X Z/27.
Montrer que c’est un morphisme, puis un isomorphisme.

Trouver une isométrie positive du cube dont ['image par le morphisme soit une transposition.

S G S

En déduire que Ist(C) contient un sous groupe isomorphe a Sy et qu’il est d’indice deuz
dans Is(C'). Conclure.

5 Isométries dans I’espace

Exercice 25. & Si [ est une isométrie d’un espace affine de dimension n, montrer qu’il existe un
unique couple (g,u) ou u est un vecteur de l’espace vectoriel et g une isométrie ayant au moins un
point fixe tels que f =1, 0g = got,. On commencera par chercher u et on utilisera une propriété
des endomorphismes orthogonau.

Exercice 26. O Dans R? orienté, on note sp la réflexion vectorielle de plan P.
1) Montrer que lapplication linéaire —sp est un demi-tour (par rapport a quelle droite ?)
2) Que peut-on dire de la composée de deux demi-tours ? Quand la composée de deuz demi-tours
est-elle un demi-tour ¢

3) Montrer que SO(3) est engendré par les demi-tours et que tous les demi-tours sont conjugués
dans SO(3).

Exercice 27. "% Etudier la composition de deux rotations affines dans Uespace affine euclidien de
dimension 3. On pourra montrer que si p1 et pa désignent ces deux rotations et p = p1 o pa, alors
1) Si p est une translation, alors ri = 7“2_1, en notant r1, ro les parties linéaires de p1 et po
respectivement. En déduire que p1 et pa ont des axes paralléles.
2) Sipy1 et pa ont des azes coplanaires, alors p est une translation ou une rotation (décomposer
chaque rotation en produit de réflexions par rapport a des plans bien choisis).
3) Si les axes de py et py ne sont pas coplanaires, alors p est un vissage dont la translation est
non triviale (noter que si p est une rotation, alors elle a un point fire O et l'aze de p1 et l'axe
de pa sont contenus dans le plan médiateur du segement [O, p2(O)] ).

6 Convexité

Exercice 28. Trouver un ensemble fermé dont I’enveloppe convexre n’est pas fermée.
Trouver un ensemble non convexe tel que pour tous x,y € C xQﬂ soit dans C.



Exercice 29. Soient C,C" deux convexes de R™.

1. Montrer que l'ensemble {2 M € C,N € C'} est un conveze.

2. 8i C,C" sont deuzx segments de R>, déterminer I’ensemble précédent.

Exercice 30. Montrer qu’un ensemble est convexe si et seulement si tout point est barycentre a
coefficients positifs de points de cet ensemble.

Exercice 31. & Si X est une partie d’un espace affine de dimension n, montrer que tout point de
son enveloppe convexe est barycentre a coefficients positifs d’une famille de n+ 1 points de X. (On
supposera que le point est barycentre de p points avec p > n+1 et on se raménera a p — 1 points.)
En déduire que [’enveloppe convexe d’un compact de R™ est compacte.

7 Coniques

Soit f € Ry[X,Y] un polynéome de degré 2. Une conique est ’ensemble des points M du plan
affine tels que dans un repere on ait f(M) = 0.

Exercice 32. [
1) Montrer que si f est un polynome de degré 2, alors pour tout Q € &, il existe une forme
quadratique non nulle q, une forme linéaire Lo et une constante cq tels que

F(M) = (M) + Lo(Q) + co. (1)

Montrer que q ne dépend pas de €.
2) Calculer la différentielle de f en un point Mo de E.

On pourra dorénavant prendre la formule (1) comme définition d’une conique. Une conique est
a centre s’il existe un point 2 tel que M est sur la conique si et seulement si le symétrique de M
par rapport a {2 est sur la conique.

Exercice 33. [J . .

1) Soit f(M) = q(OM) + Lo(OM) + co une conique. Montrer que S est un centre de la
quadrique associée si et seulement si 2B(OS),-) + Lo = 0, en notant B la forme bilinéaire
symétrique associée a q.

2) Montrer que S est un centre si et seulement si Lo = 0.

3) Comment trouver les centres d’une quadrique si f est donné en coordonnées par : f(M) =
Yoagixizy+ Y bix; +co ?

Une conique est dite propre si la forme quadratique Qg est non dégénérée.

Exercice 34. Montrer que cette définition est consistante : si Qo(u,z) = q(u) +Lo(u)z +coz?
est non dégénérée, alors pour tout Q € £, Qq(u,2) = q(u) + La(u)z + cqz? est non dégénérée. On
pourra remarquer que Qq(u,z) = Qo(u+ 208, 2).

Exercice 35. Soit £ un plan affine euclidien.
1) Soit £ une ellipse. Montrer qu’il existe un repére orthonormé dans lequel l'image de l’el-
lipse est une courbe paramétrée d’équation t — (acost,bsint). En déduire qu’une ellipse est
connexe, compacte.



2) Soit H une hyperbole. Montrer qu’il existe un repére orthonormé dans lequel l’image de I’hy-
perbole est une courbe paramétrée d’équation t — (Lacht,bsht). En déduire qu’une hyperbole
posséde deuxr composantes connexes non bornées.

3) Donner une paramétrisation d’une parabole. En déduire qu’une parabole est connexe, non
bornée.

Exercice 36. Soit e, des nombres réels avec e > 0. Identifier ’ensemble des points vérifiant en

coordonnées polaires
e

" 1+ecos(d—a)

Exercice 37. Soit D une droite du plan, F' un point en dehors et e > 0 un réel. On considére

l’ensemble des points M tels que % = e ou H est la projection orthogonale de M sur la droite.

1. Si e =1, montrer que c’est une parabole.

2. Sie <1, montrer que c’est une ellipse.

3. Sie> 1, montrer que c’est une hyperbole.
Exercice 38. Y48 /Ellipse de Steiner] On considére un triangle du plan. Soient zi, z9, z3 les affizes
des sommets, on pose P(z) = (z — z1)(z — 22)(z — 23).

1. Montrer que les points d’affizes les racines de P’ sont intérieurs au triangle.

2. Considérez le cas ou le triangle a pour isobarycentre l'origine et montrer alors que les milieuz
des cotés sont sur une ellipse de foyers les racines de P'. On posera un calcul en complezes
en utilisant une propriété de l’ellipse.

3. Montrer que tout triangle est l'image d’un triangle équilatéral par une application affine.
Quelle est I’image de cette ellipse ?

Exercice 39. "I Ecrire I’équation d’une conique en coordonnées barycentriques et montrer qu’elle
est toujours de la forme
azx® + by? + c2® + axy + frz 4+ yyz =0

Trouver l’équation de ellipse de Steiner, et de Uellipse circonscrite au triangle.

Exercice 40. Y4 Soit C un céne de R3 et P un plan, soit P' le plan paralléle ¢ P passant par le
sommet du cone. Montrer que

— PNC est une ellipse si et seulement si P’ N C' est réduit a un point.

— PN C est une parabole si et seulement si P' N C est réduit a une droite.

— PN C est une hyperbole si et seulement si P' N C est réduit a deux droites.
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