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Exercice 1. Soient g: R? = R, h:R? = R définies par q (Zj) =22 +ay+y? h (5) =22+ xy.

(1) Montrer que ¢~ (1) est une sous-variété compacte de R?.
(2) L’ensemble h=1(0) est il une sous-variété de R? ? Est il compact ?

Exercice 2. Soit p : I —]0,00[ une fonction de classe C* et considérons la surface de révolution S obtenue en faisant
tourner la courbe d’équation x = p(y) autour de l'aze (Oy).
(1) Montrer que
p(v) cos(u)
f(u,v) = v
p(v) sin(u)
définit une paramétrisation de cette surface.
(2) Soit R € RY.. Dessiner cette surface pour I =] — R, R] et p(x) = VR? — 22.
(3) Ecrire une formule intégrale pour Uaire de f([0,2x]x]a, b]).
(4) Déterminer les coefficients de la premiere forme fondamentale, le champ normal de Gauss, et les coefficients
de la deuzieme forme fondamentale de f.
(5) Déterminer la courbure de Gauss, les courbures principales et la courbure moyenne de f.

Exercice 3. On consideére la surface paramétrée suivante
[0,27] * [0, 7] — R3
(0, 9) —  f(0,¢) = (cosBsin p,sin b sin @, cos )

Soit a €]0,7/2[, on définit alors la courbe paramétrée plane

10,7/2] — R2
t —  c(t) = (tan(a) Intan($), t)
(1) En un point f(0,¢), calculer la premiére forme fondamentale de la surface.
(2) Calculer f oc(t) ainsi que sa dérivée.
(8) Calculer la longueur de la courbe f o c (et simplifier l’expression).
(4) Trouver la courbure normale & cette courbe au point de paramétre t.
(5) Quelle propriété géométrique posséde cette courbe ?

Exercice 4. Soit (k,7) € R} xR, et soity: R — R3 une courbe paramétrée 2-réqulicre telle que
Vi e R, Y ()| =1, wy(t) =k, 74(t) =T
(1) En désignant par (f1, fa2, f3) le repére mobile de Frenet de v, écrire les équations de Frenet pour la courbe
paramétrée .
(2) Fizons e > 0, et soit f : R x R — R? définie par
U .
() =0+ ccostodfatw) + esinoa)

v

La fonction f est elle injective?
(8) En utilisant les formules de Frenet exprimer les dérivées partielles de f comme combinaisons linéaires de
vecteurs du repére mobile de Frenet.
(4) Déterminer (en fonction du paramétre e > 0) l’ensemble des points (u,v) € R? ou f n'est pas une immersion.
(5) Montrer que, pour ¢ suffisamment petit, f est une immersion sur R2.
(6) Quelle est linterprétation géométrique des courbes paramétrées R 3 v — f(ug,v) pour ug € R fixé ?

Exercice 5. On considére les deux surfaces paramétrées:
10, +o0[xR — R3 10, +oo[xR  — R3
(u,v) —  (ucosv,usinv,Inu) (u,v) —  (ucosv,usinv,v)

(1) Calculer la premiére forme fondamentale pour les deuzx surfaces.
(2) Ont elles méme courbure de Gauss ¢



