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Hypotheses

Définition

» Une seule bille
» Pas de trou sur le bord ou d’obstacle dans la table

» Pas de frottement
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Définition
La forme de la table est quelconque:
> Cercle
> Ellipse
» Polygone
> Plus complexe: billard hyperbolique.
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Définition
La définition du billard est alors: On part d'un point du bord m et
d’une direction u: On lui associe un couple (m', ') tel que

» m’ est sur le bord

» (mm') est paralléle a la direction u

» ' est I'image de u par la symétrie orthogonale par rapport a
la tangente en m’ au bord.
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Interdiction
Il est interdit:

» de partir avec une direction qui est dans le bord de la table.

» d'arriver sur un coin de la table.

On ne perd pas grand chose . ..
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On a alors un systeme dynamique (X, 7).

0P x [0,27r) — OP x[0,2m)

T ) e ()

P est la table de billard et OP le bord.
On appelle X = 0P x [0,27) I'’espace de phase.
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On a alors un systeme dynamique (X, 7).

0P x [0,27r) — OP x[0,2m)

T ) e ()

P est la table de billard et 9P le bord.
On appelle X = 0P x [0,27) I'’espace de phase.
On a méme une mesure invariant u(A) = u(TLA).

(X7 T7B7/’L)
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(m, u)
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La trajectoire est tangente a un cercle:
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Etudier I'orbite revient 3 étudier

T — T
m — m+2#6

La direction est fixe le long d'une orbite.
La trajectoire est soit périodique soit dense et équirépartie dans le
cercle.
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La trajectoire est soit:
» Tangente a une ellipse
> tangente a une hyperbole
> un segment

Ce sont des caustiques.
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Espace des phases pour I'ellipse
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Espace des phases pour le cercle



- |
Comment jouer au billard ?

L Ellipse

Conjecture de Birkhoff:

Pour une courbe fermée simple C? si T est intégrable alors la
courbe est une ellipse.
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Conjecture de Birkhoff:

Pour une courbe fermée simple C? si T est intégrable alors la
courbe est une ellipse.

(X, T) est intégrable s'il existe f : X — R continue par morceaux
telle que chaque ensemble {f(m, ) = c} est une union finie de
points ou de courbes.
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Probleme

Question

Etant donné une table P peut on trouver un couple (m, u) et un
entier n tel que
T"(m,u) = (m,u)

Cela s’appelle une trajectoire périodique.
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Carré
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Triangle équilatéral
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Plus compliqué
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Théoreme (Fagnano)

Dans un triangle aigu on peut toujours trouver une trajectoire
périodique.
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Théoreme (Fagnano)

Dans un triangle aigu on peut toujours trouver une trajectoire
périodique.

Théoreme (Schwartz 2007)

Dans tout triangle d’angle inférieur a 100 degrés il existe une
trajectoire périodique.
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Théoreme (Hooper-Schwartz 2009)

Il existe un voisinage de I'ensemble des triangles isocéles dans
lequel tout triangle possede une trajectoire périodique.
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Théoreme (Hooper-Schwartz 2009)

Il existe un voisinage de I'ensemble des triangles isocéles dans
lequel tout triangle possede une trajectoire périodique.

Si P est un polygone, on pose ¢(P) la longueur de la plus petite
orbite périodique dans P.
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Théoreme (Hooper-Schwartz 2009)

Il existe un voisinage de I'ensemble des triangles isocéles dans
lequel tout triangle possede une trajectoire périodique.

Si P est un polygone, on pose ¢(P) la longueur de la plus petite
orbite périodique dans P.

Théoreme (Schwartz 2006)

Il existe un voisinage du triangle rectangle (3,6) dans lequel £ n’est
pas localement finie.
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Le systeme (X, T) est ergodique pour la mesure y si tout
ensemble T invariant mesurable est soit de mesure nulle soit son
complémentaire est de mesure nulle.

lim EZ fo TK(x) :/ f(x)du, f € LX(X, p)
M=o X
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/

Deux segments paralleles et deux demi cercles.
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Une trajectoire est soit:
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Une trajectoire est soit:

> périodique de période deux.
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L stadium

Une trajectoire est soit:
> périodique de période deux.

» dense.

Theorem (Bunimovich)

L’application est ergodique et non uniquement ergodique.
Les exposants de Lyapunov sont positifs.
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LBillard dispersif

Billard de Sinai:

Billard ergodique avec exposant de Lyapunov positif.
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T2Me

T:R*\ PR\ P
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Orbites de billard dual pour le décagone régulier.
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Dynamique du billard dual pour un quadrilatére général ?
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Question
Dynamique du billard dual pour un quadrilatére général ?

Théoreme (Schwartz)

Existence d’orbite non bornée pour le kite irrationnel.
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