TRONC cOMMUN PC
EXERCICES

1 Logique

Exercice 1. Soit f : [0,1] — [0, 1] telle que

fz) =

1—2x sinon.

{x siz€[0,1]NQ,

Démontrer que f o f = id.

Exercice 2. En quoi le raisonnement suivant est-il faux ?
Soit P(n) : n crayons de couleurs sont tous de la méme couleur.
— P(1) est vraie car un crayon de couleur est de la méme couleur que lui-
méme.
— Supposons P(n). Soit n+ 1 crayons. On en retire 1. Les n crayons restants
sont de la méme couleur par hypothese de récurrence.
Reposons ce crayon et retirons-en un autre ; les n nouveaux crayons sont a
nouveau de la méme couleur. Le premier crayon retiré était donc bien de
la méme couleur que les n autres. La proposition est donc vraie au rang
n—+ 1.
— On a donc démontré que tous les crayons en nombre infini dénombrable
sont de la méme couleur.

Exercice 3. Soient F un ensemble et A, B,C trois parties de E telles que
AUB=AUCet ANB=ANC. Montrer que B =C.

Exercice 4. Exprimer & l'aide de quantificateurs les phrases suivantes puis
donner leur négation.
1. (f étant une application du plan dans lui-méme)
(a) f est 'identité du plan.

(b) f a au moins un point invariant (on dit aussi point fixe).

3. ((un)nen étant une suite réelle)
La suite (uy)nen est bornée.

La suite (up)nen est croissante.



(¢) La suite (u,)nen est monotone.
Exercice 5. Pour tout entier naturel n, on pose
Sp=1242-3+---4+(n—-1)-n
Démontrer que I'on a

Sy, = %n(n —1)(n+1)

Exercice 6. Soit f : R — R définie par f(z) = 23 — .
f est-elle injective ? surjective ? Déterminer f~1([—1,1]) et f(R,).

2 Complexes

Exercice 7. Mettre sous la forme algébrique de a 4 ib (a,b € R) les nombres :

3+6i  (1+i\° 3+6i 2+45i  2-5i
3—4i 0 \2—4i) "3-4  1-i 1+i

Exercice 8. Ecrire sous la forme a + b les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d’argument /3.

2. Nombre de module 3 et d’argument —m/8.

Exercice 9.

1. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
z21=3431, zo=-1-— \/§i7 23 = ——i, z4=—2, z5=c¢e" 4.

2. Calculer (#)2012.

Exercice 10. Calculer les puissances n-iemes des nombres complexes :

Z:1+¢\/§ o4 . .o Lfitant
! 1+i = 7 o BT T itang

Exercice 11. Calculer les racines carrées de 1, i, 3 4+ 4i, 8 — 61, et 7 + 244.

Exercice 12. Résoudre dans C les équations suivantes :
P24z41=0 ; 22—(1+2)z+i—-1=0 ; 22—-V3z2—-i=0 ;

22— (5—14i)z —2(5i +12) =0; 22— (3+4i)z —1+5i=0; 422 —22+1=0;
22 410224169=0 ; z*+2:2+4=0.

2im

Exercice 13. On note j =e™3 .
1. Mettre j et j2 sous forme algébrique.
2. Vérifier que 1 + j + j2 = 0.

3. Factoriser le polynome 2> — 8i.



Exercice 14. On considere dans C Iéquation (E) suivante :
—(1+a)(1+i)z+ (1+a%)i=0,

ol a est un parametre réel.

1. Calculer en fonction de a € R les solutions z; et zz de (E) (indication :
on pourra déterminer les racines carrées complexes de —2i(1 — a)?).

2. On désigne par Z; (resp. Zs) les points du plan complexe d’affixe z1 (resp.
29) et par M le milieu de [Z, Z5]. Tracer la courbe du plan complexe
décrite par M lorsque a varie dans R.

Exercice 15. Résoudre dans C I'équation suivante : 2% = (1 —14) / (1 +iv/3) .
Exercice 16. Trouver les racines cubiques de 2 — 2¢ et de 11 + 2i.

Exercice 17. Résoudre dans C :

1. 2 =1.

2. 22 =1—1.
3. 22 =—-242i.
4. 2° =z,

Exercice 18. En utilisant les nombres complexes, calculer cos 56 et sin 50 en
fonction de cos@ et sin 6.

3 Limites, continuité, dérivabilité

Exercice 19. Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :

1. fi(z) = 22 COS*SISL’#O et f1(0) =0;
2. fo(z) = mxsmlmx;ﬁ() et f2(0) =0;
3. f3(z) =zE(z);

4. fy(x) = E(z) sin(rx).

Exercice 20. Soit f la fonction définie par

e T+1 =<0
2+zxzlnz >0

a =0

— Quel est son ensemble de définition ?
— Déterminer a pour que f soit continue en 0.

Exercice 21. Soit f : [0,1] — R définie par f(0) = 0, f(z) = 1/2 — x si
x €]0,1/2], f(1/2) =1/2, f(x) =3/2 —xzsix €]1/2,1] et f(1) =

1. Tracer le graphe de f. Etudier sa continuité.

1.

2. Démontrer que f est une bijection de [0, 1] sur [0, 1].

3. Démontrer que pour tout z € [0,1], on a f(z) = § —z+ 1 E(2z) — 3 E(1 -
2z).



Exercice 22. Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

f(w):\/ifzi . g(@)=vV22—22—-5; h(x)=In(dz+3).

Exercice 23. Etudier la continuité de
1. f(z) =z + /z — E(x).
2. g(z) = E(z) + \/z — E(x).
Exercice 24. 1. Soit la fonction réelle définie par f(x) = 1 si x € Q et
f(x) = 0 sinon. Montrer que f n’admet pas de limite en tout point de R.
2. Soit la fonction réelle définie par f(z) =x sixz € Q et f(x) = 1 — x sinon.

En quels points de R f est elle continue ?

Exercice 25. Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

2 2
. 42 |z . 242 |z . 2_4
CL) hmm_>0 % b) hmx_>_oo % C) hmx_>2 m
. in? . VIiFz—14z2 .
d) limg_y Troons e) lim,_,o ¥ f) limg oo vV +5—+va—3
3
. S1+x2—1 . 1
g) limg o YST5—  h) limg .y 5y
Exercice 26. On rappelle les limites : lim,_g % =1 et lim,_g 1_‘;# = %
Calculer les limites suivantes :
. 1 . sin2x
a) lim /z.sin — b) lim —
20+ NG z—0 sin 3x
. rsinx . sinx —sin 2z
¢) lim —— d) lim ——
z—01 —cosx z—0 2
. tan x . tanx —sinx
e) lim T f)  lim —
z—0 cos?x —1 z—0  sin (%)

Exercice 27. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer la dérivée
si possible :

fl(l‘):xQCosé, six#0 ; J1(0) = 0;

1
fg(x):sinswsin;, six#0 : f2(0) = 0;

_zlva? —2x +1

r—1

f3(z)

Exercice 28. Calculer les dérivées des fonctions :

1. 2+ 1+ 22sin®z, xH%.

csie#Al 5 B =1

2. x> log(}fjiﬁgg), x = (x(x —2))1/5.
Exercice 29. Calculer la dérivée de = — In cos(m + ;z—jrl)



Exercice 30. Expliquer pourquoi on a
0.99* <1 —4(0.01)

Exercice 31. Une tige non homogene a une longueur de 12 cm, la masse de la
tige est proportionnelle au carré de la distance a un bord et vaut 10 g quand la
longueur vaut 2 cm ? Déterminer la masse de la tage et la densité linéaire en un
point.

Exercice 32. Un marchand de frites les vend dans une feuille de papier de
largeur L, de fagon a obtenir une portion de cone de hauteur h, d’angle au
sommet a.

— Déterminer une relation entre L, h et x le rayon de base.

— Exprimer le volume en fonction de x et L.

— Trouver zy qui maximise le volume.

— En déduire ’angle correspondant.

4 Fonctions usuelles

Exercice 33. Pour chacune des expressions, dire pour quelles valeurs de x elle
est définie et pour quelles valeurs elle est égale a x :

(V)2 V) Inet
sin (arcsin x) arcsin sin x COSarccosxT  arccos cos
cosh Argch(xz) Argch(coshz) sinh Argsh(z)
Exercice 34. Soit a un réel supérieur a 1.
1. Résoudre 22 —2ar +1=0

2. Prouver que eA79¢"(@) egt solution de ’équation.

Argch(a) =In(a+ va? — 1)

3. En déduire que

Exercice 35. Soit a un réel dans | — 1,1][.
1. Résoudre ”x“—:_} =a

2. Prouver que e24797(4) egt solution de 1'équation.

3. En déduire que

Argth(a) = %ln(i i_ Z)
Exercice 36. Résoudre les équations suivantes :
1. arctan(2x) + arctanx = 7.
2. arcsin(2z) — arcsin(zv/3) = arcsin(z).
Exercice 37. Résoudre dans R I'équation :
T

arctan(z) 4 arctan(v/3z) = oL
Exercice 38. Ecrire sous forme d’expression algébrique

sin(arccosz), cos(arcsinz), sin(2arctanx).



Exercice 39. Résoudre les équation suivantes :

arcsin x = arcsin 5 + arcsin 5 arccos r = 2 arccos vk

1
arctan z = 2 arctan 3
Exercice 40. Calculer

1 1 1
arctan — + arctan — + arctan —.
2 + 5 + 8

Exercice 41. Etudier la fonction :

—x2
3 -+ arccos

1
¢ : x — arcsin

1+ x2’
. . 9 N chz +shy =a
Exercice 42. Soit (a,b) € R*, résoudre le systéme { shz + chy = b

Exercice 43. Vérifier les égalités

2Argthtanz = Argthsin 2z, Argsh(3z + 423) = 3Argshz.

5 Etude de fonctions, DL

Exercice 44. Calculer les DL au voisinage de 0 a l'ordre trois de
1

14+x

— sinz

— arctanz

In (1 + 2z)

— /1+em

Exercice 45. Calculer les limites suivantes
e’—1
-1

- 111111 ViE1

_ llmo sm;g—m

- hmo

. [ A
hmo cos2zx—1

- limpo Va2 +z—2— 3

Exercice 46. Déterminer le graphe des fonctions
— cos2x

— cosx —sinz
1
1,’3

Exercice 47. Méme question pour
x3
42
— arctanz — /2

Exercice 48. Pour les fonctions des exercices précédents



— Déterminer ’équation de la tangente au point d’abscisse 1
— Etudier la position de la tangente par rapport a la courbe.
Exercice 49. Construire le graphe des fonctions suivantes :
1. (%) fi(z) =22z — 1| — |z + 2| + 3.
(%) folw) = In(cha).
(**%) fa(x) = =+ /]a* = 1].
(**) fa(z) = |tanz| + cosx.
(%) fs(z) = (1 + %)I (& étudier sur ]0, +-00]).
(**) fo(x) = log,y(1 —logy (2 — 5z +6)).

A

Exercice 50. Faire un développement limité ou asymptotique en a a 'ordre n
de :
1. Incosz, n =6, a =0.
arctanxr —

g, MAAMT T 9 4u=0.
sinx — x
3. Intan(35 + %), n=3,a=0.
4. Insinz, n=3,a= 7.
5. Va3 +x— Va3 —2x,n =4, a= +oo.
6. (1+z)s,n=3,a=0.
7. 2(Va2 + Vot 1 - 2v2), n =2, a = +o0.

Exercice 51.
1. Equivalent simple en +o0co et —oco de V22 +3x+5—z + 1.
Equivalent simple en 0, 1, 2 et +o0o de 322 — 6z

Equivalent simple en 0 de (sin z)ﬂ”*gﬁ2 — (x — 2?)sine,

Equivalent simple en 400 de zt*h®,

AN

Equivalent simple en 0 de tan(sinz) — sin(tan z).

2
Exercice 52. Calculer le développement limité de (ta%)l/ “ en 0 & l'ordre 3.

6 Primitives
Exercice 53. Justifiez I'existence des intégrales suivantes et calculer les :
1. fﬂ/z [cos 5 + sin z|dx
2. fW/B 1 + tan? x)dx
3. fo 22+ a7 —x]dm
n f1/2 1

Exercice 54. Justifiez l'existence des intégrales suivantes et calculer les en
utilisant une intégration par parties :

1. f 1na:dx

2. fo [42 cos x]dx



3. f02 L

eT

4. f01/2 x cos (4z)dx

Exercice 55. Justifiez 'existence des intégrales suivantes et calculer les en
utilisant le changement de variable indiqué :

1. f01/2 V1 —z2dx x =cost

2 d
2. fo o r=2t
3.

Exercice 56. On considere la fraction rationnelle %

1. Montrer qu’il existe a, b réels tels que

r+1 a b

(x+2)(z+3) $—|—2+17+3

2. En déduire une primitive de la fraction sur un intervalle & préciser.

Exercice 57. Calculer :

2 e2%dg
L. fl 1+e2e

2. fow/g [sin® z cos z]dx

3. [ =ty

e

Exercice 58. Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou
les intervalles considérés :

1
L. 2+sin? x
2 cosx
* cosx+sinx
3 tan x
* 1+4sin(3z)

4, cos z4+2sinx
sinx—cos «

Exercice 59. Calculer les primitives suivantes par intégration par parties.
1. [2?Inzdz
2. [xarctanx dz
3. [lnzdx puis [(Inz)?dz

4. [cosxexpuzdx

Exercice 60. Calculer les primitives suivantes :

/(cos x cos2x + sinxsin 3x)dxr / coszsintzdr / cosb zdx

/Sim3 rcosxzdr / sin zdx /Sin3 zcos®xdr

/chzxsthdx ; /shxchgxda: ; /chxshga:dx.

Exercice 61. Décomposer les fractions rationnelles suivantes; en calculer les
primitives.



1.
a? + x2?
1
2 e
3
x
3.
2 —4
4 4z
. ($—2)2.
1
5 —.
[ |
1
6. ——.
(t2 + 2t — 1)
. 3 +2
S+ 1)
8 r+1
Ca(w—2)%
9 (22 = 1) (2 + 3)
' 22 + 222
10 v

(22 + 33z +1)

7 Calcul différentiel

Exercice 62. Pour chaque fonction
— Trouver le domaine de définition.
— Déterminer sur quel ensemble les dérivées partielles existent. Calculer les.
— Une fonction est dite symétrique si f(z,y) = f(y, ) pour tout (z,y) € Dy
et tout (y, ). Lesquelles sont symétriques ?
— Si f est symétrique, trouver une relation entre les dérivées partielles.

z+y; %; V1= (zy);z? + 4"

1
x+y cos(x+y)

z® + 9%

Exercice 63. soit f(z,y) = arctan .
— Déterminer le domaine définition de f.
— Montrer que f admet des dérivées partielles.
— Montrer
of _ of _,

T Y-

dy or

Exercice 64. Soit f la fonction définie par
flz,y) =4z +siny + In (1 + )

— Déterminer le domaine de définition de f. Montrer qu’elle admet des
dérivées partielles.

— Soit z(t) = t2,y(t) = t3 les fonctions définies sur un intervalle I, trouver
I pour que 'on puisse composer f par ces fonctions.



— calculer la dérivée de f(xz(t),y(t)).

Exercice 65. Méme exercice avec
f(z,y) =z + cos (3y) + In (1 + 22)
et z(t) =2, y(t) = 3t.
Exercice 66. Soit f définie par
flx,y) = 2% + 9> + zy.

Soit g définie par
g(r,0) = (rcos,rsinb)

— Calculer la composée f o g.

— Calculer de deux manieres %.

Exercice 67. Méme chose en remplagant f par
z+ e+ y?

puis par
cosz +y° — (zy)?

Exercice 68. Méme chose en remplagant f par
T+ eV o

et g par
g(u,v) = (2u + 5v, 3u — 6v)

Exercice 69. Soit f la fonction donnée par
3+ 3zy® — o

— Montrer que f est différentiable sur son domaine de définition.
— Calculer la différentielle de f en (1,1).
— Reprendre les questions avec

r—y

T+y

V1—122—9y2
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