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1 Arithmétique

Exercice 1 : On considere Z muni de sa structure de groupe.
— Montrer que les sous groupes de Z sont de la forme nZ avec n entier
naturel.
— Montrer que les sous-groupes nZ sont tous distingués.

Exercice 2 : Dresser la table des groupes suivants
Z/AZ,7.)57,7)87.

En omettant 0 ces ensembles ont ils une structure de groupe pour la multi-
plication ?

Exercice 3 :

1. Montrer que I'intersection de deux sous-groupes de Z est un sous-groupe
de Z. Caractériser le sous-groupe aZNbZ. Caractériser les sous-groupes

suivants :
2.M 3% ; 5ZN13Z; 5HZ N 257.

2. Montrer que toute intersection de sous-groupes de Z est un sous-groupe
de Z. Caractériser les sous-groupes suivants :

17
(12'Z; 4ZN6ZNSZN19ZN35Z.
n=1

Exercice 4 :
1. Déterminer 27 U 3Z. Est-ce un sous-groupe de Z?

2. Déterminer : 7Z U497 ; 57 U4ABZ ; Ui8:1 2"7.. Ces ensembles sont-ils des
sous-groupes de Z?

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une réunion de
deux sous-groupes de Z soit un sous-groupe de Z.



Exercice 5 : Soient X et Y deux parties de R, on définit
X+Y={ov+y, avecx e X,y Y}

1. Soient a et b deux entiers relatifs. Montrer que aZ + bZ est un sous-
groupe de Z.

2. Montrer que 2Z + 37 = 7.
3. Déterminer 2Z + 27, 27. + 47, 27, + 5Z.

4. Comment caractériser aZ + bZ dans le cas général ?
2 Groupes, théorie générale

Exercice 6 : Construire, a isomorphisme pres, les groupes a n éléments pour
1 <n<4.

Exercice 7 : Soient les quatre fonctions de R* dans R*

ha)=2 f@) =7 H)=-z filz)=—

T

Montre que G = {f1, f2, f3, f1} est un groupe pour la loi o.

Exercice 8 : Les ensembles suivants, pour les lois considérées, sont-ils des
groupes ?

Tty .
1+zy

2. {# € C: |z|] = 2} pour la multiplication usuelle;

1. ] = 1,1 muni de la loi définie par z xy =

3. R, pour la multiplication usuelle ;
4. L’ensemble des fonctions

R — R
r +— axr—+b

f
a € R\ {0},b € R, pour la loi de composition des applications.

Exercice 9 : Soit le groupe G = Z/127Z.

1. Déterminer le sous-groupe H de G engendré par 6 et 8 et déterminer
son ordre.



2. Caractériser les générateurs de G.
3. Quel est I'ordre de I’élément 9 ?

Exercice 10 : Soit G un groupe et H une partie finie, non vide, de G stable
pour la loi ., montrer que H est un sous-groupe de G.

Exercice 11 : Soit G un groupe fini de cardinal n et m un entier premier
avec n. Montrer que, pour tout y élément de G, il existe un unique x élément
de G tel que 2™ = y.

[Utiliser le théoreme de Bezout.]]

Exercice 12 : Soit (G, .) un groupe fini de cardinal n. On suppose que, tout
x élément de G, satisfait I'égalité 22 = e.
1. Montrer que G est un groupe commutatif.

2. Soit A ={ay,...,a,} une partie génératrice de G, montrer que :

Ve e G, Jle,...,¢) € (Z/2Z) tels que, x = ai' ... a3

3. On suppose, dans les questions suivantes, que A est une partie génératrice
de cardinal minimum p. Montrer que ’écriture :

€1

— €1
r=aj'...a,

est unique.
4. Soit ® I'application définie par :
o G — (Z)27)

T o~ (€1,...,6).

Montrer que ® est bien définie et que ¢’est un isomorphisme de groupes.
En déduire que le cardinal de G est 2P.

Exercice 13 : Soit p un nombre premier fixé, soit
9
U, = {ea:p(ﬂ), a € Z, PGCD(a,p) =1, « € N}
pa

1. Montrer que U, est un groupe infini dont tous les éléments sont d’ordre
fini. Trouver l'ordre de exp(%ﬂ“), pour a entier premier avec p et pour
a e N.




2. Montrer que tout sous-groupe strict de U, est cyclique.

Soit H un sous-groupe de U,. Montrer tout d’abord que, si z =
Ii group » que,

exp(Q;Z“) appartient a H alors, tout z = exp(%gb) avec [ < « ap-

partient a H. ||

Exercice 14 : Soit G un groupe et ¥,...>%, des morphismes distincts de
G dans (C*, x). Montrer que X1, ..., %, sont linéairement indépendants sur
C dans 'espace vectoriel des fonctions de G a valeurs dans C.

[[On pourra faire intervenir une combinaison linéaire des (¥;) de cardinal
minimum. ||

3 Morphisme de groupes

Exercice 15 : Décrire tous les homomorphismes de groupes de Z dans Z.
Déterminer ceux qui sont injectifs et ceux qui sont surjectifs.

Exercice 16 : Pour tout couple (a,b) de R? on pose la matrice M,, =
(¢70). Soit S = {Myp : (a,b) € R*\ {(0,0)}}. Soit I'application f : S —
R, Ma,b — CL2 + b2.

1. Montrer que § est un groupe pour la loi usuelle de multiplication des
matrices carrées.

2. Montrer que f est un morphisme du groupe (S, x) dans le groupe
multiplicatif R \ {(0,0)}.

Exercice 17 : Soit f : R — C* D'application qui a tout x € R associe
e’ € C*. Montrer que f est un homomorphisme de groupes. Calculer son
noyau et son image. f est-elle injective ?

Exercice 18 : Traduire en termes d’homomorphisme de groupes les pro-
priétés traditionnelles suivantes :

1. In(zy) =lnz+1ny;
2. det(MM') = det(M) det(M');
3. |22 = |z]|2'];

L ()t =yt



/ /
5. e*T% = e*e” ;

6. z+ 2z =7Z2+ 7.

Exercice 19 : Pour tout couple (a,b) de R?, on pose M,;, = (Z ’ab) , S =
{M,: (a,b) € R?} et 8* =S\ {My,}. Soit I'application f : S — C, M,
a + 1b.

!

1. (a) Montrer que S est un sous-groupe du groupe additif usuel My (R).
(b) Montrer que &* est un sous-groupe multiplicatif de GLg(R).

2. Montrer que f est un isomorphisme du groupe (S,+) sur le groupe

additif C.

3. (a) Montrer que f définit un homomorphisme du groupe (§*, x) sur
le groupe multiplicatif C*.

(b) Déterminer le noyau et 'image de cet homomorphisme.

4. Montrer que Q = {M,, : (a,b) € R? a* + b* = 1} est un sous-groupe
distingué du groupe multiplicatif S*.

Exercice 20 : Soit G un groupe. Montrer que I'application x — x~! est un
morphisme si et seulement si G est commutatif. On suppose G fini; soit ¢
un morphisme involutif de G' dont le seul point fixe est e, montrer que :

Ve G,3te G z=t(p(t) "
En déduire ¢ puis que G est commutatif.
Exercice 21 : Montrer que les groupes (R, +) et (R%, x) sont isomorphes.

Exercice 22 : Soit G un groupe.

1. Montrer que l’ensemble des automorphismes de G muni de la loi de
composition des applications est un groupe. Ce groupe est noté Aut (G).

2. Vérifier que 'application ¢ : G — Aut (G) qui associe a g € G I'applica-
tion ¢, : G — G,z +— gxg~' est un morphisme de groupes. Déterminer
son noyau Z(G), dit centre de G.

3. Déterminer Aut (Q) et Aut (Z).



4 Sous-groupes distingués, groupes quotients

Exercice 23 :

1. Notons GL,(R) I'ensemble des matrices carrées inversibles & n lignes
et n colonnes. Montrer que c’est un groupe pour la multiplication des
matrices.

2. On note SL,(R) 'ensemble des matrices carrées inversibles a n lignes et
n colonnes de déterminant 1. Montrer que SL, (R) est un sous-groupe
distingué de GL,(R).

3. Montrer que le groupe quotient est isomorphe au groupe multiplicatif
R*.
[[Utiliser le premier théoréme d’isomorphisme et le déterminant.|]

4. On note O,(R) 'ensemble des matrices orthogonales de taille n (c’est-
a-dire les matrices carrés n x n vérifiant ‘O = O~'). Montrer que O, (R)
est un sous-groupe de GL,(R).

5. On note SO, (R) 'ensemble des matrices orthogonales de déterminant
1. Montrer que SO, (R) est un sous-groupe distingué de O,(R).

6. Montrer que le groupe quotient est isomorphe a Z/27Z.

7. Montrer que SO3(R) est le groupe des rotations c’est-a-dire des ma-

trices de la forme :
cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(6)

Exercice24:SOientT—{<g i) :a,ceR*,beR}etU—{(é l{) :beR}.

1. Montrer que T est un sous-groupe de GLs(RR).

2. Montrer que U est un sous-groupe distingué de 7T

Exercice 25 :
1. Montrer que R est un sous-groupe distingué de C pour la loi +.
2. Montrer que le quotient C/R est isomorphe au groupe additif R.
3. Montrer que R* est un sous groupe du groupe multiplicatif R*.
4

. Montrer que le quotient R*/R?* est isomorphe a Z/2Z.
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Exercice 26 : [Normalisateur]
Soit H un sous-groupe de G, on appelle normalisateur de H 1’ensemble

des = éléments de G, tels que xHx™
Ny.

1.

' = H; le normalisateur de H est noté

Montrer que Ny est un sous-groupe de G et que H est distingué dans
Ny.

Soit K un sous groupe de GG contenant H et tel que H soit distingué
dans K. Montrer que K est un sous-groupe de Ny ; en déduire que Ny
est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué.

Soit K un sous-groupe de Ny montrer que HK est un groupe et que
H est distingué dans H K.

Soient H et K deux sous-groupes de GG. Montrer que H K est un groupe
si et seulement si HK = KH.

Exercice 27 :

1.

Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G, on suppose que H
est contenu dans le normalisateur de K.

Montrer que H N K est un sous-groupe distingué de H.

Montrer que H/(H N K) est isomorphe a HK/K.

[[Utiliser le premier théoréeme d’isomorphismes.]|

Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes distingués de G tel que
K est contenu dans H.

Montrer que K est distingué dans H.

Montrer que (G/K)/(H/K) est isomorphe & G/H.

[[Utiliser le premier théoreme d’isomorphismes.|]

Exercice 28 :
Soit G un groupe tel que G/Z(G) est cyclique, (Z(G) est le centre de G),
montrer que G est abélien.

Exercice 29 : [Sous-groupe dérivé]
Soit G un groupe, on note D(G) (sous-groupe dérivé de G) le sous groupe
engendré par :

1

{wyz~'y™", onz,y € G}.



. Montrer que G est abélien si et seulement si D(G) est réduit a I’élément

neutre.

Montrer que D(G) est invariant par tout automorphisme de G. En
déduire que D(G) est un sous-groupe distingué de G.

3. Montrer que G/D(G) est un groupe commutatif.

4. Soit H un sous-groupe de G tel que G/H est commutatif, montrer que

5

D(G) est inclus dans H.

Groupes abéliens

Exercice 30 : Le groupe (Q, +) est-il monogene 7

Exercice 31 : Soit G un groupe abélien fini, a et b deux éléments de G. On
note O(a) 'ordre de a et O(b) l'ordre de b. Le but de l'exercice est d’étudier
I'ordre de I’élément ab.

1.

Soit p entier non nul tel que (ab)? = e, soit m le PPCM de p et O(a),
n le PPCM de p et O(b). Montrer que O(a) divise n et que O(b) divise
m.

Montrer que O(ab) divise le PPCM de O(a) et O(b).

Déduire de la premiere question que lorsque O(a) et O(b) sont premiers
entre eux, on a O(ab) = O(a)O(b).

Montrer que le résultat précédent est faux en général.

5. Notons d le PGCD de O(a) et O(b) et M le PPCM de O(a) et O(b),

en utilisant la premiere question, montrer que :

A divise O(ab) et que O(ab) divise M.

. En choisissant des éléments convenables dans le groupe G = Z/27Z x

7./8Z, vérifier que 1'on peut avoir :

% < O(ab) < M.

7. Montrer qu’il existe toujours dans G' un élément d’ordre M.

8. Si G est non abélien, donner un exemple ou a et b sont d’ordre 2 et ou

ab est d’ordre infini.



Exercice 32 : [Indicateur d’Euler]
Soit n un nombre entier naturel non nul, on pose :

¢(n) = card {k,1 <k <n, tels que k et n sont premiers entre eux}.

Le but de 'exercice est de montrer la formule (%) :

> (d) =n.

d/n

1. Soit m un élément d’ordre d dans Z/nZ, montrer que m appartient au

sous-groupe H de Z/nZ engendré par 7.

2. Montrer que les éléments d’ordre d dans H sont ceux de la forme :

%” ou k et d sont premiers entre eux.

3. Conclure qu’il y a exactement ¢(d) éléments d’ordre d dans Z/nZ.

4. Prouver la formule (x).

Exercice 33 : [Racines de 1'unité]
Soit U I’ensemble des nombres complexes de module 1.

1. Montrer que U est un groupe pour X.
2. Soit

U

R
" h 0

H
f — e
. On notera U,, 'ensemble des racines (complexes) n®™® de I'unité. Mon-
trer que U, est un sous-ensemble de U. Décrire les éléments de U, et

calculer son cardinal.

. Montrer que U,, est un groupe abélien pour la loi x.

5. Montrer que U, est isomorphe a Z/nZ.

. Soit
P, = {e**™/™ on k et n sont premiers entre eux}.

Montrer que les générateurs de U,, sont les éléments de P,. (Les éléments
de P, sont appelés racines primitives n®™° de 1'unité.)

. Dessiner les éléments de U, pour n = 1,2,3,4,5,6. Dans chacun des
cas, préciser quels sont les éléments de P,.



Exercice 34 : [Automorphismes de Z/nZ)]

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, montrer que le groupe des
automorphismes de Z/nZ (noté Aut(Z/nZ)) est isomorphe a (Z/nZ)*.
[[Considérer I'appplication qui, & un automorphisme ¢, associe ¢(1) et utiliser
le fait que les générateurs de Z/nZ sont les inversibles de Z/nZ.]|

Exercice 35 : Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, le groupe
additif Q/Z possede un seul sous-groupe d’ordre n.

[[Considérer H un sous-groupe de Q/Z d’ordre n et II la projection canonique
de Q dans Q/Z. En utilisant le fait que les sous-groupes de R sont soit denses,
soit de la forme aZ, montrer que II7'(H) est de la forme gZ, avec p et q

entiers. |]
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