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Premiere partie

Algebre linéaire

1 Systemes Linéaires

Exercice 1 Trouver les polyndmes de degré 2 (i.e. un polyndme de la forme f(t) = at? + bt + )

dont le graphe passe par les points (1,-1), (2,3) et (3,13). Dessiner les graphes de ces polyndmes.

Exercice 2 Résoudre en utilisant I’échelonnement les systemes suivants :

r +y
5r 44y 43z
6z +3y +2z

r +2y —2z
y +3z
z

r +y —z

+4t
—4t
—2¢
+2t

+z

=2 r +2y —2z
=2 —r +3y

= —4 -2y  +z
_ x 2y —2z 4t
_ o y +3z —4t
z +z =2t
- r  +y +4z —6t
- 3y +2¢

Exercice 3 Echelonner les matrices suivantes et dire si elles sont inversibles

calculer leurs inverses par échelonnement total :

3
2
-1
et encore...
1 2 =2
0 1 3
0 0
1 1 -1
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2 DETERMINANTS

a 0 O

Exercice 4 Soit A une matrice diagonale: A=| 0 b 0
0 0 ¢

i) Pour quelles valeurs de a, b et ¢ la matrice A est-elle inversible ?

ii) A quelle condition sur ses coefficients diagonaux une matrice diagonale (de taille arbitraire)

est-elle inversible ?

a b c
Exercice 5 Soit A une matrice triangulaire supérieure: A= 0 d e
00 f

i) Pour quelles valeurs de a, b, ¢, d, e et f la matrice A est-elle inversible ?

ii) A quelle condition une matrice triangulaire supérieure (de taille arbitraire) est-elle inver-

sible ?

iii) Si une matrice triangulaire supérieure est inversible, est-il vrai que son inverse est encore

triangulaire supérieure ?

iv) A quelle condition une matrice triangulaire inférieure est-elle inversible ?

Exercice 6 Trouver les décomposition LU des matrices du deuxiéme exercice.

2 Déterminants

Exercice 7
1. Lister les éléments de Sy.
2. Trouver leurs signatures.

3. Pour chaque élément o trouver un entier n non nul tel que o™ = Id.

Exercice 8 Décomposer en produit de cycles a support disjoints les permutations suivantes

1. (1234) o (34)

1 2 3 4
4 1 3 2
1 2 3 4
4 3 1 2

4. (12) 0 (13) o (14)

N

bt

Exercice 9 A une permutation o de .S,,, on associe la matrice M,, de terme général

1 i=o(j)

0 sinon

mij =

Déterminer det(M,).

Exercice 10 Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui calculer leur inverse.
2 3 1 1 0 2
5 8)°\1 1) \11)’
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2 DETERMINANTS

1 1 2 2
132,13 1], , :
1 0 1 11 3 0 1 3
00 11 1 11 1 0 1
0 A I R T OO I : 10 |,
10 11 1 1 3 0 1
1 1 23 1 000 2 50 0
0 -1 0 0 2 1 0 0 1300
2 5 4713210 001 2|
0 3 0 1 4 3 2 1 0025

Exercice 11 Pour quelles valeurs de & la matrice suivante est-elle inversible ?

11 1
1 2 k
1 4 K2

Exercice 12 Pour quelles valeurs des constantes a et b la matrice suivante est-elle inversible ?

0 1 a
-1 0 b
—a —-b 0

0 c a
— 0
—a —b 0
. . . a b
Exercice 14 Considérons ’ensemble des matrices de la forme A = ( > . Pour quelles
—a

valeurs de a et b a-t-on A1 = A?

Exercice 15 Si A est une matrice inversible et ¢ un scalaire non nul, est-ce que la matrice cA est

inversible ? Si oui, quelle relation y a-t-il entre A~ et (cA)~1?

Exercice 16 Calculer le déterminant de

2 210 0
4 4 0 0 7
6 6 2 3 13
§ 8 0 0 O
10 8 0 0 O

a b c
Exercice 17 * Calculer |¢ « b|. Montrer que c’est égal a P(1)P(j)P(j%) ou P(X) = a +

b ¢ a

bX + cX?.
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3 RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE
Exercice 18 Calculer les déterminants des matrices suivantes :

a ¢ ¢ b c a b c a x Yy =z
c a b ¢ a ¢ ¢ b b x y =z
c ba c|'|bcocoalle 2 v 2
b ¢ ¢ a c a c d = o 2

Exercice 19 Calculer le déterminant de la matrice tridiagonale suivante :

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0

0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

Exercice 20 Pour tout n > 1 entier et pour tous z1,..., 2, € K avec K = R ou C, notons M, la

matrice suivante :

1 21 e Z”lq’i]'

1 2zp - 207t
M, = .

1 =z, Zn1

i) Calculer, det(M), det(My) et det(Ms3).

ii) Soit X une indéterminée. Pour tout n > 1 entier notons P,,(X) le polyndme suivant :

1 21 o Z{L—l

1 oz - 2t
P, (X) :=det :

1 zpoq - ZTTLL:%

1 X X1

Remarquons que P, (z,) = det(M,).
Montrer que P(z;) = 0 pour 1 < i < n — 1. Quel est le degré de P, (X)? En déduire qu’il
existe une constante ¢, telle que P, (X) = ¢, H;:ll (X —2).

iii) En remarquant que c¢,, est le coefficient de X n—=1 dans 1’écriture de P, (X), déterminer c,.

iv) En déduire la valeur de det(M,,). A quelle condition det(M,,) = 0?

v) Soient aq,..., a,, € K et supposons que z1,..., 25, soient distincts deux a deux. Montrer qu’il
existe un unique polyndme Q(Z) € K[Z] de degré inférieur ou égal an — 1 tel que Q(z;) =
a;pourl <¢<n-—1.

3 Rappels d’algebre linéaire

Exercice 21 Soit E = R,[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré < n.

a) Soit Py, P, ..., P, des polynomes de E tels que deg P, = k (pour 0 < k£ < n). Montrer que
(Po, Py, ..., P,) est une base de E.
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3 RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE
b) Soit P un polynéme de degré n. Montrer que (P, P, ..., P(™)) est une base de F. Soita € R; dé-

terminer les composantes du polyndme @ défini par Q(X) = P(X +a) dans labase (P, P’, ..., P("™).

Exercice 22 On rappelle que I’ensemble des fonctions de R dans lui-méme est un espace vectoriel

pour les opérations usuelles. On considere les quatre fonctions définies sur R par les formules

fi(z) = e*cosw fa(x) = e"sinx

fa(x) =e T cosx f3(x) =e "sinz
a) Montrer qu’elles sont linéairement indépendantes. On note I 1’espace vectoriel des combinaisons
linéaires de ces quatre fonctions.

b) Montrer que si f € E alors f* € E. On note d 'application de F dans lui-méme qui a chaque

f associe f’. Vérifier que d est une application linéaire. Déterminer la matrice de d dans la base

(f1, f2, f3, fa) de E.

Exercice 23 Soient p, ¢ deux projecteurs. Montrer les équivalences :

Im(p) C Ker(q)
Im(q) C Ker(p).

p + g estun projecteur <= pog+qop=0+<=

Chercher alors le noyau et I’'image de p + q.

Exercice 24 On désigne par Z le sous-espace de F (R, R) des fonctions impaires, et par P celui
des fonctions paires. Montrer que F(R,R) = Z & P. Si f € F(R,R), donner la décomposition
explicite f = f; + fpavec f; € Tet f, € P.

1 2 3
Exercice 25 On considére lamatrice A= |2 4 1

a b c
1. Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que le systtme AX = 0 posseéde une
solution non nulle.
-2
2. Dans ce cas résoudre AX = 1

a—=cC

Exercice 26 On considere une application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

-5 2 -5
-12 6 -—13
2 1 -2
1. Montrer que les vecteurs | —1 |, | 0 | et | 1 | formentune base de R3.
-2 -1 3

2. Trouver la matrice de I’application dans cette nouvelle base.
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4 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES
4 Réduction des endomorphismes

Exercice 27 On considere les deux matrices suivantes,

1 00 01 0
A=|11 1 0|,B=1]¢ 0 0
-1 0 1 0 0 -1

On considere les trois polyndmes
P(X)=X%243X -2,Q(X)=X%-2X R(X)=X*"+X%+i.

Calculer
P(A),Q(A), R(A), P(B),Q(B), R(B),

(P +Q)(B), P(B) + Q(B), P(A+ B), P(A) + P(B),
P(AB), P(BA), P(A)P(B), (PQ)(A), (QP)(A), P(A)Q(A), Q(A) P(A).

Exercice 28 Soit E un K-espace vectoriel, f € L(F) et P € K[X]. Montrer que :
a) si V est un sous-espace stable par f, alors V' est un sous-espace stable par P(f),

b) ker P(f) et ImP(f) sont stables par f.

Exercice 29 Soit u 1’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

A@ ;).

a) Calculer son polyndme caractéristique x 4 (X), puis calculer x 4 (A).

b) En déduire que A est inversible, calculer son inverse.

Exercice 30 On considére I’espace R3[X] des polyndmes réels de degré au plus 3. Soit ¢ I’endo-
morphisme de R3[X] donné par

6(P) = XP"(X).
a) Calculer Q(¢) ou Q est le polyndme Q(X) = X2 — 1.

b) Calculer le noyau et I’image de ¢.

Exercice 31 Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E qui commutent (u o v =

v o u). Montrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.

Exercice 32 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie tel que
fr=r+r
1. Montrer que ker(f3 — f —Id) @ ker f = E.

2. [a)]
Montrer que Im f C ker(f? — f — Id).
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(b) En déduue que IInJ keI ) 3 } Id N

Exercice 33 On considére les matrices suivantes

3 21 1 2 2 1 2 1
A= 2 2 2 B = 1 2 -1 C = 01 2
1 2 3 -1 1 4 0 0 1
Ces matrices sont-elles diagonalisables ? Si oui, les réduire.
t 1 -1
. , , 1t .
Exercice 34 On considere la matrice A, = de M, (C).
1 ... 1 ¢

a) Sans calculer le polyndme caractéristique de A;, montrer que (¢ — 1) est valeur propre.
b) Déterminer le sous-espace propre associé.

¢) Que dire de la multiplicité de la valeur propre (t — 1) ?

d) En déduire le spectre de A;.

e) A, est-elle diagonalisable ?

Exercice 35 Soita,b € C. On consideére les matrices :

et A=

e e i
e
_ = =
e e
> o o 2
SO - R~
SR SEES
SIS S =

1. Pour cette question uniquement, on suppose que a, b € R. Montrer que A est diagonalisable.
Exprimer A en fonction de a, b, U et 4.

En déduire une expression de A2 en fonction de a, b, U et I .

En déduire que le polyndme @ = X2 — 2(a + b)X + (a — b)(a + 3b) annule A.

Montrer que A est diagonalisable.

AN

Déterminer une matrice D € M,(C) diagonale et une matrice P € G'L4(C) telles que :

A=PDP L.

Exercice 36 Pour quelles valeurs des parametres a, b, ¢ € C la matrice

1 a 1 O

1 b 2
M:O

0 0 2 ¢

0 0 0 2

est-elle diagonalisable ?
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4 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Exercice 37 Soit M = € My(C).

o = O O
o O = O

-1 0
1 - Calculer M2. En déduire un polyndme annulateur de M. M est-elle diagonalisable ?

2 - Diagonaliser M.

Exercice 38 Soit A = (a;5) € M, (R) telle que :
— a;; > 0pourtoutl <¢,5 <n
— Zaij = 1pourtoutl < < n.
j=1

1 - Montrer que 1 est valeur propre de A.

2 - Montrer que si A est valeur propre de A, alors |A\| < 1.

Exercice 39 Soit f I’endomorphisme de C?® dont la matrice dans la base canonique est

204+2 2144 —i-2
A= 0 1 0
2i+4 448 —i—4
1 - Déterminer le polyndme caractéristique, les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

2 - Montrer qu’il existe deux endomorphismes g, h de C3 tels que pour tout n € N, f™ = g+(—2)"h.

Quelles sont les matrices de g et h dans la base canonique ?

Exercice 40 [Partiel] On considére I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique

est
0 0 0O
3 1 0 0
A =
2 1 1 1
0 0 0 1

— Calculer det(A). Que peut-on en déduire sur le spectre de A?
— Soit P le polyndme P = X (X — 1)2. Calculer P(A). En déduire 1’égalité

R* = KerA @ Ker(A — Id)?.

— En déduire le spectre de A.
— Calculer la dimension et une base des espaces propres de A.

— Bonus : Calculer A™.

A 2A

A 24
polyndme caractéristique de M en fonction de celui de A.

Exercice 41 Soit A € M, (C), et M = < > € Mo, (C). On veut déterminer le

1 -Soit B = . Diagonaliser B.

0 0
0 34

2 - Montrer que M est semblable a la matrice N = [
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4 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES
3 - Calculer x s en fonction de x 4.
Exercice 42 On note u I’endomorphisme de R,,[X] défini par u(P) = X" P(1/X).
a)Déterminer u?, en déduire que u est diagonalisable.

b) Déterminer une base de vecteurs propres de u.

Exercice 43 Soit M € M3(R), telle que M # Id et M? = Id.
a) Quelles sont les valeurs propres complexes de M ?

b) Montrer que M est semblable a la matrice

1 0 0
0 —1/2 —3/2
0 V3/2 —1/2

Exercice 44 Déterminer toutes les matrices M € Moz (C) qui vérifient M2 — 3M + 215 = 0.

Exercice 45 Soient A € M,,(K) telle que tr(A) # 0 et
i Mu(K) = Mp(K),M — tr(A)M — tr(M)A.

1. Montrer que f est un endomorphisme de M., (K).

2. Montrer que 7 = {M € M, (K) : tr(M) = 0} et Vect(A) sont des sous-espaces propres
de f.

3. En déduire que f est diagonalisable et donner la matrice de f dans une base formée de

vecteurs propres.
Exercice 46 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit f € L£(E). On suppose
qu’il existe & € N tel que f* = 0.
1 - Déterminer le spectre de f. En déduire que si f = 0, alors f n’est pas diagonalisable.
2 - On suppose f # 0. Soit 7 € N, > 1, tel que f" = 0et f7~ # 0.
a) Montrer qu’il existe z € E tel que "~ !(z) # 0.

b) Montrer que la famille (x, f(z),..., f71(x)) est libre.

¢) Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par (z, f(z),..., f ~!(z)). Montrer que F est
stable par f.
d) Soit u I’endomorphisme induit par f sur F. Donner la matrice de u dans la base (z, f(z),..., f7~(x)).

Exercice 47 On considere les matrices suivantes :

1 0 0 -1 1 0 0 -1 0 -1
-1 -1 1 -1 -1 1
A 0 B_ 0 - 0 0
-2 0 0 2 -1 -1 1 3
0 -1 0 O -1 0 -1 -1 -1 0 -1 -1

En effectuant le moins de calculs possible :
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4 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES
1. Montrer que
{0} C ker A C ker A? C ker A® = R*
et déterminer les dimensions respectives de ker A et ker A2.
Déterminer un vecteur e tel que R* = ker A2 @ Vect(eq).
Montrer que (e1, Aej, A%e1) est une famille libre.

Montrer que Ae; € ker A2, et que ker A% = ker A ® Vect(Aey).

A

Montrer que A%e; € ker A et déterminer un vecteur e, tel que ker A = Vect(A%e;) @
Vect(ez).

6. Montrer que (e, Ae, A%eq, e2) est une base de R*.

7. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (A2%e;, Aey, e, es). Calculer
P l'AP.

Adapter ce travail a ’étude de B et C.

Exercice 48 [Examen] On considere I’ensemble .4 des matrices inversibles M de M,,(R) qui

vérifient :
1
M~ = —Z(MQ — M —4IL,).
1. Déterminer un polynéme P € R[X] de degré 3 tel que toute matrice M € A vérifie P(M) =
0.

2. Montrer que A = {M € M,(R) : P(M) = 0}.
3. Montrer que si M € A, alors Sp(M) C {1,2, -2} (o Sp(M) désigne le spectre de M).

4. Montrer que toute matrice M € A est diagonalisable.

Exercice 49 Trouver la décomposition de Dunford de la matrice

8§ -1 =5
-2 3 1
4 -1 -1

Exercice 50 [Partiel] On considere I’application linéaire f donnée par

M - 'M

1. Calculer f? et en déduire que f est diagonalisable et trouver ses valeurs propres.

2. Montrer qu’une base de M5 (R) est donnée par les quatre matrices

1 0 0 1 0 0 0 0
0 0o/°\o o/'\1 0/ \0 1)
3. Ecrire la matrice de I’application linéaire dans cette base.

Exercice 51 [Partiel] On considére la matrice
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5 RAPPEL SUR LES INTEGRALES
1. Montrer sans faire de calcul que B n’est pas diagonalisable.

2. Calculer la décomposition de Dunford de B.

3. En déduire la valeur de B™ pour tout entier n.
. . s . 1 2 . L s
Exercice 52 [Partiel] On considere la matrice A = 5 3/ Soit f I’application définie par

M — f(M)=AM
1. Montrer qu’une base de M>(R) est donnée par les quatre matrices suivantes :
1 0 0 0 0 1 0 0
0 0/’\1 0/"\o o/ \o 1

2. Ecrire la matrice de f dans cette base.

3. L’application f est elle diagonalisable ?

Deuxieme partie

Analyse

5 Rappel sur les intégrales

Exercice 53 Calculer les intégrales suivantes

1 1 21 1
/ (> + 2t — cost)dt,/ (t3 +t5)dt,/ (sint + et)dt,/ In tdt
0 0 0

—1
27 3 2 e

/ tsintdt,/ xerdm,/ x2emdx,/ t2 Intdt
0 0 —1 1

Exercice 54 Soit I,, = fol (1 —t2)"dt.
1. Etablir une relation de récurrence entre I,, et Loy

2. Calculer I,,.

Exercice 55 Calculer les primitives suivantes par intégration par parties.
1. [2*Inzdx
2. [zarctanz dx
3. [Inzdx puis [(Inz)?dx
4

. [coszexpuxdx

Exercice 56 Calculer les intégrales suivantes en décomposant la fraction rationnelle en éléments

/ J:2di 1 / xzdf 4 / (1+ x;i(iﬂ +1) / (1 +(j14;21))(d;— 1)

Exercice 57 Calculer les primitives suivantes par changement de variables.

simples
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6 INTEGRALES GENERALISEES
1. [(cosz)'?sinzdx

1 ;3
2. e
dz

3 34e—®

1 ede
4f\/£
5.

dt

fl \/+2f

6 Intégrales généralisées

Exercice 58 Etudier I’existence des intégrales suivantes
f+oc( +2— Va2 +4x + 1)dx

+00 Ingx
fo 7 rerd

+oo
fo T lnzcdx

—_—

el

foﬂm(tan x)*dx, avec a € R.

Exercice 59 Etudier I’existence des intégrales suivantes

L. f0+oo SINZ 72 suivant les valeurs de a > 0.
2. f z:vz

Exercice 60 Déterminer pour quelles valeurs du couple («, 3) de réels, les intégrales suivantes

sont convergentes.
400 d +o00 In(1 « 400 a _ o
/ x ’/ n( +x)dx,/ (T+t)*—t it
o (1 +28)" zh 0 th

Exercice 61 Existence et calcul de

+oo 1
L Jo " wde

—+o0
fo (1+;2)2d$

f’JFOC x arctan x dx
0 (14+22)2

foﬂ/z Vtan zdz

S

Exercice 62 Existence et calcul de

fo V( 1+am) dx

2. f (1+eI)(1+€ w)d

3. fO 5 cosh :c+3 sinh x+4d$

Exercice 63 Trouver un équivalent simple en +oo de e®” f;oo et dt.

Exercice 64 Etudier I'integrabilité de la fonction f définie sur |1, +-oo] par f(z) = -

Exercice 65 Calculer la limite en +00 de —L— [Tho, k*
(v ke

Exercice 66 Etablir la convergence des intégrales

+oo o
L (**)/ sin x e
0 X
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7 SERIES NUMERIQUES

dx

+0oo 3
5 (**)/ sinx
0 x®
rfoo )
3. (**)/ e dx
0

“+ o0
4. (**)/ 23 sin(2®) da
0

+oo
5. (**)/ cos(e”) dx
0

Exercice 67 [Partiel] Calculer les intégrales suivantes

V3
| /2 dzx
“Joo V221
Tot41
/#dtavecx>1.
1 24t +1
1
3. / 22 sin zdz.
0

7 Séries numériques

Exercice 68 Pour chaque série donnée par son terme général, étudier la convergence.

U = 1 v = 1 W = n+1
n — 2n2+1 n — 2n4.3n n — n3+2n+1
n241 b — cos?(n) sin(1) _ cos®(n)
n n+1 Cn = vn

On = Innvnd+1

Exercice 69 Pour chaque série, étudier la convergence et calculer la somme

1 dn+2 n?
nzz:zn(n—l) nzzgn(nQ—l) n%; (n—1)!
Exercice 70 Montrer que les séries suivantes divergent
—1)"

. n o, (
Zsm(n),Z(n+1) D I

Nature des séries via un critére :

Exercice 71
( n+1 (s )n2 n'n"
2n+3 2n+1 (Inn)™
n! (Inn)" (3n)!
nm" n! (n!)3

Exercice 72 Nature des séries
TV 1—cos(l1—1)

sin(mvn? 4+1)  ens

n+3 )n Inn

e—(1+ )" (5T

Exercice 73 Donner un exemple de suite telle que > u,, converge et >_ u2 diverge
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7 SERIES NUMERIQUES
Supposons maintenant que les deux séries convergent, en déduire la convergence pour tout k¥ € N

de >-uk.

Exercice 74 Montrer que les séries suivantes sont convergentes mais non absolument convergentes

_sinn_ cosn (=1)"cosn
Vn2+n Inn vn
(=" sinn

Vvn+(=1)" Vn+cosn

X 1\yn—1
Exercice 75 Soit S = ZL

7 Donner une valeur approchée de S en garantissant une erreur
n

n=1
inférieure ou égale a 1073,

Exercice 76 Les séries suivantes convergent : Vrai ou faux et pourquoi ?
1 Z n2+1
. In nvnb4+2n+3
2 E n2+1
: (Inn)2+v/nb+2n+3
3 E n2+1
: (Inn)2v/n5+2n+1
Exercice 77 Les séries suivantes convergent mais ne sont pas absolument convergentes : Vrai ou
faux et pourquoi ?
2
1. Z cos®(n)

n3/2

2. E co%ﬂ)

3
3. Z cos (7;)3(n+1)

dt

1
Exercice 78 [Partiel] On considere la suite définie par u,, = / T n >
0

1. Montrer que I’intégrale est bien définie.
"In(1+t")dt  In2
n n

2. Montrer que u,, — 1 = /
0

3. Montrer que la suite (uy, )nen converge vers 1.
4. En déduire un équivalent de u,, — 1.

5. Que dire de la série de terme général u,, — 17

Exercice 79 Soit n un entier supérieur a 3.
1. Montrer que I’équation 2" — nz + 1 = 0 possede une unique solution dans R . On la note
U,
2. Montrer que la suite (uy,),cn converge.

3. Montrer que la série de terme général u,, diverge.

Exercice 80 On considére une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.
1. Calculer I’espérance de la variable aléatoire.

2. Calculer sa variance.

Exercice 81 Meéme exercice avec la loi de Bernoulli de parametres n, p.

Exercice 82 On considere le jeu suivant : On lance une piece équilibrée jusqu’a 1’apparition
du premier pile. S’il apparait aun-eme lancer, on gagne 2". Quel doit étre I’enjeu demandé par la

banque pour ne pas étre perdante. On calculera une espérance d’une variable aléatoire.
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8 RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS
Exercice 83 On considere deux variables aléatoires discretes positives indépendantes ayant un

moment d’ordre un.
1. Calculer I’espérance de la variable aléatoire produit.

2. En déduire sa variance.

Troisiéme partie

Espaces euclidiens

8 Rappels sur les espaces euclidiens

Exercice 84 On considere I’application ¢ définie dans M., (R)? par ¢(A, B) = tr(*AB)
a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
b) Quelle est la norme associée ?

c¢) Ecrire I’inégalité triangulaire.

Exercice 85 Soit E = R[X]. On définit I’application (-,-) : E x £ — R par:

(P,Q) = / 1 P(t)Q(t)t*dt pour P,Q € E.

—1

a) Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur £. On notera || - || la norme associée.

b) Soit ' = R;[X] le sous-espace de E formé des polyndmes de degré inférieur ou égal a 1.
Appliquer le procédé de Schmidt a la base (1, X') de F' pour obtenir une base orthonormée (ug, u1)
de F.

Soit m : £ — E la projection orthogonale sur F'. Déterminer oy, o1 € R tels que

7(X?) = aguo + aqu;.

¢) En déduire la valeur de ||7(X?2)]2.

d) Calculer

1
inf / (t? — at — b)*t%dt.
(a,b)eR? J_4

Exercice 86 Soit R® muni de sa structure euclidienne, a un vecteur et o, 3,y trois réels. Résoudre
alz,z) + B(x,a) +v = 0.

Exercice 87 Soit A une matrice symétrique réelle
1. Monter que A + iId est inversible.

2. Supposons qu’il existe un entier p tel que A? = 0, que dire de A?
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9 ISOMETRIES
3. Supposons que pour tout z € R™ on ait < AX, X >= 0, que dire de A?

Exercice 88 Soit F un espace vectoriel euclidien, a € F et A réel. On définit un endomorphisme

f par
flz)=z+A<z,0a>a

Montrer que f est symétrique, déterminer les espace propres et les valeurs propres.

9 Isométries

Exercice 89 L’espace R* est muni de sa structure euclidienne canonique. On note u 1’endomor-

phisme de R* représenté dans la base canonique par la matrice

-1 -4 4 —4

—4 2 -2

A=l
T4 2 5 2
-4 -2 2 5

1 - Justifier I’existence d’une base orthonormale par rapport a laquelle u est représenté par une

matrice diagonale.

2 - Déterminer une base orthonormale par rapport a laquelle u est représenté par une matrice diago-

nale.

Exercice 90 [Partiel] On considere R® muni du produit scalaire usuel. Soit P le plan d’équation
r+y+2=0.
1. Trouver une base orthonormée de P.

2. Soit 7 : R* — R? la projection orthogonale sur P. Trouver I’expression de 7(X) ot X un

vecteur quelconque de R3.
3. Calculer la matrice M de 7 exprimée dans la base canonique de R3.

4. La matrice M est elle diagonalisable ?

Exercice 91 Reconnaitre les endomorphismes du plan euclidien donnés par leurs matrices dans

une base orthonormée :

3 4
4 -3

1 2
2. L

Exercice 92 Soit r une rotation et s une symétrie orthogonale du plan euclidien. Montrer que pour

1.

(S

tout ¢ il existe une unique symétrie s; telle que

=808, = 8§308.

Est il possible que s; = s2?
Exercice 93 Soit u un endomorphisme orthogonal de E et F' un sous-espace vectoriel de F.
Montrer que

[w(F)]* = u(F*)
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27

Exercice 94 On considére dans le plan euclidien la rotation r d’angle <*, et s une symétrie

orthogonale.
1. Décrire ’ensemble {r",n € Z}
2. Quevautros?

3. Quevautsor?

Exercice 95 Expressions analytiques

Reconnaitre les endomorphismes de R? définis par les expressions analytiques dans la base cano-
nique :

3/ =2x+2y+ 2

1) {3y =—-22x+y+22

32 =x—-2y+22

92’ =8x +y — 4z
2) 9y = —da+4y — Tz
92 =+ 8y + 4z

3 = —2x+42y— 2z
{3y =22 +y— 22
32 = —x -2y —2z

4o’ = =22 — yv/6 + 21/6
{4y =26 +y+32
42 = -6+ 3y + 2

152’ = bx — 10z
5) { 15y’ = —8x + 5y + 62

152" = 6x — 10y + 8z

Exercice 96 Expression analytique Déterminer la matrice de la rotation R de R? dans une base

orthonormée (i, j, k) telle que R(u) = u avec u = (%, \’/—%, %) et R(i) = k. Donner son angle de
rotation.

6 3
Exercice 97 Compléter la matrice A = % —2 6 .| enune matrice orthogonale positive.

3

Reconnaitre 1’application de matrice A dans la base canonique de R3.

10 Coniques

Exercice 98 Reconnaitre les coniques suivantes.
La?2-2y2+x=1
2. 22+ +y=2
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10 CONIQUES
3.xy=3

4 P’ +x+1+y=0

Exercice 99 Tracer les coniques suivantes
La22+y’+z2+y=0
2. 22 —y2 =2
yt=z+1+y

Exercice 100 Soit D une droite du plan, F' un point en dehors et e > 0 un réel. On considére
I’ensemble des points M tels que % = e ou H est la projection orthogonale de M sur la droite.
1. Si e = 1, montrer que c’est une parabole.
2. Sie < 1, montrer que c’est une ellipse.
3. Sie > 1, montrer que c’est une hyperbole.

2

Exercice 101 On considére une ellipse d’équation 2 + g—z = 1 et de foyers F, F’. Soient les
deux nombres r = MF,r" = MF’ et

FM)=(r+7"+2a)(r +r" —2a)(r — 7" +2a)(r — ' — 2a)

1. Montrer que r — 1’ — 2a ne peut étre nul.
2. En déduire que f(M) = 0 si et seulement si r + ' = 2a.
3. Calculer f(M).

4. En déduire qu'un point est sur I’ellipse si et seulement si M F' + M F’ = 2a.
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