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|[Exercice n°1]

On considére la série de fonctions de terme général f,,(x) = , n>=1.

1 1
1) Soit n > 1. Vo € R, [fu ()] < —. Comme Z — converge (série de Riemann avec 3 > 1), on en
n n

déduit que Z fn converge normalement (et donc simplement) sur R.

2) Vn > 1, f, est continue sur R et de plus Z fn converge uniformément (car normalement) sur R
“+o0o
donc (théoreme de continuité des séries de fonctions) f = Z fn est continue sur R.

n=1

3) Vn > 1, f, est continue sur le segment [0, 7] et de plus Z fn converge uniformément (car normale-

m +oo

+0o g
ment) sur [0, 7] donc (théoréme d’intégration des séries de fonctions) / Z fo(z)dz = Z / fn(z)dz.
0 n=1 n=1"0

+o0

s +00
_ 1—-(=1)"
cos(mc)] # Comme 1 — (—1)" = 0 si n est pair

™
On a donc / f(x)dx = Z 1 = Z 7l
0 n=1 0 n=1
(n=2p)et1—(—1)" =2sin est impair (n =2p — 1), on en déduit finalement

T 100 1
/0 f(z)dz = ZI)Z:I 7(217 — )i

n n

cos(nx
4) e ¥n > 1, f, est de classe C' sur Ret on a f, : x — # On a donc Vz € R, |f](z)] <
n
1 c 1 irie de TRi dedui )
- Comme Zﬁ converge (série de Riemann avec 2 > 1), on en déduit que » f} converge

normalement sur R. Par suite,
! . ,
. E fr, converge uniformément sur R,

. Z fn converge simplement en au moins un point de R (c’est clair d’apres 1)),

+o00
donc (théoreme de dérivation des séries de fonctions) f = Z fn est dérivable (et méme de classe
n=1
+o0o ! +oo +oo
Cl)sur Ret on a ( fn> =Y fl cest a direVz € R, f'(z) = M.
T 400 jus T 400 +oo L
5) On a /2 > 7008(;1%)@: = /2 f(z)dz = f(z) — f(0) soit /2 > 7003(;13:)@: = > 78111(7;2).
0 =1 n 0 2 0 p=1 n n=1 n

Comme sin(ﬁg) =0sin=2petsin(ng)=(-1)sin=2p+1, on a bien finalement

5 Xcos(nz) , X (—1)P
/0 nz::l =2 (2p +1)3

p=0



|[Exercice n°2|

—nx

e
Pour tout réel positif =, on définit f,(x) = (—1)" T " > 0.
n
1) Soit z > 0. La séri rique Y (—1)" t alternée et —-1)" < = 0.
) Soit x a série numérique » (—1) 1 ot alternée et on a (-1) 1l S h +

—nx
1) est décroissante (car pour tout n € N e~ (D2 L o=n% gt
eN

e
Comme d’autre part la suite (
n+

1 1 67(n+1)x e T
< donc < le criteére spécial a certaines séries alternées (cas particulier
n+2 n+1 n—+2 \n+1)’ P (cas p

du théoreme de Abel) permet de conclure que Z(—l)" c
n

—nx

+1
La série de fonctions Z fn converge donc simplement sur R .

converge.

—na na

e e _ .
. Or n? nSee M —s=z=> 0 (croissances compa-
n—+1 n—+1

2) Soit a > 0. Vz € [a, +oo[, |fn(z)] <

—na
1 converge. Par

e
rées des fonctions puissances et exponentielles) donc (critére de Riemann) Z n
n

suite, E fn converge normalement sur [a, +00].

1 1
3) On a 0)] = —— et —— diverge donc ne converge pas absolument en 0. La
convergence normale entrainant la convergence absolue, 0 ne saurait donc étre dans un intervalle

ou la convergence est normale : la convergence n’est pas normale sur [0, +o0].

4) Le critére spécial appliqué a la premiere question affirme aussi que pour tout n de N, la valeur

absolue du reste d’ordre n est majorée par la valeur absolue de son premier terme. Cela donne ici,

e " 1
< - < 4 ; Sup _ -
Vo € Ry, |Ry(z)] < 1 S n En conséquence, ngrfoo oty |R,| = 0 et la série converge

uniformément sur [0, +o0].



