Autour des représentations linéaires

des groupes finis classiques

Olivier Dudas

Laboratoire de Mathématiques de Besangon

Journées des Ecoles Doctorales
de Besang¢on et Dijon

15 mai 2009
Olivier Dudas (LMB)

Représentations des groupes classiques

DA
JED - 15 mai 2009

1/8



FC Les groupes finis classiques
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Définition

Un groupe fini G est simple s'il n’a pas de sous-groupe propre distingué. J

Si H C G est un sous-groupe distingué, alors I'étude de G se rameéne a
celle de H et G/H.
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Définition

Un groupe fini G est simple s'il n’a pas de sous-groupe propre distingué. }

Si H C G est un sous-groupe distingué, alors I'étude de G se rameéne a
celle de H et G/H.

Classification des groupes finis simples
» Les groupes cycliques d'ordre premier Z/pZ ;
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Définition

Un groupe fini G est simple s'il n'a pas de sous-groupe propre distingué. J

Si H C G est un sous-groupe distingué, alors I'étude de G se rameéne a
celle de H et G/H.
Classification des groupes finis simples

» Les groupes cycliques d'ordre premier Z/pZ ;

» Les groupes alternés 2, pour n > 5 ;
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Définition J

Un groupe fini G est simple s'il n'a pas de sous-groupe propre distingué.

Si H C G est un sous-groupe distingué, alors I'étude de G se rameéne a
celle de H et G/H.
Classification des groupes finis simples

» Les groupes cycliques d'ordre premier Z/pZ ;

» Les groupes alternés 2, pour n > 5 ;

» Les groupes finis de type de Lie : PSL,(q), PSO,(q)...

» 26 groupes dits sporadiques.
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Définition

Un groupe fini G est simple s'il n'a pas de sous-groupe propre distingué. J

Si H C G est un sous-groupe distingué, alors I'étude de G se rameéne a
celle de H et G/H.

Classification des groupes finis simples

» Les groupes finis de type de Lie : PSL,(q), PSO,(q)...

+ des versions "presque” simples : GLn(q), SLn(q), On(q) ...
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Définition
Une représentation linéaire du groupe fini G sur un corps k est un
k-espace vectoriel (de dimension finie) muni d'une action linéaire de G.

Deux directions :

» étude du groupe lui-méme (ex : théoréme de Feit-Thompson);

» étude des symétries d'un probléme linéaire (ex

: calcul d'un champ
électromagnétique).
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Définition

Une représentation linéaire du groupe fini G sur un corps k est un
k-espace vectoriel (de dimension finie) muni d'une action linéaire de G.

Deux directions :

» étude du groupe lui-méme (ex : théoréme de Feit-Thompson);

» étude des symétries d'un probléme linéaire (ex : calcul d'un champ
électromagnétique).

Question

Comment produire des représentations ? J
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Exemple : le cas de SLy(q)
e | W .

Soit p un nombre premier, g = p".

SLka(q) = {(i Z) € Maty(Fy) ‘ ad — bc = 1}.
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Exemple : le cas de SLy(q)
A I 0T e R
Soit p un nombre premier, g = p”

SLa(q) = {(i 5

) € Maty(Fy) ‘ ad — bc = 1}.
Il agit sur la courbe de Drinfeld

Y = {(x,y) €Fp xFp | xy9 — yx9 =1}
par changement de coordonnées.
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Entrée
Courbe Y munie N

d'une action de

SL2(q)
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SALIREN | WSl . il .

Entrée Eortle "
. t

Courbe Y munie — NN HSiFEaYC)eSmVuer?isorle s

d'une action de G .

SLo(q) d'une action

linéaire de SLy(q)
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UEC Exemple : le cas de SLy(q)
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Sortie

Espaces vectoriels
HL(Y) munis
d'une action
SLa(q) linéaire de SLy(q)

Entrée

Courbe Y munie N —_
d'une action de

Les espaces vectoriels HQ(Y) sont appelés groupes de cohomologie a
support compact de Y. Dans ce cas précis, ils sont nuls pour i £ 1,2.
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EC Exemple : le cas de SLy(q)

OCILLAE e . il o
, Sortie
Entrée < o
. spaces vectoriels
Courbe Y munie — — P

HQ(Y) munis
d’une action
SLa(q) linéaire de SLy(q)

o

d'une action de

Les espaces vectoriels HQ(Y) sont appelés groupes de cohomologie a
support compact de Y. Dans ce cas précis, ils sont nuls pour i £ 1,2.

Comment les calculer et les décomposer ?

Probléme J
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Exemple : le cas de SLy(q)
Y T
Rappel :

T .

hA
Y = {(x,y) €Fp xFp | xy? —yx? =1}
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EC Exemple : le cas de SLy(q)
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Y = {(X,y)EFpXFp‘qu—qu:].}

Un autre groupe agit sur cette courbe, le groupe des racines (g + 1)-éme
de l'unité. Soit ¢ un générateur de ce groupe ; on a

C-(x,y) = (€, Cy).

De plus cette action commute a celle de SLy(q).

A
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EC Exemple : le cas de SLy(q)

UNIVERSITE g UNIVERSITE MR = i {
DE FRANCHE-COMTE [N L FRANCHE . rAtire -y af
Rappel

Y = {(X,y)EFpXFP‘qu—qu:].}

Un autre groupe agit sur cette courbe, le groupe des racines (g + 1)-éme
de l'unité. Soit ¢ un générateur de ce groupe ; on a

C' (X7y) = (CXaC}/)
De plus cette action commute a celle de SLy(q).

Conséquence

Les espaces propres HL(Y)) = Ker(¢ — Ald) de I'application linéaire induite
par ¢ sur les HL(Y) sont des représentations de SLy(q) et

H(Y) = @D  H(Yh

AEZ/(q+1)Z

v
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Exemple : le cas de SLy(q)
o el U W .

En travaillant un peu plus, on peut montrer que :
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Exemple : le cas de SLy(q)
ptaisnton N 0 2T e (R o N
En travaillant un peu plus, on peut montrer que :
trivialement ;

» H2(Y) est un espace vectoriel de dimension 1 sur lequel SLy(q) agit
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Exemple : le cas de SLy(q)

UNIVERSITE UNVERSTE E =<7 § = .
DE FRANCHE-COMTE | RO k \ ‘

FRANCHE. rruiee

b =it A

En travaillant un peu plus, on peut montrer que :

» H2(Y) est un espace vectoriel de dimension 1 sur lequel SLy(q) agit
trivialement ;

» si 2\ # 0 alors la représentation HL(Y), est irréductible ;
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EC Exemple : le cas de SLy(q)
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En travaillant un peu plus, on peut montrer que :
» H2(Y) est un espace vectoriel de dimension 1 sur lequel SLy(q) agit
trivialement ;

» si 2\ # 0 alors la représentation HL(Y), est irréductible ;

si A # £ alors les représentations HL(Y)y et HL(Y), sont non
isomorphes.
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En travaillant un peu plus, on peut montrer que :

t

-FC Exemple : le cas de SL,(q)

-

» H2(Y) est un espace vectoriel de dimension 1 sur lequel SLy(q) agit

trivialement ;

» si 2\ # 0 alors la représentation HL(Y), est irréductible ;
> si \ # £y alors les représentations H(Y), et HL(Y), sont non

isomorphes.

On obtient ainsi plus de la moitié des représentations irréductibles du

groupe SLy(q).
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Exemple : le cas de SL,(q)
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Sur quel corps a-t-on considéré les espaces vectoriels ?
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Exemple : le cas de SLy(q)

=

TR .
Sur quel corps a-t-on considéré les espaces vectoriels ? Sur Qg !
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EC Exemple : le cas de SLy(q)
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L =5 A
Sur quel corps a-t-on considéré les espaces vectoriels 7 Sur Qp !

Avantage de la cohomologie : on peut considérer plusieurs anneaux de

coefficients, et passer théoriquement de I'un a I'autre :

7 —TLJ{Z.

or «F = = T 9ac
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Sur quel corps a-t-on considéré les espaces vectoriels 7 Sur Qp !

Avantage de la cohomologie : on peut considérer plusieurs anneaux de

coefficients, et passer théoriquement de I'un a I'autre :

Qe

7, — LJ{Z.

or «F = = T 9ac
JED-15mai 2009 8/8

Olivier Dudas (LMB) Représentations des groupes classiques
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Sur quel corps a-t-on considéré les espaces vectoriels 7 Sur Qp !

Avantage de la cohomologie : on peut considérer plusieurs anneaux de

coefficients, et passer théoriquement de I'un a I'autre :

K

I

Qe N——k

NS

7y — LJ{Z.

or «F = = T 9ac
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EC Exemple : le cas de SLy(q)
yeiversirt R e R .
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Sur quel corps a-t-on considéré les espaces vectoriels 7 Sur Qp !

Avantage de la cohomologie : on peut considérer plusieurs anneaux de

coefficients, et passer théoriquement de I'un a I'autre :

N
N

7y — LJ{Z.

— Représentations modulaires, blocs, modules projectifs...
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