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réductifsfinis
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sur il suffit de connaitre les représentations irréductibles

ou leur caractère
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sur 1k de caractéristique 0

information homologique Ext entre représentations

Lastratégie si H E G sont des groupesfinis

représentations À représentations

de H de G
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ou P cyclique
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Réduction aux groupes finissimples mais cas G de typedelie

estdifficile

3

Mckay numérige
t

d
McKay Pabétien YOÏ homologgePabélien

le cas géométrique des groupes réductifsfinispourrait
donner un candidatpour

Dans ce cours

ExempledeS4 a Casgénéral approchemoderne

Calais pierres on pipeaute



I Induction restriction parabolique

pas encoredegéométrie
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Induction des représentations

Représentations de T T easy
irréductibles de dem I
donnéespar une racine de 9 1 9 1 sur un générateur

on notera 0 T E caractère multiplicatif

Vo E avecaction de T donnéepar
t v Oct v

Ind Vo est une représentation de G
de caractère Ind O

dimension II diriVo 919 1 919 1 port

taille si X n X MrX
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Xi tied

L Info Indfoy C O ResfIndfobo
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Induction parabolique

On regarde plutôt Vo comme représentation de B f1
Vo à b agitpar b v Ô b u

et ô Ii 01

autrement dit V0 estobtenuparinflation lelong
de B T

de sorteque U 9 y agisse trivialement

On pose RICO Indi à

dimension démo 9 1

taille LRE O RYO I ou 2 grâce à

Lemme O O T ex

RECO RICO Sg 0,05 40,03

preuve CRF O RICO a

Ô ResJIndj à B
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Mackey

BIG B a deux étts classe de Id BMB B

classe des j BNB T

RICO RÉGIS Ô Ô CO so

0,0 Co so
et SO O A

On fait le compte

si 0 0 alors RP O irréductible
si 0 8 alors RÉ O X X X ined X X2
et RT O RICO sont disjoints si O 95

d'à AI inéd delaforme RECO O à

RECIT Ig star
dedring

RÉ O X X avec O I O so 021
dieux chink
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rep irréductible

la moitié

série principale

Autres représentations Rfi O
on a pas t B

vs constructiongéométrique à venir

I 1 Crashcourse sur lesgroupes réductifs finis

Groupe algébrique G

groupe abstrait

variétéalgébrique

compatibilitéentreles deux structures
la multiplicationet l'inverse sontdesopérationsalgébriques

Tous lesgroupesalgébriques rencontrés ici seront
linéaires ie G LE Gh F pour un certain n

définis sur uncorps algébriquementdes É
engénéral IF IF



Toes un tore est connexe et constituéd'élts
simultanément diagonalisables

Tore dedim 1 T Gm F 1
Toregénéral T Gm pour no

G groupealgébrique fixé T E G tore maximal

s'il est maximal pour l'inclusion

Ex T i Gin

mi
T EF Sh E

Prop si G connexe tous les tires mon de G
sont conjugués sous G

Sous groupesde Borel

G résoluble si G G G G G G G

se termine par legroupe trivial



lie Kolchin G résoluble connexe

G à Gin E

par un certain n Tsoluble

B j est le prototype d'ungp
résoluble

connexe

Il s'écrit B T α V

à T et U

aves U eus desétts unipotents de B

Unipotent Id Nilpotent

Conséquence G résoluble connexe s'écrittoujours
G T X U

à T est n'importequel tore mon de G
U est l'ensemble des'elst unipotents de G

égal ici au radicalunipotent de G

G qq B G est un sous gp de Borel si B
est résolubleconnexe maximal



Et Bord de GL F

Pap Soit G connexe

il Tous les sousgps de Boel sontconjugués

il Tout ett de G appartientà un Borel

G B B Bordfixe

Provient du fait que GIB est unevariétéprojective

Groupes semisimples groupesréductifs

Rad G radical de G

qdgroupeconnexerésoluble distinguée de GU

Ru G radicalunipotent de G

gdgroupeconnexedistingué formé d'élts
unipotents

def G semisimple si Rad G 414
G réductif si Ru G 14



semisimple réductif
Gin F m sontréductifs
Sln F PGL IF Spin F Son F sontsemisimples

G réductif Rad G Z G

composante connexe

contenant l'et neutre
Sous groupes paraboliques deLevi

G connexe

P G est un sous groupe parabolique si P Borel

Dans ce cas P Plra p se scinde

P L K Ru P

est appelée décompositiondeLevi et l un sousgpdeLevide
aussi complémentde Levi de P

Et Etait
À L Ru P

dans Gla F avec n tn h



Prof il Si T P tre maximal il y a un

unique Levi contenant T

ii Deux compléments de Levisont conjugé

pareneniquett de Ru P

Groupe deWeyl

G réductif connexe T tre maximal
Alors T CG T NG T
donc W Na T

ça Na T estungroupefini

appelé groupe de Weyl et c'est un groupe engendré

par des reflexions

ms donne en premier ett declarification

Rmg le choix de B2 T Borel donne à W une

structure de gp de Coxeter voirplus tard



Structure rationnelle

Gln F is Gln Fg
F ai te ai endomorphisme de GlnFp

degroupesalgébriques

Gln Fg Gln Fp IgE GLNF I g Fg
F estappelé endomorphisme de Frobenius

ici standard

Plusgénéralement si G GULF
F G G Frobenius si F estla restriction

d'un Frobenius sur Gln Fp

Gréductif F Frobenius no GF groupe réductif fini

Ex Gln q Son 9 Span 9

Gun g gEGlnlqllgtg.IQ
Gla f

F

où t g tg j
à ds For

H sous gp Fstable de G m HF EGF



Thm Lang Steinberg G connexe F G G Frobenius

alors g re g Flag estsurjective

tondelans
Preuve n E G on définit

la g re ginFcg
Fibres de sont isomorphes à gaff

Frobenius

qui est fini
Im fon deux dans G connexe

Info M Imf
g h EG tg g n Fig h Flh i e ne Chg Ffhg a

Autrement dit G U GF transitivement parconjugaison
et EE Isaza PDGF

convexe

Conséquences supposons G DX variété are

FtqFlag n Fly Flu

al FCG n G n Gnf
Cas particulier GEM F stable X HIG

HC
F

HYGF

2 GF orbites de G a
F

m classesde conjugaison

deCaMKii F
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I 3 Induction restriction parabolique
A anneau qq tg p EN ex Ze Hp E

Fe

P parabolige F stable de G
P L AU U Ru P

RÉ p
g
Ird au

inductionparabolye

demanièreéquivalente REP V Ind

ÉTÉ
trivialedeUF

RÉp Hauge GIF

de manière équivalente RE x V

Propriétés i R R exacts

iil R R biadjoints



preuve e ja Eun E Auf romalisépar LF

alor AGIF AGF e iso de GEE bimodule

guf n go
IGF AGE ACECl e

AGE est projectif comme NGF module

et ALF module doncplat
ce qui donne il
ii REP V à ell à exFgart

f te fier

HauppleAGF à Hempf eNGF NF ouf_

à Hempf NGFNFI e 0µF
L carnofsymétrige
AGE 0µF REP

t Etel ne te fumesymétasante sur ALF

Harper 116F ALF à Haun AGIA à AGF

f ts tof
Tgi c g

deu R R et R R sontadjoints via tour A



Transitivité P L U Q MV paraboliques avec

P E Q LEM
alors PAM est en sous gpparabolige de M

PMM LA NM

RÜEQ o RI ppm RE

Preuve GIF MKmpf É GIF

grr mlnnf gmuf

biendéfinie ou VEU Momaleiev

surjective

égavariant par actionde GF à gauche LF à droite

gmVF g'm UF el m'g g'm EOF VFXUNM
F

m'g g m vu

on remplace m par ma
et g par gm m

ns gm g'm

d'où GFIur À GIF Myung

et on passe aux fonctions sur A II



Req paradjonction RM R RE

Thm P Q F stables tg P LV Q LV

L F stable

REP REQ

on leva une proue dans le cas 1

ns on notera RE au lieu de REP

I 4 Formule de Mackey

Thm P LU Q MV Fstables

REP REEQ n.IO n
ffpncsnanc

RIMncsknp

avec SIL MI RE G Ln M toremax de G

Digression X Y ensembles finis Hgpfni
agissant à droite sur

à gauche sur Y



Produit amalgamé

t'y

est XXY où H agitpar h g fatithy

Ex H H H

hi ha te hha

Alors A Y X
pp MY

Preuve du thm RE po Russo s'obtientpar

Up G par GIF 1MF

A UFIGEAF 1MF

donc on cherche à décomposer A UFIGTF
pourlesactionsde L'a gauche et MF à droite

on calcule lesorbites de LE F sur

l'ensemble 0F GRAF



Etape I G
Egan Pr Q

En effet si g
G alors SQ P contiennent

chacun un sous groupe de Bret B B

Or l'intersection de 2 Borel contient intoremonstdel
T tore maximal P n Q

T toe mon de P p E P tg T E L

T Q 9E Q tg 987 M

d'où PT Ln PG'M ie pgg E SC M

Etape 2 pour n y SIL M

PaQn Py a
Pro si n E Lym
sinon

admis Exemple L M T to more

et D Q B Bord on a

SCT T NG T

G W BWB de

WENG T
s de Bruhat



On en déduit

VIE W
LIS 4M

U Pa Qg

d'où puisque U V L M sont connexes

UFIGYVF qkfmyyyp.FI
PF 0FF

Etape 3

UFIPFaQFF LFffnaup Mnu
a
M

lam a 1 l m

est bijective
Biendéfinie surjective OK injectivité demande
de savoir que Pn Q NM LMV Un M

décompositionunique

et on conclut en prenantles fonctions sur



Corollaire A C RÉ ne dépendentpasde G

et REP

Preuve par récurrence sur dim GIZ G
cas initial G est untore

Soit P Q deux paraboliques de G P LU Q LV

et In LF

On note Xp a REP X REQ X

On a

11 RE p X Rico X Il Xpp Xa a XpQ Qp

Xp0ᵗʰ
IMSN.HR LE.HN Y

REyn4 x

ne dépendentpas de Pet Q

par récurrence

Xpa Xpp Xpp XQa et donc REP1 1 REQ X

par adjonition Rien Risa



I 5 ThéoriedeHarish Chandra

Maintenant
quel'on dispose d'unprocédé d'induction

raisonnable on cherche à savoir quelles représentations

de Gt peuvent apparaître dans un certain Rf V
pour L Ç G Levipropre

Apparaitre peutsignifier
sous représentation

quotient adapter à votrecadre

sous quotient

Img les 3 notions sont équivalentes pour l

Lemme V In G et M rep de Gt quelconque
V M Hompar V M 0

M V Hompar M V 0 enveloppeproj de

V sous quotient de M Hompar PFM 0

preuve les 2 premièresassertions sontévidentecar VE In G

Pour la troisième on utiliselefait qu'ilexiste
















































































































































