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Abstract

Let G a complex connected, simply commected, semi-simple Lie

group. Let 7, its Lie algebra , p = b o n: a Borel subalgebra of & .

To each parabolic subalgebra of J , p =885 O n* containing Py ¢

we associate a unitary irveducible reprasentation of G , -rrP ; which has

a trivial infinitesimal character and which is uritarily induced from P .
Here P denotes the parabolic subgroup of G with Lie algebra p . Moreover

we have 3

Hj‘:”ﬂ (Gm) =~ & H'(8,0) @ A%Y"
rs5=i
Here HP is the space of ﬁP N zﬁ is the number of positive rcots of the
pair (2.3,) ,» which do wot belong to the system of roots of the pair
(8,80 bo) . When the group is of rank less than 3 , it is shown that every
unitary irreducible representation of & with nom trivial continuous cchomology

(%

is eguivalent to one of the "P .

(#) T. Bnright hds proved that it holds in general, without assumptions on

the rank of G .
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0 = Introduction

Aux yeux de 1'auteur cet article egt un pas vers la détermination dg
toutes les représentations unitaires irréductibleés des groupes semi-simples
complexes possédant une cohomologie continue non triviale.

Une telle représentation deit avoir un caractdre infinitésimal trivial.

Le module de Harish Chandra irréductible lui correspondant a la méme

propriété et est unitarisable, A fortiori il est hermitien. Comme conséquence
de la clagsification des modules de Harish Chandra irréductibles rappelée en
IL.7, nous dornons une paramétrisation de ceux qui sont & la fois hermitien

et de caractére infinitésimal trivial (II.3) .

Nous montrons que certains d'entre eux provienmnent de représentations wnitaires
induites & partir de sous groupes paraboliques (IL.4) « Bu paragraphe IIT ,
noud calculons la cohomologie continue de ces représentations induites (unitaires
irréductibles), Ce calcul repose sur l'utilisation d'un lemme de Shapiro et
d'une suite spectrale de Hochschild Serre en cohomologie contimme. L'étude de

la dégénérescence de la suite spectrale ainsi obtenue est mende & bien grfce an

théoréme de B . Kostamt sur la cohomologie du radical niipotent d'une sous
algébre parabolique dtune algébre de Lie zemi simple complexe dans le modul.e
trivial (g.f, [VIII] 2.5.2.1.), Enfin au paragraphe IV nous étudions le cas

des groupes de rang inférieur ou égal A deux.
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1 ~ NOGTATIQKS

1) Pour tout espace vectoriel V , on note V* l'espace dual de V .

Pour toute algébre de Lie % , on note U(%) 1'algdbre enveloppante
de 7, et %o B l'antiautomorphisme principal de U(T) .

On désigne par G un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe
et simplement connexe, d'algébre de Lie § . On £ixe une sous-algébre de
Cartan §° de 2, on note A l'ensemble des racines de I)o dans 7
W le groupe de Weyl, & le réseau des poids. On fixe un systéme a"' de
racines positives, on note % l'ensemble des racines simples de A+ '

ofn pose g = % T o « On fixe une base de Chevalley de 7 , on note xa
ofat

+

1'élénent de cette base de poids o € A , onpose H =[X,X 1 pour o€ 4" .
- t

On note U - Ey 1'antiautomorphisme 4'ordre 2 de U{?) défini par Xﬂ = X"o‘

pour g € A et tI-I=I-I pour HEhO.

Pour tout egpace vectoriel complexe V , on note VR

vectoriel réel obtenw par restriction des scalaires. FPour tout espace

1'espace

vectoriel réel V1 y On note V;l: le complexifié de V1 » Adnsi, (;R}c
ast 1'algébre de Lie complexifiée du groupe @ considéré comme groupe de

Lie réel. On jdentifie (FR au prodwit direct F % § par l'iszomorphisme

)C
défini par X = (X,%) pour X € G v o% ¥ est 1l'imaginaive conjugué de

X par rapport & la forme réelle normale de 2 . On pose U = U[?R)C] « On note
1 la forme réelle compacte de § formée des X € J tels que I S

On note j 1'isomorphisme de $ sur (IR)C c g xF défini par

%) = (X,-tx) pour K€ J .

-t
On pose n+=$ CX y N, = n+ .

° Lar @ ©
on note p_ la sous-algibre de Borel de § définie par p =D © n: .

On notera P une sous-algébre parabolique de g contenamt p -

na p=8@bh®nt , o0 n* est le radical nilpotent de p ,
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et ol 4@ § est la partie réductive, de centre j ch, de p.

On pose n;={q€n+,xwe 8 yx,=4;N <

GQW%Z o
oAl

P§={p6§:;p(ﬁa)ew,‘e’u€z§}

On note Wa 1'é1lément de plus grande longueur du groupe de Weyl de

(a,bo ns) .onnote K, H o+ By N: et¢ 4+, les scus-groupes analytiques
de é d'algébre de Lie t , 4 P, “; etc .. On identifie comme plus
haut, l'algébre de Lie complexifiée de Ho 3 bo X bo et son dual &

9: X b: « On pose p= (o,0) et Py = (Gﬂ ' c#) .

Pour (p,q) € 9: ® b: y g€ P, h€ H, on note h(P'Q) la valeur

en h du caractére de H, de différentielle (piq) -

8i T est une représentatiocn d'une algdbre de Lie , on ncte

* . .
Be 1le module corrgspondant et J la représentation contragrédiente

3
de & .

2) Une représentation irréductible de dimension finie w de p est
triviale sur nt et scalaire sur b ¢ Soit e un vecteur non nul de
l'egpace de . tel que ﬂ(xa)e =0 pour o€ Eg + On appellera plus

haut poids de w 1le poids p de e par rapport & go « Ce poilds détermine
T« Un élément p de g: eat le plus haut poids ¢'une représentation
irréductible de dimension finie de p si et seulement si p € P; « Le

plus haut peids de la contragédiente ﬂ* de m est -WBP .

On identifie (pR)c & p Xp . Une représentation irréductible

€ de dimension finie de p % p est de la forme w, 5

sont des représentations irréductibles de dimension finie

X

(=17 ﬂ1 et "é

de p . Soit p, (resp. pa) le plus haut poids de (resp. “2) ; on
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dira que (P1'P2) est le plus haut poids de € . Comme § est
simplement connexe, une représentation irr&ductible de dimension
finie de plus heut poids (p, ,pa) de (pR)c est la différentielle
d'une représentation de P si et seulement si P, = Fy :E P .

%, une reprégentation irréductible de dimension

3) Solent ¢ = m 5
Finie de P, de plus haut poids (p,l,pz) et Ey 1l'espace de § .
Le groupe G opére par translations A gauche dans 1'espace S:(E) des
fonctions ¢ indéfiniment différentiasbles sur G & valeurs dans EE
qui vérifient ¢(g s h a) = l';(sh)"" nP ¢olg) por g€ G,s€8,hEH,
n€EwN.

Le scus-espace (dense) de s,:{g) formé des éléments K-finis est
stable par convolution & gauche avec les éléments de U , ce dqui en fait
wi U-module. On le notera sp(g) , ou £p(-rr1 ,ﬁa) y o1 SP(P1sP2) .

On posera ’spo(Pl'pE) = SD(quPE) .

4) Identifiant 1.4 2, gr8ce & 1'isomoxphisme j , on appelle plus
haut poids 4'une représentation iwréductible de ¥ 1le plus haut poids de
sa différentielle. Pour § € P , on note ,s:g(g) la K-composante isotypique
de plus haut poids & de .s:p(g) . Soit (p,q) € §: % b: tel que p~q € P
on note SE(P,q) la E-composante isotypique de £ (p,q) dont le plus haut
poids est 1'élément de la chambre de Weyl positive conjugué de p-q sous

l'action éu groupe de Weyl. Le X-mcdule j:g(p,q} est irréductible,

5) Le sous module de £ (p,a) , WEJ(P,a) a un et un seul sous module
propre maximal (cf [V]3.4.) Nous noterons V(p,q) le quotient irréductible
de U,S!g(p,q) , &t L la représentation irréductible de U dans V(p,q) .
Remarque : V(p,q) est l'unique sous quotient irréductible de SO(P.q) qui

contient wn sous X-module isomorphe & j:g(p,q) .



184

IT =~ Modules de Harish Chandra iyréductibles, de caractére infirnitésimal

trivial, Btude partielle de l'unitarisibilité.

1) Théoréme (c.f4 (V] 1.944:1,4.5) :

{i} Soit ¥ un module de Harish Chandra irréductible, Tl existe

(PrCI)E (b: X f;:) tel que p-q € P et tel que la représentation rP'q '
de 7 , soit isomorphe A& la représentation de [ dans V .

(ii) sodent (p,q) , (p',a') € 9: % 13: tels que p-q , p'~q' EP ,

et sont équivalentes si et sewlement gi il existe

pag Tpt,q

wWEW tel que p' =wp et q' = wg .

(ii1) soient {p,q) , (p',q') comme en {ii) . Alors Toq O Fproge OOC
? T

mEme caractére infinitésimal si et seulement si il existe Wy o Wy €W tels

que p“:-w_lp,q'.—.wzq.

2) On dit qu'un module d'Harish Chandra , V , est hermitien s'il
existe sur V une forme hermitienne invariante et non dégénérée .,

four (p,q) € b: % 13: on définit p, q € b: et (m) € (3: % b: par :
B(H) = (), 3(1) = a(B) , (770 = (F.EL(mE ) .

Alors o a :

Lemne (cof. [VI] Lemme 1) :

Pour (p,q) € 9: X D: avec p-¢ € P, V(p,q) est hermitien si et seulement

si il existe w€ W tel que (wp,wa) = ~(Prq) «

3) Proposition :

L'ensemble des modules de Harish Chandra, hermitiens, irréductibles, de
caractére infinitésimal trivial 4 équivalence prés, s'identifie 4 l'ensemble
des involutions Invy de ¥ par ltapplication w € Inv(y) o V{ug,~g) »
De plus V(p,q} est hermitien de caractéire infinitésimal trivial si et

seulement si il existe w,w avec wlae vy et F=Ug , 4= —Wg
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Démonstration :
Tl suffit de remarquer que V(wg,-g) est le module trivial et que
LA R si (et seulement si) W, est 1'élément de plus grande longueur
du groupe de Weyl . La proposition est alors une application triviale du

thécréme TI.7 et du lemme II.2 .

4) Unitarisabilité de ceértains V(wg,-a) , w€ Inv v,

Proposition @

(i) Soit p=8®Yy @n* une sous algdbre parabolique de § contenant p_
Les notations étant celles de IL.1, V(wsc,-cr) est isomorphe & la représemtatiorn
de I sur 1'_espace des vecteurs X~finis de la représentation unitaire de G,
T induite (au .sens de Mackey) du caract'éx‘_a wnitaire de P correspondant

a (oo, , % ~g) « En particulier mp ést irréductible.

é

(ii) Pour des sous algdbres distinctes p , p' contenant Pyt Tp &t Tpy

P

sont non équivalentes.

Démonstration 3
(1) Diapras [IV] Proposition 2.6. et 2.7 il existe un isomorphisme entre
S.p(ﬂ' '-'cr!s v Ty ~g) et un sous module de .S:O(q -208’-0) qui contient
Us.g(a -2_08,-0) » D'autre part J‘.p(a ~Tg1T, ~g) est irréductidle, D'aprés [IV]
Corollaire 2.13, il suffit pour le voly, de vérifier que :

Vo € AT -a

[{a —cz) - r.rg](H-a) U(H'cx)

[{og -g) + cg](HQ) = (-WSU)(HG,)
ne sont pas des entiers non nuls de m&€me signe. Or pour tout o dans

2% ona o(H) >0 . Ltirréductibilité résulte alors de w (a” g =a” .

s'“g ~g) est donc isomorphe & wn sous module irréductible de

y~d) qui contient U.S,',g(cr ~20, y=a) .

£ (g o

P
£ (o ~2a,
Dfaprds la remarque 1.5, ce sous module est isomorphe & V(wsc- )

Pour achever de prouver (i) , il suffit de remarquer que la représentation
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de P de plus haut poids (o ~Ts 1 Oy -o) 'est un caractére unitaire de P .

{ii) wrésulte clairenent de (i) et au théoréme II.1 .
: Noté_tiori t On notera H, llespace de m, .
*
III - Calcul de Hc(G,EP)
Tci H: dénote la cohomologie continue (c.f£. [ITI]) .
1) Lemme ¢

On a HZ(G,HP) - H:(P'CZP) ol %, est le caractdre de P correspondant
a (2fe -cs).o) € §: % I;:- at’ oﬁ Llton a écrit CxP pour montrer que P
agit dans C par xP .

Démonstyation ¢

Il suffit 4'appliquer le 1emz.te de Shapirc valable en cohomologie continue

pour 1'induction au sens de Mackey (c.f. [I]) .

2) Lemme :

Il exlste une suite spectrale ds terme E;’B = HZ(SH,Hi(N"',(‘x )) qui converge
P
vers H*(P,Cx )} (1'action de SH sur H*(N"',Cx } est précisée ci-dessous).
¢ Ap ¢ 3

lgémonstrati on :

Notons d'abord que ZP est trivial sur N .

Pour utiliser la suite spectrale de Hochschild-Sexrre en cohomologie continue,
i1 suffit de vérifier que HZ(N*,C) est séparé. Ce fait est démontré dans

IIL prop. 5. La démonstration qui en est dormée est incompléte, Toutefois

nous savons gue le résultat eat valable lorsque Lp'on se limite & regarder

des modules gui sont des espaces de Fréchet (communication orale de D. Wigner),
ce qui est bien notre cas, Au vu du théoréme du graphe fermé pour les espaces
de Fréchet, pour vérifier que H:(N"',c) est séparé, il suffit de volr que

*, *
H (N+,C) est de dimension finie. Mais H*(N+,C) = H* {N+.C) , o0 H
c <] ol =

signifie cohomologie différentiable (c.f. [I] par exemple). Utilisant la suite
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spectrale de Van Est ([VII]) et remarquant gque ¥' est contractile
. : s oo LI +
on obtient un isomorphisme algébrique entre HC(N L) et 8 (¥ xn",C)

* dans le module trivial € )

(cohomologie de 1'algdbre de Lie complexe atan
qui est clairemeat de dimension finie. L'application de [111](prop.5) fournit
le 1Ier::ﬁ-n'e;. 'Pl.r_éqisdns ltaction de SH sur Hz(l\i"',cx ) . Elle s'obtient par
passaée au quotient de 1'action de S8H sur G°(N',C) (cochatnes homogénes
continues de degré g ) que 1'on définit ainsi :
pour £€ ¢5(NF,€) et g € SH on pose

(ge8) (s 0eern,) = Xpla) £(g7 8 unes 70y 0)
D'autre part H:(N+,C) sy (nt x n*,0) . IL en résulte une styucture de
SH-module sur H'(n* x n*,C) . que nous décrivons maintenant. D'abord, it
existe use action naturelle de SH dans H (n® X n¥,C) ¢ notant A_ci* 1a
représentation coadjointe de SH dams (n+ % n+)* (ot n* wnt est
regardée comme 1a complexifiée de l'algdbre de Lie de N } , on fait agir
sH osur A%(nY a* par A% Ad® , puis 1'on passe au quotient (la
différentielle commute & cette action sur 1l'espace des cochalnes). D'autre

part, on fait agir SH sur { par ZP et 1'on note encore l",z le
P

SH-module ainsi obtenu. Alors le SH-module que 1'on étudie est isomorphe au

* * .
produit tensoriel H (n* x n1,C) @ Coe (o H(n* xnt,C) est muni de sa
P

atructure naturelle de SH-module). Le modwle ainsi obtenu sera noté

*
H(nt x “+'°:z ) dans la suite.
P

3) Lemme 1
Tl existe une suite spectrale de terme E;’s B HE(SH,HE’(n+ X n"',Cx)) qui
P

converge vers H*(P,Cx ) .
¢ P

Démonstration :

Résulte clairement ce qui précéde,

4) Soient p , q des éléments de IP'; tels que p-g € © . Onnote F(p,q)
le SH-module simple de dimension finie de plus haut poids (p,q) . Pour

w€ W on note 4(w) sa longueur, On note w? 1e systime des représentants
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de Jlongueur minimum des classes & gauche dans W module W

3

Alors on a i

Lemme {c.f. [VIII] 2.5,2.,1 , 2.5.2.6) %

Muni de sa structure naturelle de SH-module, Hs(n+ X nf,c) ‘est isomorphe
a D F

R ia e

A0)+2(w1 ) ms
5) Lemme @

H:(sn,r(p,q))!o si et seulement si F(p,q) est le SH-module trivial

(noté € dans la suite)

Démenstration :

si H:(SH,F(p,q}) #0, F(p,q) est de caractdre infinitésimal trivial (c.f.

[II] ch. I, par.4) . Cm voit facilement que cela impligque F{p,q) = C .

6) Lemne
(1) H(smH°(* xa%hg, )) =0
P

si s ¥ £ (ﬁs = card A" —AZ )

(1) &5 (s, ¥ (0" xn®, cxP)) ~ HC(5H,C)

Démonstration :

D'aprés le lemmelIl.4 on a 3

Sp ko,
B (" Xn 'QZP) - w’f'ewg P(wc -0+ 20 =20, 4 Y'g - o)
L) b(w")=s

Du lemme III.5, on déduit :

ﬂwl ' g 3 M wt) =
Wm0t xnt ) Ao= R ORY CORE

vo -g = -2(o-0,) W' —o = O
: . W=w, W
Oor wg ~o = -2{c "Gg)’ w'o =g = 0 implique { 8 o et les autres
W't

conditions sont vérifiées si et seulement si s = Eﬁ . L& lemme en résulte.



189

7) Lemne :
51 L est un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe, simplement

connexe, |, son algébre de Lie, on a ¢ H:(L.C) e H*(I :€) .
Démonstration :

Soit u 1l'algdbre de Lie d'un sous groupe compact maximal , U, de L.
Alors IR =1 @ I est une décomposition de Cartan de 1'algébre de Lie
semi~gimple réelle IR . Posaht ¢ = il ; la représentation de U dans r
est isomorphe & la représentation coadjointe de U . Alors il résulte de
{117 (ch.2) et de ce qui précéde que : H:(L,c) o~ HomU(C.A*uC) soit encore,
Puisque U est connexe, simplement connexe : H:(L,C) o E{omu(C,A*uC) .
D'autre part H*(u,R) = Homu(R,A*u) . Ceci résulte de la formule de Kuga
[vII1] p» 180) et du fait que tout &lément de 1l'espace d'une représentation
de dimension finie de U anmulé par le Casimir de W est invariant par U .
Danc H:(L,C) . H*(u,R) ® = H*{uc,c) .

Comme u. est isomorphena 1 , le lemme est démontré.

8) Lemme :

* * *
HA(SH,C6) = H (8,0} 3 8" "
Démonstration :

Il suffit d'appliquer une formule de Kimneth, d'utiliser le lemme précédent

* %
et de remarquer que H:(H,C) = f b

9) Théoréme :

HL“"% (6,m) = & H(4,0) ® A5(5™)
r4s=n

bémonstration :

Le lemme III.6 montre que la suite spectrale du lemme IIL.3, qui converge
*
vers Hc(G’HP) dtaprés le lemme III.1, dégénire. Le théoréme est alors une

conséquence immédiate des lemmes III.6 et IIT.8.
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IV - Cas des groupes de rang inférieur ou égal 3 deux.

Théoréme :

81 G est de rang infépieur ou &gal 2 deux, toute représentation wnitaire

g : o *

irréductible , (ﬂ,Hﬁ), de G vérifiant HC{G,Hﬁ) A 0 est &quivalente &
une dgs représentations (ﬂP,EP) .

Démonstration

D'aprés les remarques préliminaires de l'introduction et la proposition
II.3 , il suffit de vérifier que tout moduile de Harish Chandra irréductible,

de caractire infinitéeimal trivial et unitarisable, est isomorphe & 1l'un

des V(wac,-a) + C& que i'on fait cas par cas 3

- le cas de G = SL(2,6},8L{2,8) X SL(2,C),Su(3,C) est facilement
résolu ¢ar toute iamvolution du groupe de Weyl W est de la forme LA On

conclut en utilisant la proposition II.3 .

- on traite le cas de 35p(2,C) et du groupe complexe d'algébre de Lie

du type G, en utilizant la description du dual unitaire de ces groupes donnée

2
dans [vI] (th. 2 et 3) .
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