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I ALGEBRE HOMOLOGIQUE RELATIVE POUR LES ALGEBRES DE LIFE, FONCTEURS

EXT ET TOR.

Dans cette partie F est un corps commutatif de caractéristi-
que 0, 9 une algebre de i.ie de dimension finie sur F, 1@ une sous
algébref de réductive dans ‘g s R=U(j) (resp 8= U(/&,)) ltalgébre
enveloppante de ﬂo (resP.%).

1. (af , &) modules
Soit V un modules Un élément v ¢ V est% fini si § . v
est de dimension finie. Le /24, module V est localement & fini si chaque
élément est 4 fini. - |
Un module est un (ﬁ ,Q) module s'il est localement & fini et semi
simple comme f& module. 1 | |
Un ((§, y‘v,) module est dit admissible si les sous espaces igotypigues

pour &sont de dimension finie.

Soit ¢ ou C”xgz & la catégorie des (0} , /%) modules .

5.
Notons que toutes les suites exactes dans ¢ gont scindées sur 4& (ou
de maniére éguivalente sur 8). C est stable par produit tengoriel sur

F-

Soit V unga module. Alors le sous espace V( Agi) engendré par les

sous espaces de dimensions finies /gi ~stables de V est stable sous

8i ces sous espaces sont des ’& modules semi-simples, V(/%) est alors

un (gﬂ&)d module.

Maintenant, soit (n,V) un ( ,z&)-— module. Le ( ,ag)—module
contragrédient {n,V) est par définition (n*,V_)(eEt)) ot (TE*,V*) est le
module contragrédien{‘l\a de V. VoV est un foncteur exact. En outre si V

est admissible on a V=V. Pour tout ce qui précéde cf 3.

I.2.1.
Soit V un ( ,ﬂf) module admettant une filtration croissante

(v ) par des f% modules de dimension finie, telle que U V =V.
n’n €W A 4 nemw ™



Alors, si W est un Cﬁz,j%) module guelconque, HomF(V;W)(ﬁ/) est un
((ju ,}%j)-module {cf [3] 1.2.6).

2. Injectifs et projectifs dans qup Aﬂ
\Gh

<

Proposition 1 : Soit U un J% module localement fini, semi sim-

ple. Alors

(1) I(U) =R® U est projectif dans @, 5 |
S (GT,.-&:)

(ii) P(U)==H0mS(R1U)(J@) est injectif dans CTTT ﬁﬂ
' P ~ g
(iii) I(U)=p(U)

Preuve :

(i) ef [3] I.2.4.
(ii) cf [3] I.2.6
(iii) D' aprés (5] 5.5.4 on a

I(U)* == HomS(R, U%)

Regardons HomS(R, U*) comme un sous espace de HomF(R, U*). Sur ce der-
nier S agit par translations & droite sur R (action "ordinaire").
D'autre part on peut regarder R comme S - module via la représentation
adjointe de dans R. U% étant un l% module, on a une autre action de
S sur HomF(R, U%). On vérifie aisément que ces deux actions coincident
sur HomS(R, U%). En utilisant la deux%ﬁme définition dg*l'action de S
sur HomS(R, U*) on va voir que HomS(R,U)(ié) = HO%S(R,U )(4%)

En effet soit ¢ € Homg(R, U*)(%‘) et X€R. Alors
Se(0(X)) © (8.9} (X) + @(S.X)
Or S¢ est de dimension finie. D'autre part k'action adjointe de %%
dans R est localement finie done SX est de dimension finie. D'ou
9(X) €U et 1'égalité annoncée est prouvée. (iii} s'en déduit immédiate-

ment.

Remarque 1 (i) et (ii) permettent de construire des résoclutions



pfojectives et injectives standard dans C ié
(?f’ )

3. Foncteurs Ext et Tor dans ckgr ‘J%)-et cohomologie relative
]

b . .o~ . I
D'apres ce qui précede, on peut construire des foncteurs Ext

dans C comme dérivég de Hom,(. ,.)
(%fv-lé) R ?

D'autre part, tout ( ,»é) module peut &tre canonigquement muni, grace a 1'an-
tiautomorphisme principal de U(Q] ), d'une structure de R module a
droite. D'ou une définition des foncteurs Torn dérivés de & .

' i R

D'apreés la proposition 1 la résclution projective standard dans GI )

d'un { ,J%) module coincide avec la (R,S) résolution projective s -

dard deé Hochschild ([6] §2); Diou l'identité des foncteurs Tor (resp

Ext) avec les foncteurs TOP(R'S) (resp ExtR S) de Hochschild restreints
. . ,

?

a @ﬁj'ig). On déduit alors immédiatement de [6],§§2,5

Propogition 2 : Pour tout (g’,l&) modules V et 1

(i)  Ext"(F,V) ~H( ,,&,v) | | ﬁ}& “
(ii) 'Torn(V,F)ﬁ‘Hn( ,/&,V) 'FTg\MQf‘,W)z '&’f\f @@W)%}

(iii) Ext“(v,wﬁﬂ‘?(gf,&, Homg,(V, V')

Remarque 2 D*aprés‘[ﬁ] I, 3 on a une interprétation de Ext en terme

de classes d'éguivalences au sens de Yoneda de longues suites exactes.

4, Dualité entre Tor et Ext

Proposition 3 : Pour tout couple (A,B) de (?r,«éé) modules on a
N et m *
Ext(4,B) = (Tor(B,4))

Preuve : Pour la résolution projective standard de B ...%P1“9P0->B->0,

0->B->P ~P 2 .ess, 5t une résolution injective de B (cf Proposi-
o 1 . P

tion 1).

‘D'autre part, pour tout (%r,lg) module C on a



HomR(A,E) = HomR(A,C%) =(A® C)* .
‘ R

Notez que dans le dernier terme, A ¢st muni de sa structure de R - module
a droite canonique. La proposition 3 est une conséquence immédiate de

ces deux faits.

Remarque 3 : Si Ext(A,C) est de dimension finie et C admissible, de
Ext(A,%j) S Tor(E,A)% (d'aprés la proposition 3) et C‘—‘P’C, on déduit

‘ (Ext(A-,C))% = Tor(E,A)

5.La_suite spectrale de Hochschild Serre en cohomologie relative

Proposition 4 : Soit nm un idéal dans/fr stable par fa . /&1 = gfﬂ n-
et V un ( ,»129) module. o :

Ajors H*(n, ffl‘il,‘;’) a une structure canonique de (9}3 /n)-module
(et méme de (O /n, '&/}%) module) et il existe une suite Spectrale de

terme

Eg*q;Hp({j/n, kf/ 3«1 , Hi(n, ﬂi,v))
qui. converge ve-rs H*(gr, &,V}
Preuve : cf [3] IX ;2.5, 7.8.

6. Un lemme de Shapire en cohomologie relative

Proposition 5 : Soit I¥ une sous algebre de-’ﬂ) contenant ,&, - On suppose
en outre gque aﬂ =H® o ol H est une sous al gébre et quelT etF.sont

stables par £ . _
Soit T =U(l) 1'algébre enveloppante de &1 . Pour tout (]:{,&)—module
A et tout (g?,ﬂi)— module B on a

Extl(l(j ,&)'(Rc:‘ A,B) = Ex_t‘h_r oy (45B)

Preuve : Si C est un ( ,&) module, utilisant l'isomorphisme de

module U(Qj: ) =U(F)® [f( k) on obtient un isomorphisme de M modules

HomS(R,B)(‘&) > Homg (T, Hom(U(F ),B))(‘&)

= Homg (T, Hom(U(F),B)(;;{;,))(@;)
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Or Hom(U(Fi),B)(lé) est l@/fini et semi simple. D'oll la résolutiort(?f,é%)
injective standard d'un ( ,,,3';} module. est une. résolution ()}, ﬁt‘)

injective. La proposition en résulte immédiatement.

7. Un théoreme d'annulation

Proposition 6 : Soient A,B deux ( ,é%) modules tels gqu'il
existe .une filtration croissante finie Ap par des (%r,J&) modules de

A (resp. Bq de B) vérifiant

(i) UA:UA (resP_Uﬁ =B)
p P q 1

(ii) Ap+1/Ap (resp Bq+1/Bq) admet un caractére infinitisimal x ,
(resp XB).

Alors si XA’éXB Ext(A,B) =0

Preuve : 8i les filtrations sont de longueur 1cif[3] I.4.1. On proce-
de ensuite par récurrenceen utilisant les longues suites exactes des

Exte.



IT - EXTENSIONS DANS LA CATEGORIE (¢ DE BERNSTEIN -GELFAND-GELFAND
APPLICATIONS

1. Notations

Soient une algébre de Lie semi~simple complexe,~4}_une
sous-algébre de Cartan, A le systéme de racines de la paire (Jé , 47
On fixe une chambre de Weyl positive C. Soient ¥ la base de & correspon-~
dante, At 1'ensemble des racines p051tlves p la demi somme des racines
positives. Soit Eﬁ n”T & QI)@ n* 1a décomposition triangulaire
correspondant a A" P est le réseau des poids, P’ est l'ensemble des

poids dominants. W est le groupe de Weyl de (7 Zf fa) s la réflexion
correspondant a v £ A 4(w) est la longueur d'un element de w € W.

JH(V2 dénote la collection des modules simples (avec multiplicité)
apparaissant dans une suite de Jordan Hilder du ?; module V. 8i L est
un module simple on note (V:L) le nombre de fois ou L intervient

dans JH(V),

2. Propriétés élémentaires de la catdgorie & de Bernstein-Gel fand-

‘Gelfand.
Définition 1 : (catégorie &) : 1les objets de la catégorie @ sont
des modules & gauche V, vérifiant

(i) V est de type fini sur R = U(iﬁ)
(ii) V est /%5 diagonalisable
(iii) V est localement n~ fini.

Les morphismes de 0-sént tous les%j)morphismes entre objets de (3.

Soit A ¢ ,5%_ On note @, le lée n* module trivial sur n* et définit

par H o, A(H) pour H ¢ %ﬁ - On note M, = U(?T ) ® T, _ ou
: { U(Fk) 0

b = %)9 n*, M7L est un module de Verma. Alors on a



i) ¢ est une catégorie abélienne, stable par somme finie, Tout

sous ~module (resp. quotient) d'un dbjet de > est un objet de .

Hom q%,(V,V') est de dimension finie pour tout couple d'objets (v,vr)
de . .

2) Les objets de (¢ sont des (Eg> ,-{3 ) modules admissibles.

3) Les objetis simples de ¢ gont les quotients simples des modules

de Verma. Si My , A E*{;* » st un module de Verma, on note L, 1'uni-

que quotient simple de L Lés“l‘.'?L sont deux 3 deux non isomorphes.

4) Soit Z(G]) le centre de U(%r), et (:)l'ensemble des caractéres
dé'z(gf). Pour g ¢ (:) on considére la sous catégorie pleine‘rob de (3,
constituée des modules V vérifiant : pour tout z € Z(gf); le module V

est annulé par une puissance. de (z-8(z)). Albrs 0= & Gb . Tout
| ' o N 6 €@
® _V(8) , v(8) objet de C}e

%ee@ .

5) Tdentifiant 'z(cs(f) aux invariants s(Jé)W de s’(/é) sous 1'action

‘objet de & s'écrit Vv

de W par 1'homomerphisme de Harigh Chandra P (:) s'identifie a */W.
Pour X € {s* on no1ﬁe'97L le caractére de Zggr) correspondant. Alors

Z(gr) agit par 8, sur M,.

6) Tout objet de G . est de longueur finie. Par conséquent chaque -
objet de O se décompose en une somme directe d'objets indécomposables,

la décomposition étant unique & isomorphisme et réarrangement prés,

7) La catégorie (3 est self duale : Soit i une antiinvolution de gf
telle que i(H) = H H €5‘('il.e‘n existe). Alors i(n") = n”. Soif

"V un objet de . V le ( ,{S) module contragrédient. On définit une
une nouvelle action de 0J sur V par (X£)(v) = 1i(Xv) ¥r eV, v ¢ v,

X Gigf , et 1'on note v le nouveaun module ainsi obtenu. V# est un
objet de O et Hom (Vi,Vz)zHom?r(Vﬁ , Vf) pour V..V, objets de O.

I
[}
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Pour A é_% L;\ = LJ\ et donc pour @ €® (}e = C}e

Pour ce qui précede cf. [2] § 3.4.

3. Objets projectifs et injectifs de ¢ . Foncteurs Extg

Pour les points 1) a 4) de ce paragraphe nous renvoyons

a [2] § 4.

1) TUne p- filtration d'un ~module V est une suite de composition
de longueur finie de V dont les sous quotients sont des modules de
Verma.

Le nombre de quotients d'une p-filtration de V isomorphes a MA(K € {5*)

est indépendant de la p-~filtration de V et est noté (V :-MK)'

2) Tout objet de Gest quotient d'un objet projectif de @&. Tout projec-

tif de ( admet une p-filtration. Pour % €A% i1 existe un unique

objet projectif indécomposable de ¢ , Pl'admettant Ll comme unique

quotient simple. De plus, (PR : Mp) = (Mp : Ll) VA, p E-ﬁ?k

3) On note Up(n+) la filtration standard de U(n") et UP(n™) le supplémen-
taire canonique de Up(ﬁ+) dans U(n")., UP(n*) est stable par la repré- |
sentation'réguliére gauche de U(n™). D'od une structure de n” module

Suf Up(n+) par paSsage au quotient. En outre {% agit par représeﬂtation

adjointe sur U (7). D'odl une structure de (k, 75 ) module sur U (n™).

Pour A ¢ {i et p assez grand (dependant de 1) le module

U (k) O
Ph est un facteur direct de Qh .

+ . .
(U(%T) ® Up(n ) ® mh-p) ne dépend pas de p et est noté Q7L .

Tout objet projectif indécomposable de ¢ est isomorphe a un P1 , A€ ﬁ,%.

En outre pour tout objet de O, dim Hom (PK’V) = (V : Ll)'

]



4) Tout objet injectif indécomposable de & est isomorphe a un

: ¥*
IK=P’{:‘,7\.E/§

Tout objet de 3 est un sous objet d'un module injectif.

5) & étant uné catégorie abélienn‘e avec agsez de projectifs et

d'injectifs on peut définir les foncteurs EXt(I;( «,.) comme dérivés

du foncteur I-Iomg (.,.).

6) Il est clair que si V € C}e "'.Vv € GG' avec 0,8' G@ et g £ 09

on a

Ext;(V,V') =0 ¥n ¢ N

*
4, Exte et cohomologie relative

Théoréme 1 : Tout objet de ¢ est un (af, 5) module et pour tout

couple (V,V') d'objets de O on a un isomorphisme canonique :

Ext "(yv) = Bxt® 5 Vv,  nxo0

.

Commencons par montrer }.e

Lemme 1 : Pour tout (k , 5 ) module V, on a

H*(\:,ﬁ V) = H9(4§, g*(n*,v))

Preuve : La proposition 4 s'applique en considérant 1'idéal n*
_de k. Alors il existe une suite specirale de terme

Equ = 'Hp(é,zﬁ;ﬂq(ni[O},V)) qui converge vers H' (k , é , V). Or

H*(g,ﬁ,.) = O pour p # 0 et Ho(é,ﬁ,.) = Ho(é’

10.
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* ' ' .
De plus H (ﬂ+,{0},V) = H%(n+,V). La suite spectrale est completement

dégénérée et le lemme en résulte.

Démonstration du théoréme 1 : Comme le théoreéme est vrai pour n = 0

il suffit de le démontrer pour n > 0.
Or on a, grace a l'interprétation des facteurs Ext (resp. Exag' ) en

terme de classe d'équivalence de longues suites exactes au sens -“de Yoneda

dans & (resp._ }, une transformation naturelle des foncteurs EXE;
vers les foncté rs Ext p commutant aux homomorphismes de connection.

De ce qui precede et du falt que tout proaectlf de ¢ est un facteur direct
d'une somme directe de modules de la forme Q,, A€ %* (cf.II.3. 3) on
dédunit facilement qu'il suffit de montrer que ¥n>0, -‘H\.E

Extn V) = 0 pour tout objet V de @.

5
D'aprés la proposition 6, on peut se limiter a montrer cela lorsque

V est un objet de (&
. 91

Alors, toujours d'apreés la proposition 6 et utilisant II 3.3 on a pour

p assez grand (indépendant de n)

xt’;:E ’é(QwV)g Ext% ,ﬁa;(q(c(j‘) U?}J_) (Up(n-+) ® Ty p?:V

Soit encore en utilisant le lemme de Shapiro (proposition 5) en

. - hd - ) : '
cohomologie relative a la sous algebre %j, on a pour p assez grand
-

n s + o | :
%o ’%(Q V) = Exth ’ﬁ(l}p(“ ) ® (E,)L_p, V)
Soit encore, d'apres la proposition 2 (iii)
n ~ uh +
Ext(g ,é(QR,V) H (k ,ﬁ,‘Hom(Up(n ) @y V)

En utilisant le lemme 1, on obtient '
n{_ + '
Ext ﬁ)(Q,L,v) = H (15 H (n , Hom(Up(n"“) ® “x-p’ v)))

+
Posons UPFn ) ® mh—p =0 , Up(n+) ®q = yP ’_U(n+) @ C

p A-p Aep .

De la suite exacte de (11, J% ) modules
0 - Hom(Up,V) - Hom(U,v)(Jg y - Hom(up,v)(’_#;) L0
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on déduit une longue suite exacte en (L ,+y) cohomologie.

Notez que Hom(U,V)Lﬁ) , Hom(Up,V)Lﬁ) sont des (h ,5) modules

d'aprés I.1, D'autre part, il existe un énsemble fini d'éléments de. -

3
?ﬁ tel gque tout poids d'un objet de oé soit majoré par un élément
o A ;

de cet ensemble. On en déduit facilement que pour p assez grand
= . 0 = H°( 5 AT (0 Hom(UP,v)) ~ H¥( W, 5,_Hom(up,v)')

D'oli pour P assez grand.
Xtﬁa ﬁ @,V =’.H°.(5,H*(n+,ﬂom(v,v)))
H
Or H*(n+,Hom(U,V)) e H-(n+,Hom(U(n+),V ® Ep_l))

D'ou @,,v) = O pour n > 0 c.q.f.d.

ﬂ’ﬁ

Rémargue 3 : Il résulte du théoréme 1 et de la remarque I.3. 2
que toute longue suite exacte de (if %5) modules, reliant deux

objets de 3 , est equlvalente au sens de Yoneda a une longue suite

exacte dans G regardee comme suite exacte de (g ﬁ) modules.

5. L'isomorphisme Ext (Ml’ ) = H*(n l—

n*  &tant un idéal de W =A@ n' , et 15 étant réductive
= *,+ ..
daris W pour tout (}1 } module V, H'(n" V) est é; semi simple et pour
' l € {5 on note H (n V)h la composante isotypique de type A de

H*(n*,



Théoréme 2

13.
Pour tout A € %3* et tout objet V de ¢ on a
o

i* .+
Ext(}(Mx,V) H (n :V)x“p

&

Preuve : D'aprés le théoréme 1 Extg(Ml,V) ~ Ext,’T %(MK,V).
Y ]

Or MK =

u{g) € _ - D'ou, en utilisant la proposition 5,
¢ u(w) P -

4 3*
Ext(}(M.‘\,V) Ext hyﬁ(ml-p’w

D'aprés la proposition 2 (iii) on a

* g
Ext(h,ﬁ) (u:l“p,v) ~ | ():(,/5, V@ﬂ:p_l)
Y

Le lemme 1 donne alors

p-A

- .
Ext;(Mx,-V) = 30(5, Hm? , ve€ ,))

Conme mg—l est trivial sur n+, on en déduit

Ext¥(M, ,v) = H°(5, H'(n"v) ® ¢
o A N

. * -
Soit ExtoﬁMl,V) H

p-l)

*(n+,V)1_p et le théoreme est démontré.

6. Une formule des caracteres des objets de (3

1) On considére le groupe de Grothendieck & de 1'algebre U(3] ).

Les objets de

(¢ étant de longueur finie, & tout objet V de 3

on peut associer canoniquement un élément de & appelé caractere
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de V et noté ch V. Pour toute suite exacte dans & odvlﬁvz...qvnqo

on a Z(-1)' ch Vi = 0. Y1 résulte de I1.2.7 que ch V = ch v#. Alors

I1.3.4 implique que pour A e ¥ ¢hi, = T (M :L,) chM , la
A ue * TH A u ;

somme étant en fait une somme finie dtéléments non nuls.

Théoréme 3 : Soit V un objet de ¢. Alers

* .
¥ (Ext (Ml,v)). ch M,

(1) v = %,
- A eéy*
(i1) . ch V- T x(H*(ﬂ+,V)K_p) ch M,

A€

Dans (i) et (ii) les sommes sont en fait des sommes finies d'éléements

non nuls de © et par définition

x(Ext* (M, ,¥)) = (-1)7 aim Ext" (M, ,V)
n

Lk

2 (-1 dim B (07, V),

w(E T V), )
Aep’ T

Remarque_préliminaire : le nombre x(Ext*(Ml,V)) est bien définie

car d'aprés [27] la dimension cohomologique de Ml est finie. Du
. . P . ¥* . P
théoreme 2 on déduit que ¥ (H (n+,V)x_p)_est bien défini. Ce méme

théortme montre que (i) implique (ii) et qu'il suffit donc de prouver

(i).

Démonsiration du théoréme 3 (i) : Montrons que le théoréme est vrail

pour V de la forme I, , K.éﬁyé.
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On a d'aprés II 6.1.

ch I .M % L) ch M“

#
pekh F
Or Extn(Mp,Il) =0 .pour n>0 car I, est injectif, et

o _ , .
Ext (Mp’Il) = Hom '(Mp’IR)'-D aprés 11.2.7 on a

- - _
Hom , (M ) = Hom (Ph’Mﬁ)' D'ou x(Ext%(Mp : I.)) = dim Hom (Pl’Mﬁ)’

SR | .

soit d'aprés 11.2.7 et 11.3.3 X(Ext%(Mp : IK)) = (Mp : Ll)

Le théoréme est donc vrai pour V = IK' D'autre part, il
est clair que si (i) est vrai pour v, et v, objets de &, (i) est

vrai pour V1 far V2. Donc le théoreme est vrai pour les injectifs de

G+ Soit alors V un objet de . D'aprds [2] § 7, tout objet de & a

une résolution injective de longueur finie. Soit 0-VoI -T,....T L0
L

une telle résolution injective de V. Alors on a

: L ;
d'une part ch V= % (-1)" ch I,
i=o
' %, L i,
d'autre part ¥ (Ext (MK’V)) = ¥ (-1)" dim Hom (Ml’Ii)
1=0 (ﬁ'
' o #* “ #*
soit encore X (Ext (MA’V)) = z (-1) y(Ext (Ml’Ii))
i=o
Le théoréme étant vrai pour chacun des Ii , i1 est vrai pour V ce
gui achéve la démonstration.
Remarque 4 : Considérons le groupé de Grothendieck ¥ de U(%%).
Posons ch Ek = e1 pour A € ﬁ%. On a une structure multiplicative
'5 déf 7 _
. ) . . A B Ap .
canonigue sur ¥ . En particulier e" x e = e . Alors on a facilement

avec leg conventions usueclles.
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Corollaire du théoréme 3 : Soit V un objet de O . Alors

n(-1)t chl% utm*,v)

ch,V =

i (1-6“)
Ig a€A+

7. Propriétés cohomologiques des modules de Verma , un théoréme

. + s
d'annulation en n cohomologie.

1) Si M, M‘ sont deux modules de Verma, on a soit Hom(M,M') .= O,

soit dim Hom(M Mt) = 1 et tout homomorphlsme non nul de M dans M!
est une injection. Si Hom(M M!') Z O, on dit que M! contient M et
on note cette relation M C%M' Soit A,p e,ﬁ, Alors M.)L < Mp est

équivalent a (Mu : L,) £ 0. Pour tout ceci cf. [17.

2) On définit une relation d'ordre (partirel) < suré% par .
Azpe M7L « MP y AL 65,*- On introduit pour A,u @é* les nombres

40 et E(l,p) définis comme suit

a) LX) = sup{nln eN , avl,...,vn E’P&* tels 'que. M.‘\C.;le E .o Q;Mv 1.

n
) My & Mp:‘:_‘) 4G,p) = =1 .20 =0

Si’ M7L g‘Mp

. _ .
2(A,n) = sup{n| I vy o Yy = tels que

3) Dans [7'_1 Rocha Caridi a introduit la notion de p-filtration

standard. Pour nos besoins, nous introduisons une notion plus forte.



Définition : On appelle p-filtration fortement standard d'un

module, M, une p-filtration 0 = Mo g_Ml G M2 - g;Mn =M telle

que si Mi+1/Mi o M . , R e{a i=0,...,n-1 alors li E;Kj =2 i< j.

Proposgition 7 : Soit V un objet de ¢ admettant une p-filtration.

Alors V admet une p-filtration fortement standard.

Preuve : Soit V = Vl ' V2 D e D Vr o Vr+1 = 0 wune p-filtration

de V telle que

* :
Vi/vi,'_lz M?\, li E% 1:1,..,1“

Dfaprés [7 ] prop. 2.3 ceci est équivalent a :
il existe des vecteurs ViseesV, (uniques a un scalaire prés) dans V

de poids ll . lr tels que

(i) n" v, = 0, n” agit librement sur v, i=l,..,r.

- T

(ii) V=& U1n)v,
. 1
i=1

(iii) v, = Un™) v, , §=1,..,r est stable par ?; .

[T I

i
Dans la suite nous référerons a une p-filtration de V par la donnée
d'une suite de vecteurs poids canoniquement associée a cette
p-filtration par le procédé ci-dessus.

Avec les notations ci-dessus, supposons que l'on ait 1i+1 b4 li

Lo . N 1
pour un indice 1gAlors)d'apres {77 lemme 3.1) ExtoﬂMli+1,Mxi) = Q.
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Par conséquent la suite exacte

o Py Py
Vi1 Vi >ViVio

> VilVieg = 0

est scindée. Soit alorgs s un morphisme de Vi/vi+1 dans Vi/vi+2

tel que Py o 8 soit 1'identité de Vi/Vi+1' Identifiant respectivement

LY

V., . /V N V4 PP

i+l” " i+2 2 Vi./V

i+2

n- - n” -
U( )Vi+1 , Uln )Vng(n )Vi+1 , Un )vi
en tant qu'espaces vectoriels, on vérifie aisément, i 1'aide de [7]
proposition 2.3)due les vecteurs ViseesVi_10Viqe s(vi),vi+2,...,vr

de poids 11""li~1’xi+1’hi’li+2’1r sont canoniquement associés
a une p-filtration de V., Le lemme s'en déduit par itération de ce

procédé.

4) Lemme 2 : Soit V un objet de ¢ admettant une p-filtration par des

modules de Verma (Mp) I (I c %).

Be

\

Soient 11,...,Kn'les éléments minimaux de I pour la relation < .

Alors il existe une suite exacte

OLW. & P oV _,0 Jc %f
v&d . :
vérifiant

(i) ¥ ved Ji avec Ki < v

(ii) W admet une p-filtration par des modules de Verma (M_)

g geK
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telle que
¥ gcK Ji ki < g
(i.e. z(li,g) > 1)
Preuve : Procédons par récurrence sur la longueur ¢ des p-filtrations
de V
. . #*
@) 4 =1 i.e. ¥ =M A€ .

A

Comme Pk admet une p-filtration par des modules de Verma contenant
My , que (Pl : Ml) = 1 et qu'en outre L, est l'unique quotient
simple de P1 on en déduit aisément qu'il existe une suite exacte

- 0, vérifiant (i) et (ii). Le lemme est démontré pour

0. W 4 PK y

lﬁ‘: 1.

B) Supposons le lemme démontré pour j < n-1.
Soit alors V vérifiant les hypothéses du lemme avec £ = n. Utilisant

une p-filtration de V, on obtient une suite exacte dans (3

o.ve2vByr Lo
ol V! (resp. V") admet une p-filtration de longueur n-1 (resp. 1)
et vérifie les hypotheses du lemme.
Alors par 1'hypoth§se de récurrence on a des suites exactes déhs & H

O W' Pt 2y Lo

O L W' ., P" t v, 0 verifiant
a) P! = @ P ' P" = @ P "
vied! v WeJn v



20.

avec ! e Jr 4 i A, < 9!

¥y g I Ji" Ay, = ot

b) W', (resp. W") admet une p-filtration par des modules de

Verma (M_,) (resp. ( ) telle que Wg'egK' 3Ji! AL<gT

g! gleK! Mgll)glleKll
(resp. ¥ g"gk" Ji" A< E").
D'aprés la projectivité de P" il existe un morphisme dans (&

V:P"  V rendant commutatif le diagramme

'Pn
?17/ \w
V—-oav"

Posons P = P' @ P" et définissons un mbrphisme $.P LV par

30,3 = ale(x) + V() , ¥(x,y) € Prgp"

Alors (x,y) ¢ Ker § & a(p(x))+ Vi(y) = 0
= [3(3]7(3')) = 0
=y € Ker V.
On a donc un morphisme Ker &8 _, Ker ¥ défini par
(x,y) € Ker 3 .y € Ker ¥. Il est facile de voir que ce morphisme

est surjectif et que l'on a une suite exacte
O -Ker 9 ~Ker 5 , Ker ¥ - 0 .

'D'aprés.ce que l'on sait sur Ker ¢ , Ker ¥, P', P" cela implique

@ LY 4 »
que 0 , Ker § - P -V - O possede les propriétés voulues c.q.f.d.
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5) Théoréme 4 : Soient p , v 6)5; . Alors

(i) M, EM s Extg(M“,MV) =0 ¥nax0

(ii) EXt;(MH,M\,) =0 n > g{p,v)

(ii:;) M, £M = Ext (,L) =0 ¥n>0

(iv) Ext;(Mp,Lv) =0 ¥n > }g(g,v)

Remargue préiiminaire : (i) (resp. (iii)) est clairement une consé-

gquence de (ii) (resp. (iv)) car MM ¢:Mv implique g(p,v) = -1.

Démonstration du théoréme 4 : Il résulte facilement du lémme 2

que MP admet une résolution projective dans & '

v Pn o - P1 - P0 - Mp - 0 telle que

Hi
o

ou bien P
n

1

. *
. & PH- avec p, € %é et z(p,pin) > n. Le
1€Jn in e -

ou bien - P
n

théoréme résulie alors facilement du fait que Hom (PR’MV) £ 0

{(resp. Hom

(Pl’Lv) A 0) implique A v et que p <A < v implique
,{?,(IJ- ,l) < ﬂ?}l 7\?)-

Commentaire

Signalons qu'apparemment le théoréme 1 semble reposer sur

le théoréme de Rocha Caridi sur les Ext! des modules de Verma (cf. [77]

lemme 3.1). En fait lg forme affaiblie du lemme 2 que nous mentionnons
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plus bas conduit a une démonstration de 1a partie (i) du théoréme 4

indépendante du travail de Rocha Caridi,

s M. Alors
il existe une suite exacte :
' *
0 .¥W_ @ p _,V_.o,x.e.%,
. A, i
icl i
vérifiant
(i)  ¥ier , Mom
(ii) W admet une p-filtration par des modules de Verma

contenant M,

Nous aurions donc pu démontrer le lemme (2'), puis 1a partie (i)
du théoréme 4, puis 1a proposition 7,

le lemme 2 etc, solution due

flous avons rejetée par souci de concision.

Le résultat suivant avait &té auparavant annoncé par W. Schmid

Théoréme 5 : goit ALu 65*. Alors
~agoreme 5

Hn(ﬁ+’L1)p~§ = Hn("+’MA)p—p = 0 pour n s 2Cu,A)

en particulier
n, +
H (n ,Lh)u_p A0 = oo pour un w € y,

Preuve
—_—r

2 et 4,

Le théoréme 5 est une conséquence immédiate des théorémeg
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Le théoreme 4 a été démontré indépendamment par Rocha Caridi.

‘Je remercie M. Duflo pour d'utiles conversations.

3
#* %
*
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