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In this article, we characterize the space of Fourier transforms of the smooth 
compactly supported functions on a semisimple Lie group with one conjugacy class 
of Cartan subgroups (cf. th. 6). We get also results on the space of Fourier 
transforms of the elements of the enveloping algebra of the Lie algebra of such a 
group (cf. th. 1, 2, and 3). 

0. INTRODUCTION 

Dans cet article nous etudions l’espace des transformees de Fourier des 
fonctions C” a support compact sur un groupe de Lie semi-simple reel avec 
une seule classe de conjugaison de sous groupes de Cartan, note G dans la 
suite (cf. th. 4 et 6). Nous obtenons Cgalement des resultats sur l’espace des 
transformees de Fourier de l’algebre enveloppante de l’algebre de Lie de G, 
notte U dans la suite (cf. th. 1, 2, et 3). 

Au paragraphe I nous fixons les notations. 
Au paragraphe II nous ttudions les premieres proprietes des transform& 

de Fourier des sous-espaces de transitions entre K-types. Ici K est un sous- 
groupe compact maximal de G. 

Le paragraphe III est destine a decrire les operateurs d’entrelacement entre 
series principales intervenant dans les conditions de symitrie qui permettent 
de dtcrire l’espace des transformees de Fourier des fonctions Cm a support 
compact sur G (resp. les transformis de Fourier des sous-espaces de tran- 
sitions de W). 

Au paragraphe IV les transform& de Fourier des sous-espaces de tran- 
sition de ILI sont caractkises par des conditions de polynomialite et de 
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symetrie (th. 1, 2, et 3). Notre point de depart est un theoreme que nous 
avions etabli anterieurement (cf. [2]) et qui decrit l’image des 
homomorphismes de Harish Chandra lies aux K-types minimaux de series 
principales de G. Notons que les resultats sur la cyclicite des K-types 
minimaux des series principales (cf. [ 121) jouent un role crucial dans nos 
demonstrations. 

Au paragraphe V nous etudions l’espace des transformees de Fourier des 
fonctions Cm a support compact sur G. Nous etablissons d’abord un 
analogue, pour les fonctions C” a support compact et K-centrales, de notre 
resultat sur les homomorphismes de Harish Chandra (cf. prop. 18). Notre 
point de depart pour ce faire est le thtoreme de Paley-Wiener spherique. 
Nous utilisons egalement une sorte de “principe de translation,” i.e., nous 
etudions les transformees de Fourier des produits de fonctions C” a support 
compact biinvariantes par K par des coefficients bien choisis de reprisen- 
tations de dimension finie de G. Une fois ce point etabli nous pro&dons 
comme au paragraphe IV pour obtenir une caracterisations des transformees 
de Fourier des fonctions C” a support compact sur G, K-tinies a droite et a 
gauche, en terme d’analyticite, de conditions de croissance et de symitries de 
celles-ci. Puis, en utilisant la formule d’inversion de Fourier, nous en 
deduisons une caracterisation, dans les memes termes, des transformees de 
Fourier des fonctions C” a support compact sur G (cf. th. 6). Au passage 
nous montrons que l’ensemble des produits des fonctions C” a support 
compact sur G biinvariantes par K par les coefficients des representations de 
dimension tinie de G forme un systeme de generateurs du (U, W)-bimodule 
des fonctions C” a support compact K-finies a droite et a gauche sur G (cf. 
th. 5). Le schema general des demonstrations des thioremes principaux doit 
beaucoup a des notes (non publiees) de M. Duflo sur les representations des 
groupes de Lie semi-simples complexes, ainsi qu’au livre de D. P. Zelobenko 
(cf. [ 151). 

I. NOTATIONS 

1. Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe avec une seule 
classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan, G = KAN une decom- 
position d’Iwasawa de G, go = I, + a, + n, la decomposition correspondante 
de l’algebre de Lie g,, de G, g = t + a + n la decomposition correspondante 
de l’algebre de Lie g, complexiliee de go. On note 0 l’involution de Cartan de 
go determinte par 1,. On notera encore 0 le prolongement C-lineaire de 8 a. g. 

2. On note M (resp. M’) le centralisateur (resp. normalisateur) de A 
dans K et W = Ml/M. M est connexe car G a une seule classe de 
conjugaison de sous-groupes de Cartan. W agit sur a,,. Comme groupe 
d’automorphismes de a,, W est le groupe de Weyl du sysdme de racines A 
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de la paire (g,,, aJ. Noter qu’avec nos hypothises A est rkduit. Pour a E A 
on note (go), le sowespace de g,, de poids a sous a,. On dkfinit A ’ = 
Ia E A I (go), = noI et P = i CaPA t (dim(g,),) a. Si a E A on note H, E a, la 
coracine de a. Si E est un espace vectoriel rCie1 (resp. complexe) on notera 
E* son dual r&e1 (resp. complexe). Alors a,* s’identifie 1 un sous-espace r&e1 
de a *. Pour A E a*, on dkfinit Re A, Im 2 E a,* par l’kgaliti: A = Re ,? + Im 1. 
Si a E A, on notera J., = L(H,). On notera W, le stabilisateur de k dans W. 
Enfin on dktinit C la chambre de Weyl positive dans a,* par rapport i At, 
i.e., C = {A E a, 1 ;1(H,) > 0, Va E A’ ). On note c la fermeture de C. 

3. Soient tn, l’algibre de Lie de M, t, une sous-algibre de Cartan de 
m,. Alors t, est une sous-algkbre de Cartan de f,. Soient b. = t, + a,,, et m, 
t, b les complexifites de m,, t,, bo. b est une sous-algkbre de Cartan de g. On 
note AC (resp. At, resp. A,,,) le sysdme de racines de la paire (9, b) (resp. 
(f, t), resp. (m, t)), et WC (resp. Wt, resp. W,) le groupe de Weyl de AC (resp. 
Al, resp. A,,,). La dkcomposition b = t @ a permet d’identifier b* i t * @ a*. 
On pourra done regarder A,, At, A,,, comme inclus dans l)*. Soit A: un 
sysdme de racines positives de A,. Alors A: c-’ A, sera noti: Ai et c’est un 
sysdme de racines positives de A,,,. G ayant une seule classe de sous-groupes 
de Cartan Q, = t, @ a, est une sous-algkbre de Cartan fondamentale de go et 
tout klkment de A, peut ?&rite sous la forme (a, /3), a E A,, /3 E a*. En outre 
(a, 0) E A, implique a E A,,, et (a,P), (a,p’) E A, implique /?’ = k/3. On 
dkfinit A,f = {(a, p) E A, 1 a E A: ). AC est un systkme de racines positives 
de A,: En outre AC est o-stable. On note P,,, = i Cacd; a. Pour a E Ai 
(resp. A,) on dtsigne par H, E t, (resp. t) la coracine de a. Si v E 9 * 
(resp. t*) on note V, = v(H,). Soit B la forme de Killing de g sur f). Nous 
noterons de m2me la forme bilinkaire symttrique sur tj* qu’on en dkduit. 
Alors V, = 2(v, a)/(a, a). 0 n note ~pc c b* (resp. ,$“j;c t*, resp. .Ymc t*) le 
rtseau des poids entiers de A, (resp. A,, resp. A,,,), F”: (resp. Y’:, resp. .9:) 
l’ensemble des poids entiers dominants de A, (resp. A,, resp. A,,,) relativement 
A A,f (resp. A:, resp. AZ). On a ,$= .Ym. 

4. On note ii? (resp. k) l’ensemble des classes de reprksentations 
unitaires irrkductibles de M (resp. K) qui s’identifie g une partie de .Vz 
(resp. 9:) en indexant les reprksentations par leur plus haut poids. Pour 
u E fi on note 101 l’unique kltment de 9: conjugul de u E 9; c Yal. On 
notera encore Iu I l’tkment de k correspondant. Si (J E fi (resp. 6 E g) on 
note (a, E,) (resp. (6, E,)) un reprtsentant de (z (resp. a), (a*, E,,) (resp. 
(6*, E,,)) la contragrediente de (u, E,) (resp. (6, E,)). W agit sur I@. Si 
w E W et u E &?, on note (wu, E,,) un reprksentant de wu E fi. On note W, 
le stabilisateur dans W de u E I%?. Si 6 E k on munit Hom,(E,, E,) du 
produit scalaire dkduit du produit scalaire sur Hom(E,, E,) N E,* 0 E,. A 
un scalaire de module 1 prks, il existe un isomorphisme canonique: 
Hom,(E,, E,) -+ Hom,(E,, E,,). On choisit un des isomorphismes remar- 
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quables entre Horn,@, , E,) et Horn&E,, E,,) qu’on note q + W(D par abus 
de notation. On note m(6, a) le nombre de fois que 6 contient (I. On a: 

m(6, u) = dim Horn,&?, , E,). 

Si E est M-module (resp. K-module), on notera E” (resp. E”) sa composante 
isotypique de type u (resp. 6). 

5. Si E est un espace vectoriel complexe, on note S(E) son algkbre 
symttrique que l’on regardera souvent comme l’algkbre des fonctions 
polynomiales sur E*. Si 4 est une algkbre de Lie complexe, on note U(s) 
l’algkbre enveloppante de 5. Plus particulikement on notera W l’algkbre 
enveloppante de g, S = s(a) = U(a), 2 le centre de W, Z(t) le centre de U(t). 

6. Groupes simples auec une seule classe de conjugaison de sous- 
groupes de Cartan et de rang r&e1 1. Si G est en outre de rang 1 on a 

90 z so(2n + 1, 1) pour un n E N*. Supposons go = so(2n + 1, 1) et 
dkcrivons plus prkistment go. Pour p E N on note M(p, R) (resp. M(p, C)) 
les matrices carrkes i p lignes et p colonnes i coefficients dans R (resp. C) et 
Z, la matrice identiti de M(p, R). Si a est une matrice g coefficients 
complexes on note ‘a (resp. a, resp. a*) sa transposte (resp. sa conjuguke, 
resp. sa transconjuguke). Alors: 

p. = so(2n + 1, 1) = {a / a E M(2n + 2, R), aJ + Ja = O), 

OU 

J= 

On prend alors 

f,= I(“, i) /aEso(2n+ l)/, 

1 

0 
0 

a,= R i : 
0 

i 7 

1 o.e.0 0 

no= /t--i 1 %) ~vecteurcolonnedeF2n/. 
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0 00 0 
0 0 x1 

0 -x1 0 
. . 

0 x, 0 

-x, 0 0 

0 0 0 0 

i 

:I ’ 

x, ,...) x, E R ‘,. 

1 ! 

Soit e, ,..., e, une base orthonormee de it,* pour B (forme de Killing de g sur 
h*) telle que: 

A,={+eifej~i#j,l<i,j<n), 

A,=A,U{fe,I l<i<n), 

Ac={feifej;i#jO,<i,j<n}, 

ou l’on a note e, l’unique element de A ‘. On prend 

A: = {ei 1 i = J,..., n}U{eifeil l<i<j<n}. 

Alors A~={ei~ejIl<i<j<n} et A~=A~U{eife,~l,<i<n}. Pour 
VEIj* avec v= v,e, + v,e, + ... + v,e,, on note v = (vO, v, ,..., vn). Si en 
outre v E t*, i.e., v0 = 0, on note v = (v, ,..., v,). Alors 

<Yrn = .$ = (u = (a, ,..., a,) 1 Vi = l,..., n, 2a, E Z 

et les entiers 2a, ,..., 2~7, sont de mCme parite}, 

.9Tc = (v = (v,, v1 ,..., vn) / Vi = 0, l,..., n, 2v, E Z 

et 2v,, 2v, ,..., 2v, sont de mCme parite}, 

.P,’ = {a= (a ,,..., u,)IuE.~~etu,~u,~...~lu,I}, 

9: = (6 = (6, )...) 6,)16E.~et6,~6,...~6,~0), 

9; = {v = (I$),..., v,)IvE.~~eetv,~v,...~v,~ IvJ}. 

Pour u = (a, ,..., on) E & l’unique element de *9”: conjugue de u sous W est 
Cgal a (a, ,..., u,_ 1, I CJ” I). Enfin 

pm = (n - 1, n - 2 ,..., 1,0) et p = fne,. 

7. Revenons au cas general et etudions certains sous-groupes 
simples de rang 1 de G. Soit a E A, et 2n = dim(g,&. On notera g; la sous- 
algebre de go engendrte par (g,,), et (g,,), (noter que l’indice a est en haut 
dans 9:). Notons par n en indice. superieur les objets relatifs a 
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g; = so(2n + 1, 1) dkfinis au numkro prkddent. Alors il existe un unique 
isomorphismej, de so(2n + 1, 1) sur gt vtrifiant: 

(1) jJftf) c fo. 

(2) j&3 = to. 

(3) j,(G)=a,. 
(4) Si v E so(2n + 1, l)c = g” est de poids y E (AZ)” (resp. (A:)“) 

sous 9; (resp. t,“),j,(u) est de poids y’ E A: (resp. A:) sous b. (resp. to). 

(5) Si u E go est de poids e, sous alf, ja(v) est de poids a sous a,,. 

L’existence est Claire et l’unicid rtsulte essentiellement du fait que le groupe 
d’automorphismes du sysdme de racines B,, n > 2 (resp. A, si v = 1) est 
kgal au groupe de Weyl de ce systkme (cf. [ 1, p. 2531) et que (A$)” est de 
type B, si n > 2 (resp. A 1 si n = 1). On notera j,(tl) = t8 ,ja(tz) = tt, etc. 
On notera G”, M”, etc., le sous groupe analytique de G correspondant i gi, 
m;, etc., et g”, m”, etc., la comp1exiE.e de gt, m;, etc. On notera j, 
l’homomorphisme de Spin (2n + 1, 1) dans G” dont la diffkrentielle est j, . 

II. SERIES PRINCIPALES ET SOUS-ESPACES DE TRANSITIONS: 
PREMIERES PROPRIBTBS 

1. Soient 6, y E R. On note encore 6, y les diffkentielles de 6, y. 
Soient Js (resp. J”) le noyau dans U(t) de 6 (resp. y). On dlfinit le sous- 
espace de transition W 6y = {u E u, JPU c UP} (cf. [3,9.1]). 

PROPOSITION 1. (i) V/3, y, 6 E ZZ, UusY WY4 c Us’. 

(ii) Soient 6, y E Z?, 9 un (g, K)-module, v E ipy, w E 9’ et u E U 
avec uv = w. Alors il existe u’ E Wsy tel que u’v = w. En outre on a 

Dkmonstration. (1) rtsulte des difinitions; (ii) rksulte de [ 3, 9.1.5 (ii) et 
9.1.2(ii)]. 

2. Pour u E &Tl, on notera 

L”“(a)={y,~~:K-,E,,C”O,VkEM,VmEM~(km)=o(m-’)~(k)). 

On fait agir K par action rCguli&e gauche sur L”O(o) et l’on note L(o) le 
sous-espace des vecteurs K-finis de L”(a). On note T’(u) = (6 E k? 16 est 
contenu dans L(u)}. D’apks la rkiprocitt de Frobenius et avec les notations 
de 1.4: r(u) = (6E k[ m(6,u) # 0} et 6E k apparait dans L(u) avec la 
multipliciti m(S, a). 
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Si A E a* on delinit aussi 

L”O(o,~)=(u,Irp:G~E,,Cm,VgEG,V’mEM,VaEA,VnEN, 

qqgman) =a-A-pa(m-‘)(4(g)}, 

oti l’on note a -9 a -A-P le caractere de A dont la differentielle est --A -p. On 
fait agir G par representation regulike gauche sur Loo(o, A). On note L(a, 1) 
le sous-espace des vecteurs K-finis de La,(u, A) qui est stable sous l’action de 
g. L(a, A) est alors un (g, K)-module. Vest la strie principale associee a u et 
/I. 

L’operation de restriction a K est un isomorphisme de L”(u; A) (resp. 
L(u, A)) sur La(u) (resp. L(u)). Par cet isomorphisme on obtient une 
structure de G-module (resp. (g, K)-module) sur Lm(u) (resp. L(u)). La 
representation de G (resp. U) dans L”O(u) ainsi obtenue sera notee roJ. 
D’apres la reciprocite de Frobenius, pour 6 E K, Horn&, , L(u)) s’identifie 
canoniquement a Hom,(E,, E,). On notera k?z = Horn,+@, , E,) muni de sa 
structure d’espace de Hilbert (cf. 1.4) et l’isomorphisme canonique 
af + Horn&?, , L(u)) sera note e + ?. 

3. Notant ( , ) le crochet de dualite sur E, x E,, on definit sur 
La(u) x L”(u*) une forme bilintaire notee encore ( , ) par: 

oti dk est la mesure de Haar normalisee sur K. La proposition suivante est 
immediate. 

PROPOSITION 2. (i) Sur Lm(u) X L”O(u*) (resp. L(u) X L(u*)) ( , ) est 
non dege’ne’ree. 

(ii) Soient 6, y E R. Si 6 # y *, les sowespaces L”(0) et L’(u) sont 
orthogonaux. La restriction de la forme d LS(u) x L”‘(u*) est non 
dege’ne’ree. Tout sous-espace f-invariant de L(u) est egal ci son biorthogonal. 

(iii) Pour tout k E a* on a: 

Vg E G, Vyl E.Lm(u), Vy/ E L”(u*), 

(roA.(dcp9 w> = (VP, r~o*,~-dg~‘) w>- 

(iv) Notons u + u’ l’antiautomorphisme principal de U. Alors pour tout 
kEa*,ona: 

vu E w, vy, E L”O(u), VW E L”O(u), 

(r,,(U) rp, w> = (9, r~o*~~-A~(4 w>. 



THkORkME DETYPE PALEY-WIENER 33 

4. Soient CJ E A, u E U. Pour k E a*, rol(u) est un endomorphisme 
de L(a). D’autre part L(a) est somme directe des sous-espaces L&(a), 6 E I?. 
Soient 6, y E k. Pour o E LY(a) on note rz(u) CJI la composante dans Ly(o) 
de rol(u) o. Alors rfi(u) E Hom(L?(a), L’(o)). De plus on a: 

PROPOSITION 3 (cf. [2, prop. 8 et prop. 91). Soit u E ill. Alors: 

(i) L’upplication ,I+ rOA(u) de a* duns Hom(L(a), L(o)) est 
polynomiale, i.e., dkfinit un e’lkment r,(u) de 

S 0 Hom(L(a), L(a)). 

(ii) u -+ r,(u) dPfnit un homomorphisme de U duns S @ Hom(L(u), 
L(u)). 

(iii) L’upplicution A-+ rrl(u) de a* duns Hom(LY(u), L&(u)) est 
polynomiale et sera not&e r:(u) E S 0 Hom(LY(u), L’(u)). 

5. Avec les notations precedentes, on se fixe a E E,, b E E, de 
normes 1. On defkrit u~:(u, A) E Hom(BL, 8:) de la facon suivante: 

Soit e E 8:; alorsf= ~::(a, A) e est l’element de J?z tel que 

(rz(u))(C(u)> =f(b) + x?‘(b’), 
b’ 

ou b’ parcourt une base de l’orthogonal de b dans E,. 
SisEkonnotera,C={u]uEfi,]c]=e}.~estuneorbitede Wdansk. 
Nous noterons P”Y (resp Fsy, resp. FfY, resp. Ftq l’espace des 

applications (a, A) + u$(u, I), 

(resp.(o, A> + r%(u), resp.(u, A) + r&u, A), 

resp.(u, A) + r%(u)) 

ou (u, ,I) decrit Zt? x a* (resp. E’ x a*, resp. fi x a*) et u decrit U. 
Remarquons que d’apres [3, 9.1.5(ii) et 9.1.2(ii)], on obtient Fay (resp. 

.Tsy, resp. FfY, resp. .Ffq lorsque u decrit Usy. D’autre part on a: 

PROPOSITION 4. Avec les notations de?nies ci-dessus: 

(i) Fsy, FtY ne dkpendent pas du choix de a et de 6. 

(ii) FsYc a,,~ S @ Hom(?Yz, CT:), FfYc GJuECS @ Hom(Z’L, CT:). 

(iii) Fay c @Oc~ S @ Hom(LY(u), L’(u)), 2-fY c @& s 0 
Hom(LY(u), L’(u)). 
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(iv) Zdentifiant Hom(LY(a), L’(a)) ci Hom(kTz, 8:) @ Hom(E,, E6) 
on a: 

.Fsy= FSy@ Hom(E,, E,) et ,Fzy= FfY@ Hom(E,, E6). 

(v) Ff” est obtenu lorsque u dkcrit WK. 

(vi) VP, y, 6 E x on a FaY . Fyo c Fs4 et ST’ y . .Tv4 c %FTs5. 

Dhonstration: (cf. [2, prop. 9 et lo]). 
La proposition suivante que l’on n’utilisera pas dans la suite se demontre 

de manidre analogue au theoreme 1.10 de [4]. 

PROPOSITION 5. Soit u E W et 6 E Z?. Si l’on a: 

VCJEfi, VA E a*, rol(u) L”(0) = 0, on a u E UP. 

III. OPERATEURS D'ENTRELACEMENTS ENTRE SERIES PRINCIPALES 

1. Ge’ne’ralite’s 

Soient L, et L, deux (9, K)-modules et A un operateur d’entrelacement 
entre L, et L,. Pour 6 E I?, A detinit un operateur Hom,(E,, L,) + 
Horn&!?,, L,) que l’on notera as. 

Soient u, u’ E A?, A, A’ E a* et A un operateur d’entrelacement entre les 
series principales (rlJ1, L(u)), (ro,l,, L(u’)). Pour 6 E Z?, on a identifie 
Hom,(E,, L(u)) (resp. Horn@,, L(u’))) 1 ~9: (resp. at,) (cf. 11.2) et ad est 
alors un opirateur de 8’: dans a:,. 

2. Rappels sur le Groupe de Weyl 

Soit w E W. On note 

et 
s(w)=A+ n-w-‘(A+) 

D(w) = (A E a* 1 Re A, > 0, Va E S(w)}. 

On note Z(w) le cardinal de S(w) qui est la longueur de w. Rappelons que A 
est rtduit car G a une seule classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan. 
On notera (n,), = C aeS(w) (go), et N, le sous-groupe analytique de G 
d’algibre de Lie (n,),. Pour chaque w E W on fixe une mesure de Haar sur 
NW. 

3. La Proposition Suivante est Bien Connue 

PROPOSITION 6 (cf. 3, 8.10). Soient u E A, w E W, m un reprksentant 
de w dans M’ 
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(i) V1 E D(w), Vrp E L”(o, A), Vg E G, j”N,,-, p( gnm) dn converge et 
la fonction g + IN,-, p( gnm) dn est dans Lm(wu, ~2). 

(ii) VA E D(w), l’ope’rateur A(m, o, A): LCO(a, A) + Loo(wu, WA), depni 
par (A (m, u, A) p)(g) = S+, rp( grim) dn pour v E L O”(o, A), est un 
homomorphisme continu de G-modules. 

(iii) Par restriction des fonctions a K on en deduit un operateur 
dentrelacement entre rol et r(wo,(wl, qu’on notera A(m, u, A), et qui envoie 
L(o) dans L(wa). 

(iv) Soient w, w’ E W, m (resp. ml) un representant de w (resp. w’) 
dans M’. Soient u E k et A E a* avec 1 E D(ww’). On suppose f(ww’) = 
l(w) + l(w’). Alors A(mm’, u, A), A(m, m’u, m’n) et A(m’, u, A) sont bien 
dejinis et il existe b(m, ml) E G”, qui depend des choix des mesures de Haar 
sur N,.-,, NC,,,,,-, et NC,,,,+,,,.., tel que 

A(mm’, u, A) = b(m, m’) A(m, w’u, w’n) A(m’, u, A). 

4. Le Cas du Rang 1 

On prend go = so(2n + 1, 1). Outre les notations g&&ales toujours en 
vigueur, on utilise les notations particulieres a ce cas introduites en 1.6. On 
note w E W I’unique element non trivial, m, un representant de w dans M’. 
Alors w = s, oti a est l’unique element de A+. On identifie a* a C par 
k E C + +na. Pour il E a* on a WA = -1 et pour u = (a, ,..., a,) E ni on a: 
wu = (u, ,.‘., on-, , -a,). D’autre part: 

I-(u)={SEIqd=(6, )..., 6”),6,~U,..‘~6,~lU,l} 

et les entiers 26, et 20, sont de meme parite. 
D’autre part si 6 E r(u) on a m(6, a) = 1. Pour tout u E fi et 6 E Z(u) on 

choisit e,, E 8: de norme 1. 
La proposition suivante est une reformulation de resultats de Thieleker (cf. 

110; 7, $101): 

PROPOSITION 7. Soit u E fi, A E a* avec Re ,l > 0 

(i) If existe un unique operateur B(w, 0,1): L(u) -9 L(wu) qui 
entrelace rol et r(wO,(wA, tel que: 

(a) b’“‘(w, 0, A> e,,,, = welolo 
(cf. I.4 pour la deFnition de we,, E a:, S E 2 et III.1 pour la de?nition de 
b’). 

(Jl) I1 existe c(u, A) E G* tel que 

c(u, A) B(w, u, A) = A(m,, u, A). 
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(ii) Pour 6 = (6, ,..., 6,) E T(a) on dtfjhit 

P&(1) = !“r difi-1 (A - 2j) 
i=l j=loi+n-il+l 

et 

Q,,@> = P&)IPd-A). 

Alors b*(w, u, 3L) e,, = ~(6, u) Q,,(A) ( we,,), oli ~(6, o) est un nombre 
complexe de module 1. 

(iii) Pour 6 = (6, ,..., 6,) E R, on pose 

6 + pm = (d, ,..., d,) E t *, i.e., di = di + n - i, i = l,..., n. 

On pose u + pm = (s, ,..., sJ E t *, i.e., si = ui + n - i. Alors B(w, u, A) n’est 
pas injectifsi et seulement si A est un &!ment de run des ensembles suivants: 

A,(u) = {2(ls,J + l), 2(ls,l + 2,..., 2(s,p, - I)}, 

A,-,(u) = {2(s,-, + l), 2(s,_, + 2),..., 2(s,-, - I)), 

A,(u) = {2(sz + I), 2(s, + 2),..., 2(s, - l)], 

A,(u) = {2(s, + I), 2(s, + 2),...}. 

(Noter que seul A,(u) n’est pas de cardinalfini.) 

(iv) Si A E A,(u), Ker B(w, u,n) est constituk de tous les K-types 
6 = (6, )...) 8,) E R ve’rifiant: 

(a) d, > 21 oti 6 + pm = (d, ,..., d,). 
(j3) dET(u) i.e. 0,>6,>6,>...>~~>lo,,l et 26,, 2~7, sent des 

entiers de m6me parite’. 

(v) Supposons encore A E Ak(u). DeFnissons u’ E $i’ et 1’ E a* par 

u’+Pm=(S1,...,Sk-l,t(sgnsk)~,sk+,,...,s,) 

et ,I’ = 2 1 ski, i.e., ,I:, = 2 /ski. Alors il existe un optrateur 
S(u, A) L(u’) --t L(u) qui entrelace roCl, et rol et qui ve’rifie 

Im S(u, A) = Ker B(w, u, I). 

En particulier S(u, A) est injectifsur L’““(u). S(u, ,I) est unique ri un scalaire 
multiplicatf ph. 
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5. Revenons au cas general. Soit a E. A et reprenons les notations de 
1.7. Alors on a des decompositions 

oti *m;, *at sont des algebres de Lie et veritient: 

(4 *a; est l’orthogonal de a dans a,, 

(b) *mg et g; commutent, 

cc> *a; commute a *m; @ gz. 

On note g”, aa, etc., les algebres de Lie complexifiees des algebres de Lie 
reelles g;, a;, etc. On note G”, K”, A*, *A”, *Ma’, etc., les sous groupes 
analytiques de G correspondant a g:, I;, a;, *a;, *m;, etc. 

Des proprietes (a) a (c) et de I.7 il resulte que G” = K”A”N” est une 
decomposition d’Iwasawa de G”, M”A”N” est un sous-groupe parabolique 
minimal de G”, *M” et G” commutent, M = (*M”)(M”) et *M” 2 M” est 
f@ et central dans M et m&me dans *M”G”. Designons par *M” (res2. 
M”) le dual Fitaire du groupe compact *Ma (resp. M”). Soit cP E M” 

*oa E Ma). Notons (a”, E,,) (resp. (*ua, E,,,)) un representant de 
Zs7resp. *au). Alors @ IMMo;,-,*Me (resp. *ualMan*MO) est scalaire. Si ces 
caracdres de M” n *&I” coincident on obtient sur E,,, BE,, une represen- 
tation unitaire de M notee *ua 0 u” et definie par 

Vm E M(*u” @ fY)(m) = *@(ml) @ @(rnz) 

si m = m,mz avec m, E *MU, m2 E M”. 11 est clai%que tout element u de fi 
peut s’ecrire sous la forme *ua @ 8 avec ua E *M” et ua E M” comme ci- 
dessus. On notera s, E W la reflexion par rapport a a. Alors s, peut etre 
regarde comme l’unique element non trivial du groupe de Weyl de (!t, a:). 
Alors s, opere sur &? et fin. 11 est clair que, si u = *rY @ un EM on a 
(s,u) = *ua @ (saua). On choisit m, un representant de s, dans M’. On 
peut choisir m, dans G” ce que nous ferons dans la suite. Rappelons que 
d’apres 1.7, l’homomorphismej, delinit un isomorphisme entre so(2n + 1, 1) 
et go” oti 12 = f dim(g,), = f dim n;. 

6. On conserve les notations du paragraphe precedent. Soient 6 E I? 
et u E &l avec 6 E T(u), i.e., tel que 8: = Hom,(E,, E,) soit non nul. Nous 
allons delinir la notion de “base de 8: adaptee a a”. Ikrivons u = *ua @ ua. 
Comme *M” et K” commutent, *a: = Hom,,,(E,, E,,,) est un K*-module 
unitaire et ?Yf est canoniquement isomorphe a Hom,,,O(aZz,E,,). Notons 
(“a~)U” la composante isotypique de type CP du Ma-module “8:. 11 resulte 
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de la thiorie des representations de dimension finie de so(2n + 1) que si 
dim 8: = 1 on a 

u(ta)((“ay”) = 0 vj, 
j=l 

oti Vi est un K”-module irreductible et oti Horn&Vi, E,,) = G, pour 
j = l,..., 1. On choisit pour chaque j = l,..., 1, qj E Hom,,( V, E,,) non nul et 
partiellement isometrique. On obtient ainsi une base de 8: notee encore 
(pi,..., ql) qui est orthonormee. Une base de Z’t ainsi obtenue sera dite “base 
de 8: adaptee i a. En outre pour j = l,..., I on notera a? le poids dominant 
du Y-module Vi. Ici 67 E (t”)*. Comme en I.7 on identifie t” et M” 
s’identifie i M”. Alors avec ces identifications, les notations ci-dessus et 
celles de III.4 les expressions P,,sg(L,) et QVase(Aa) ont un sens pour L E a*, 
et L + P,,su(Ao) (rap. A + Qoase> es une fonction polynomiale (resp. ration- t 
nelle) sur a’*. Pour chaque pair; 6 E k, c E fi et pour chaque a E A’, on se 
fixe une base de 8: adaptee a a. Avec les notations de I.4 on voit que si 
(9 i ,..., or) est une base de 8: adaptte a a, (sa(pl ,..., s,(D() est une base de 
kY& adaptee i a. 

7. En utilisant l’induction par itage et en induisant les operateurs 
d’entrelacement entre les series principales des groupes G” (a E A+, simple) 
difinis dans la proposition 7, on obtient facilement (cf. [8, section 111) les 
points (i) a (iv) de la. 

PROPOSITION 8. Soit cr E A?. 

(i) Soit w E W. Pour L E D(w), il existe un unique operateur 
B(w, u, A) L(a) -+ L(wa) entrelacant rol et rCwo)Cw,~) tel que 

(a) identifiant ~5:’ a Sk’ par risomorphisme w (de?ni en 1.4) on a 

b’O’(W, u, n> = 1 

Co) soit m, un representant de w dans W’. Alors il existe 
c(u, A) E C * tef que 

c(u, A) B(w, u, A) = A(m, u, A). 

(ii) Soient a E A’ une racine simple, 6 E d avec 6 E I(u), (rp, ,..., (0,) 
une base de 8: adaptee a a, (s*(P,,..., s,~,) la base adaptee h a de cFF’~“~ 
deduite de (rp, ,..., 9,) par Pisomorphisme s,: &fz 4 c!T”S”,~ choisi en 1.4. II existe 
des constantes cj, j = l,..., 1 de module 1 telles que, pour tout L E a * vert$ant 
Re J., > 0 la matrice representant bs(s,, u. ,4.) dans ces bases soit diagonale 
de jeme coeflcient: 
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On posera dans la suite Q&(A) = l-If=, Q,+&,) (y compris lorsque a n’est 
pas simple). 

(iii) B(s,, CT, A) n’est pas injectif si et seulement si 1, E A,(Y) (cJ: 
prop. 7 pour la d&inition de A,(@)) pour k = l,..., n. Ici n = f dim(g,&. 

(iv) Auec les hypothdses et notaAons de (ii),A(iii) et celles de 111.5, 
t!crivons o = *CT” @ oa avec *ua E *Ma et u” EM”. Si ua = (a: ,..., o:), 
ua + pm, = (SF,..., s:Aet A, E Ak(oa) pour un entier k compris entre 1 et n. 
On d&it (a’)@ E M” et (A’)” E (aa)* par 

(~7’)~ + pm, = (SF ,... , sz- 1, $(sgn SF) A,, SF+ 1, . . . . ST) 

et 

Alors on dc;Jinit: 

a’ = *ua 0 (0’)” E hi et 1 = *Aa @ (A’)” 

oti l’on a bcrit i = *A” + 1” avec *A” E (*an)* et A” E (a@)*. Alors il existe 
un ope’rateur 

S(a, II, a): L(u’) -+ L(u) 

(obtenu en induisant l’ope’rateur: S(ua, A”, a): L((u’)“) --t L(a”) dej%i dans 
la proposition 7) qui entrelace r(o’, 1’) et r(u, 1) tel que: 

Im S(a, A, a) = Ker B(s,, o, A). 

En outre S(u,& a) est injectif sur L ‘““(a’). On remarquera que, comme 
S(oa, L”, a) n’est d&ni qu’ci un scalaire non nul multiplicatifprt%, il en va 
de m2me de S(o, A, a). L’ensemble des A E a* tels que S(a, A, a) soit d&i 
sera note’ A”(a) (on a A”(o) = {A E a* 11, E A,(@) pour un entier k, 
1 <k<n). 

(v) (a) Pour tout w E W, la fonction d + B(w, u,n) (d$%ie sur 
D(w)) se prolonge en une fraction rationnelle sur a* d valeurs dans 
Hom(L(u), L(wu) que Pan notera de la m2me faqon. 

(b) Lorsqu’il est de3ni B(w, a, A) entrelace rol et rCwO,Cwl,. 

(c) D’autre part pour tout w, w’ E W on a l’kgalite’ de fractions 
rationnelles: 

B(ww’, o‘, .) = b(w, w’) B(w, w’o, w’, .> B(w’, (J, .) 

b(w, w’) E C*. 
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(vi) Soit w E W, on se Jixe pour chaque 6 E r(a) une base de 8’: et 
z$,. Alors il existe une constante c = c’(w, o) qui dkpend du choix des 
bases, telle que le dkterminant de b’(w, o, 2) calcult! dans ces bases soit &gal 

d c r&w) Q:,(A). 
Dkmonstration. Comme il a ete dit plus haut les points (i) a (iv) sont des 

consequences immediates de la proposition 7 et de l’induction par etage. I1 
reste a demontrer (v) et (vi). 

Commencons par demontrer (v)(a). Pour l(w) = 1. C’est une consequence 
du point (ii). Ensuite on procede par recurrence sur la longueur de w en 
utilisant la proposition 6(iv). (v)(c) resulte de (v)(a), des definitions et de la 
proposition 6(iv). (v)(b) resulte de la proposition 3 et de (v)(a). 

Demontrons (vi). Dans le cas oti l(w) = 1, l’assertion resulte de (ii). 
Ensuite on procede par recurrence en utilisant le point (i) du lemme suivant: 

LEMME 1. (i) Soit WE W. On a, pour aEd, oEfi, sET(a) et 
/lEO*: 

P y;o)(&4 = ex)~ 

Q l’Z#o,&4 = QX). 

(ii) 

Dkmonstration. (i) Soit m un representant de w dans M’. Avec les 
notations de 1.7, III.5 et 111.6, Hom,,,(E,, E,,,) (resp. Hom.,,&E,, E*,,,-)) 
est un so(2n + 1) =j; ‘(1:) (resp. so(2n + 1) =j;J(I:e))-module. 11 est facile 
de voir, en utilisant 6(m), que ces so(2n + 1)modules sont isomorphes. 
Alors il existe une permutation t de l,..., I= dim 8: telle que ST = 6z,j, 
pour j = l,..., 1 et (i) en resulte. 

(ii) est une consequence immediate de (i) et du fait que P;:(L) = 
Cd-A). 

IV. THBOR~MES SURLES TRANSFORMES DE FOURIER DES 
SOUS-ESPACES DE TRANSITION 

1. Soient 6, y, E E Z?. Notons Isy (resp. Ztq l’espace des fonctions 
(a, A)+ ~(a, A) E Hom(BL, 8:), ou A dicrit a* et u decrit A (resp. El= 
(a E k ( (u\ = E)), telles que, pour u E 2 (resp. u E 3 fixe, u dtpende 
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polynomialement de A et verifie v(wu, WA) bY(w, CJ, A) = bs(w, u, A) v(u, A). Ici 
I’egalitt signifie l’egalite de fractions rationnelles. 

La proposition suivante est Claire: 

PROPOSITION 9. On u:F”~cZ~~,F~~CZ~Y 

La proposition suivante est le theoreme 5 de [2] applique aux groupes a 
une seule classe de conjugaison de Cartan. Elle constitue un des points clefs 
de tout ce qui suit. 

PROPOSITION 10. Soit 6 E 8. Alors Fi’ = 1:‘. Pour u E 8, on ident$e 
k?z d C. Alors on a plus pr&iskment: Fi6 est kgal Li Ii” qui est respace des 
applications (a, A) + ~(a, A) E 6, u E 8, ;i E a *, polynomiales en 1 pour u E 6 
Jxe et vPriJiant v(u, A) = v(wu, wL) pour tout w E W, a E S, A E a*. 

De’monstration. Voir la proposition 13 et le theoreme 5 de [2] ainsi que 
la remarque qui suit ce theoreme. 

3. Soient 6, E E I?. Posons I= dim 8: pour u E 6, i.e., ]u I= E. On 
suppose 1 > 0. On a dim &Yz = 1 pour u E 6 On suppose choisies des bases 
orthonormees des espaces a:, 8:) u E E: Soit v E Zf? Si A E a* et u E 6, 
~(a, A) E Hom(Bz, 8:) est represente par une matrice colonne a 1 elements 
dont les coefficients dependent polynomialement de A. Soient v, ,..., v, E It”. 
On considere la matrice carrbe (u, ,..., v,). 

PROPOSITION 11. I1 existe une fonction c(v, ,..., v,) telle que pour tout 
LEa* et tout uE& on ait 

det(v, ,..,, v,)(u, A> = C(UI ,..., v,)((J, 4 r7 p:,(-0 (*I 
neA+ 

De plus, c(v~,..., v,)(u,l) dkpend polynomialement de A, et l’on a, avec les 
notations de la proposition 8(vi): 

c(u, ,..., vJ(wu, WA) = cyw, a) c(vl )..., v,)(u, A) (**I 

pour tout 1 E a*, w E W, 0 E E: 

Preuve. Soit w E W. D’apres la proposition 8(i) on a: 

Vi(WU, WA) = P(w, c7, 1) Vi(U, A) pouri= l,...,l et uEE: (***> 
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Dans le cas oti w est I’element de longueur maximum, la proposition 8(vi) 
montre que l’on a (en reduisant au m&me denominateur): 

11 en rtsulte que det(v,,..., u,)(u, A) est divisible par nnEA + PEs(-I). Ceci 
demontre l’existence d’une fonction c(uI ,..., uJ(o, A.), polynomiale en A, 
verifiant la relation (*). 

Soit w E W. 11 resulte des relations (*), (* * *) et de la proposition 8(vi) 
que l’on a 

La relation resulte alors du lemme 1. La proposition est demontree. 

LEMME 2. Soient 6, E E I?, u E E; A E a”. Les propositions suivantes sont 
kquivalentes: 

(i) II existe u1 ,..., u, E FfE tels que det(v, ,..., u,)(u, A) # 0. 

(ii) On a LS(u) = rUA((USE) L’(u). 

Preuve. Cela resulte de la definition de FS ’ et de la proposition 1. 

PROPOSITION 12. Soient 6, e E I?‘, u E 6 On suppose kfi#O. Soit 
A E a *. Zl existe v, ,..., v, E F:” tels que l’on ait (avec les notations de la 
proposition 12) 

Dkmonstration. Compte tenu de la seconde partie de la proposition 11 il 
suffit de la demontrer lorsque Re A E c. Mais alors, d’apres [8], section 14, 
th. 1 ] le K-type 1 u] est cyclique dans L(u) pour la representation rUl. La 
proposition rtsulte alors du lemme 2. 

4. Soient y, 6, E E K. On definit: 

K~Y={~EZ~Y(VuE~,VoEd+racinesimple,V;lEA”(a), 

0 = u(u, 1) s yu, 1, a) } 
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(cf. IV.1 pour la definition de I, , 6y. cf proposition 8(iv) pour la definition de . 
A”(a); les operateurs sy(u, A, a) sont construits comme en III.1 a partir de 
S(o, 1, a) qui est delini dans la proposition 8(iv)). 

PROPOSITION 13. Soient 6, y, E E if. On suppose que pour tout u E 6, 
8~fO,~~#O.Alorsona: 

K”Y, FS&IY-“Y E E 6. 

Dkmonstration. (a) Montrons FtEFEYc Kt! D’abord F” fFEYc I”,’ 
d’apres la proposition 9. Soient u E E’, a une racine simple, A ; AC”(u) et 
v E FEY. Alors on a: 

s E(u, A, a) 21(u’, A’) = v(u, A) s y(u, & a) 

ou (u’, A’) E &? x a* est defini dans la proposition 8(iv). Mais sE(u, J., a) = 0 
d’apres cette meme proposition. D’ou v(u, A) sy(u, A, a) = 0 et l’inclusion 
cherchee en resulte. 

(b) On va montrer Ktyc FfEF:T’:Y. Comme F6,TFz7;EY= F:T’EY cela 
achevera de montrer la proposition. On definit I et s E N par: Vu E E’, 
l=dim8z,s=dim8J. 

Dans ce paragraphe, on fixe v, ,..., v, E F:” et w, ,..,, w, E F :! L’espace F z 
est l’espace des fonctions (a, A) -+ d(u, A), polynomiales en A, ou u E F; et 
telles que d(wu, wJL) = d(u, A) pour tout w E W (cf. prop. 10). Employons les 
notations de la proposition 11. Compte tenu de cette proposition, il existe un 
element d = d(v, ,..., v,) E FE” tel que pour chaque u E E; les polynomes 
c(v 1 ,‘..’ v,)@, .> et d(v, ,..., v!)(u, .) soient proportionnels (avec une constante 
de proportionalite non nulle). 

De manitke analogue a IV.3 un element w E FEY se represente de la facon 
suivante. Si d E a* et u E E’, w(u, A) E Hom(k?J, 8:) est une matrice ligne a s 
elements. On considke la matrice Carrie (‘w, ,..., ‘w,). On prouve de maniere 
analogue a la proposition 11 qu’il existe b = b(w, ,..., ws) E F”,” tel que l’on 
ait pour tout 2 E a* et tout u E F’ 

det(‘w, ,..., ‘w,)(u, A) = b(w ,,..., w,>@J~ 1) b, T-1 Cy(4 

ou 6, est une constante. 
Nous allons demontrer le lemme suivant: 

LEMME 3. Soit u E Ksy I1 existe une matrice C? 1 lignes et s colonnes M 
ci coefficients duns F:” telle’ que I’on ait 

bdu = (v, ,..., VJ M(‘w, ,..., ‘w,). 
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Nous pouvons supposer que b et d ne sont pas indetiquement nuls (dans le 
cas contraire I’assertion est evidente). Resolvons l’tquation: 

u = (u, )...) u,) N(‘w, )...’ fw,) (*I 

oti N est une matrice a 1 lignes et s colonnes, inconnue. Pour chaque cr et A, 
(*) est un systeme d’equations lineaires a 1 x s inconnues njk(a, A). 11 y a 
autant d’equations que d’inconnues, et le determinant du systeme est tgal a 
det(u, ,..., ~,)(a, A) . det(w, ,..., ~,)(a, A). Les formules de Cramer montrent 
que (*) admet une solution unique N dont les coefficients sont des fractions 
rationnelles en 1. Plus precisement, il existe des fonctions (u, A) -+ pjk(o, A) 
polynomiales en A telles que l’on ait: 

nj/f("5 A> =Pjk(a, A)/b(u, A) d(", I) 11 pgiA) 1-1 Pan. (* *) 

neA + ueA + 

D’autre part, soit w E W. Reportant (*) dans la relation 

b8(w, u, n> u(u, A) = u(wu, WA) bY(w, u, A) 

et tenant compte de l’unite de la solution N, on trouve 

lZj,(WU, WA) = tljk(U, A) pour tout w E W. (***I 

Le lemme 3 resultera done du lemme suivant: 

LEMME 4. nj,bd dtfpend polynomialement de A. 

Pour dimontrer le lemme 4, nous avons besoin d’un resultat preliminaire. 
Soit u E 5 Nous choisissons la base (pi ,..., rp, de 8’,’ adaptee a une racine 

simple a (cf. 111.6). On considire la matrice D(u, II), diagonale d’ordre s dont 
lekeme coefficient est P,nz(A,). 

LEMME 5. (i) I1 existe une matrice car&z d’ordre s, W(u, 119 
dkpendant polynomialement de ;1 telle que l’on ait (‘w,,..., ‘w,)(u,L) = 
WC% A) mu, 2). 

(ii) I1 existe une matrice cart-&e d’ordre s, U(u, A) dkpendant 
polynomialement de I telle que l’on ait ~(a, A) = U(u, A) D(u, A). 

Dkmonstration. (i) D’apres la proposition 8(ii), on peut choisir une 
base de gieO (01‘1 s, E W est la symetrie par rapport a a) telle que bY(s, , u, A) 
soit represente par la matrice diagonale D(u, A) D(u, -A)-‘. On a done la 
relation: 

VW E FEY, w(u, A) D(u, -A) = W(S,CJ, s,A) D(u, A). 
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Le kikme coefficient de w(u, A) est done divisible par P,,&,J. Tous les 
coeffkients de la h&me ligne de (‘w, ,..., ‘w,) sont done divisibles par 
P,,&,), et la partie (i) du lemme 5 est dkmontrte. 

(ii) Comme u E K :‘, on a: ~(a, A) s y(u, A, a) = 0 pour tout 1 E A”(a). 
Comme Im S(u, A, a) = Ker B(s,, u, A) il rksulte de la proposition 8(ii) que 
si 

Po~fi(n,> (Pk = o on a (Pi E Im sY(u, A, a). 

D’oti ~(a, A) (Do = 0. 
11 en rizsulte que les Gments de la kiime colonne de u sont divisibles par 

PUnfi(A,) ce qui prouve (ii) et le lemme 5 est dtmontrt. 

DPmonstration du lemme 4. Soit a, une racine simple. I1 rtsulte du 
lemme 5 que l’on peut rG.crite (*) sous la forme: 

U(u, A) = (VI ,...) 0,) N(o, 1) W(u, 1). 
Mais d’aprh la dkfinition de W(u, A) et ce que l’on a vu A propos de 
det(‘w, ,..., ‘w,) on a: 

det W(u, A) = b,b(u, A) n Pzy(A). 
asA + 
aZaO 

RCsolvant l’kquation tY(u, A) = (v, ,..., u,) N(u, A) W(u, A), oti N est l’in- 
connue, par les formules de Cramer, on en dkduit qu’il existe des fonctions 
polynomiales en A, qik(u, A) telles que: 

On a done montrk que pjk(u,A) est divisible par P:;(A) pour toute racine 
simple a. Mais dans (* *) njk, b et d sont invariantes sous W. Compte tenu 
du lemme 1, on en dtduit la relation 

pjk(wu3 wn> 1-I %T(-~) pry =Pjk(“Y n> n ‘%d-‘) pry’ aoS(w) QES(W) 
Soient a E A’ et w E W tels que wa soit une racine simple a,. En particulier 
a 6? S(w). Comme pjk(wu, WA) est divisible par 

il en rkulte que Pjk(u, A) est divisible par P$@). 
Nous avons done dkmontrt que pjk(u, A) est divisible par &eA + P:,(A). 
11 en rtsulte que la fraction rationnelle b(u, A) d(u, A) njk(u, A) n’a pas de 

p6les dans l’ensemble des A E a* tels que Re 11, > 0 pour tout a E A ‘. 
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L’invariance sous le groupe de Weyl montre que 

b(u, n) d(“, 3L) njk(", n) 

n’a pas de poles ce qui prouve le lemme 4 et le lemme 3 en resulte. 
Pour conclure la demonstration nous avons besoin d’une lemme. 

LEMME 6. L’espace engendrt! par les d(u, ,..., u,) (resp. b(w ,,..., w,)) 
lorsque v, ,..., v, (resp. w, ,..., WJ dkcrivent Fz” (resp. Fi”) est &gal d Fr. 

Dhonstration. On sait que, d’apres la proposition 10, Fy s’identifie a 
S(a)“u oti W, est le stabilisateur de u dans W. D’apres [ 121, L(a) ayant un 
unique K-type minimal, W, est un groupe engendre par des reflexions et 
S(ll)“~ est une algebre de polynomes d’apres le theoreme de Chevalley. 
D’autre part comme Ff’Fr c Ff” (resp. F~F~yc F:q, les espaces consideres 
sont des ideaux de F:“. 

D’autre part, d’aprts la proposition 12, le premier espace consideri: est un 
ideal de s(a)“c saris zeros. Le theoreme des zeros de Hilbert permet de 
conclure que cet ideal est egal a F’,““. Notons y* (resp. E*, resp. a*) la 
contragrediente de y (resp. E, resp. u ou u E ~7). Soit v’ E F$‘*. Soit w(u, A) le 
transpose de v’(u*, -A). 11 resulte de la proposition 2 que w E FEY. 

11 resulte de ce qui precede que l’espace engendre par les b(w, ,.... ws) oti 
w1 ,..., w, dtcrivent F,EY est egal a FF. 

Fin de le Dhnonstration de la Proposition 13. Choisissons v,,..., 11, E cE, 
w, ,..., w, E cy tels que pour u E Z 

A + det(u, ,..., u,>(u, 1) = 4, n G-A) 

et 

A -+ det(‘w, ,..., ‘w,)b 1) = b, n P:y(O 
aeA+ 

De tels elements existent d’apres le lemme 6. Soit alors u E KtY Alors 
le lemme 3 applique a u et a (u, ,..., v,), (wi ,..., ws) implique que u = 
(v 1 ,*-*, ~,W(‘W, ,***, ‘w,) oti M est une matrice a I lignes et s colonnes a coef- 
ficients dans F”,“, ce qui acheve la demonstration de la proposition 13. 

5. On fixe sur it, un produit scalaire grace a la forme de Killing de 
g. On note ]j . ]) la norme qu’on en diduit. 

LEMME 7. Soit 6 E I? et u E fi. Alors si u est contenu duns 6 on a: 
Ilull < IlSll. Si en outre ]]a]] = /IS]] on a ]u] = 6. 

Dkmonstration. Cf. [8, section 14, prop. 11. 
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6. Soient 6, y E k. On detinit Jsy l’espace des applications (a, A) + 
~(a, A) E Hom(aL, at), c E &, 1 E a*, polynomiales en 1 pour (5 E fi fixi 
et verifiant: 

VWE w, vu E Ii& u(wu, WA) bY(W, u, /I) = bS(w, u, A) u(u, A), 

Va E A+ simple, vu E fi, Vk EA”(u), 

v(u’, A’) sY(u, I, a) = SyJ, 1, a) u(u, #I) 

(les notations sont celles de la proposition 8). 
Clairement on a FSY c J 6y. Nous allons demontrer les principaux resultats 

sur les espaces FSy. 

THBOR~ME 1. Soient 6, y E I?. Soit r un nombre Gel positif: Soit NfY le 
sous-espace de Jay forme’ des v E Jsy tels que: 

VA E a*, VUEA?, ~~u~~>r~u(u,~)=O. 

Alors on a: 

Dbmonstration. (i) Soit -5 E R tel que llell < r. On a clairement 
FsEFv c FSY c J”? D’autre part si u E & et 1) u[I > r, u n’est pas contenu dans 
E d’apres le lemme 7 et done v(u, A) = 0 si u E F’“. Done Nfyx .&,r FSEFEY. 

(ii) Montrons l’inclusion dans l’autre sens. Soient r, ,..., rP les 
longueurs des u E fi tels que k?f # 0 et 8: # 0 rangees en ordre strictement 
croissant. 11 suffit de prouver le theoreme pour r = r, ,..., rP et rP+, = rP + 1. 
Pour r = r, la proposition se reduit a 0 = 0. Supposons la proposition 
demontree pour r,-, . Soit u E Nf,y. Notons E, ,..., E, les elements de Z? de 
norme rf-i tels que pour tout u E tj, u est contenu dans 6 et y. Soit uj la 
restriction de u a a* x fj. On a vj E KY. En effet soit u E tj, Alors 
I/uIJ = rt-,. Soient a E A+ simple et 1 E a* avec J. E A”(u). Alors avec les 
notations de la proposition 8 on a: 

s’(u, A, a) u(u’, Iz’) = u(u, 1) sY(u, 1, a). 

Mais d’apres la proposition 8(iv) et le lemme 7 on a l)u’II > llull. Alors 
comme u E Nfty on a u(u’,L’) = 0. D’ou v(u,L) sy(u,;l, a)=O, et vjE Kfiy 
comme annonce. Alors d’apres la proposition 13, vj E Ff”gy. uj est done la 
restriction a a* x gj d’un element wj E F6”jF”jY. Soit k = l,..., s, k # j. On a 

580/47/l-4 
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wj(o,L)=O pour tout AEa* si oEsk. En effet on a alors lJuI/ =lIsJ et 
1 u I= sj. Done sj ne contient pas u et l’on a bien wi(u, ,4) = 0. Posons 

On a alors u E N,,-,. Alors l’hypothese de recurrence montre que: 

v E \’ FS”FEy. 
zk 

lIEI < rl 

Q.E.D. 

TH~OR~ME 2. Soient 6, y E k. Alors Jay = FSy. 

Dhonstration. Soit r E R avec r > sup(llyll, IlSll). Alors si u E &!l verifie 
l[ull> r, u n’est contenu ni dans 6 ni dans y. D’ou NFY= Jsy. 

D’autre part d’apres le theoreme 1: 

Done 

J”Y= \‘ )+‘“Y 

a 
II&II < r 

Comme FSEFEy c FSY et que F”Yc Jsy on a bien Jsy = FSy. Q.E.D. 

THBOR~ME 3. Soit 6 E I? et N’” l’idbal de F”’ formt des v E F”” tels 
quev(u,1)=0pourtoutuE$etkEa*.Alors: 

N”s = \‘ F”“F”S 
a 

II&II < IIN 

Dhonstration. Soit r = Il611. 11 resulte du lemme 7 que NfS = N’“. Le 
thtoreme 1 donne alors le resultat voulu. 

V. TRANSFORM~ES DE FOURIER DES FONCTIONS Cm A SUPPORT COMPACT: 
PREMIERES PROPRI~T~S 

1. On fixe sur a,, la norme deduite de la forme de Killing de g,, 
. . 

restremte a a,, , que l’on note 1) . 11. Elle est invariante sous l’action du groupe 
de Weyl. Pour a E A on d&nit Ila II= IlXll si a = exp X avec X E a,. Pour 
gEGond~finitIIgll=Jlallsig=k,ak,aveck,,k,EK,aEA.Ilgllestbien 
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defini car darts la decomposition g = k,ak,, a est unique a l’action du 
groupe de Weyl pres. Pour r > 0 on definit B, = (g E G/l] gl/ < r}. B, est 
alors un ouvert de G, biinvariant par K. 

2. On note Q = C?(G) l’espace des fonctions sur G, C”, a support 
compact. Pour r > 0, on note rQ l’espace des fonctions C” sur G, a support 
compact dans B,. On munit r9 de la topologie definie par les semi-normes 

Pr,,,,(~> = SUPg~G I(’ * a, * ‘)(g)l, p E $3 ‘9 ’ E lll. 
Muni de cette topologie, r5? est un espace de Frechet et Q = U,.,,, rg 

muni de la topologie de la limite inductive est un espace L.F. Y est aussi une 
algebre pour la convolution. 

Pour 6 E I? on notera x8 le caractere de 6, normalise de telle sorte que 
xs *xs =xs* On regardera xs comme distribution sur G. Pour 6, y E I? et 
r > 0 on definit: 

On notera QcKj (resp. r57& la somme algebrique @s,yef ,g’q. acK, est le 
sous-espace de g forme des elements K-finis i droite et a gauche. D’autre 
part remarquons que @y=xs * 5? * xY, $JsY=xg * r9 *x,,. En outre si 
cp E 3 ah P = Cs,YE~ xs * p* xY la convergence etant absolue dans $9 
(cf. [ 14, 4.4.2.11). La proposition suivante est immediate: 

PROPOSITION 14. (i) V/3, y, 6 E R, &Jay * gya c 5Y8. 

(ii) Soient 6, y E I?, (n, LP) un G-module (oti LP est un e.1.c. complet) 
v E ipy, w E Ips et rp E $ avec x(v)) v = w. Alors il existe cp’ E $3sy avec 
7c(qf) v = w (on peut prendre 9,’ = xs * a, * x,). En outre n(C2”3 Pyc 56”” et 
siPEK,p#;,n(~-“3iP4={0}. 

3. Nous reprenons les notations de 11.2. On se tixe comme en II.5 
y, 6 E K, a E E,, b E Es avec l/all = llbll= 1. Pour o E 59, c E &?, 1 E a* on 
definit Gzl(a, 1) E Hom(Q, a:) de la facon suivante: Soit e E 8:. Alors 
f = eii(u, n) e est l’element de 8: tel que r,,(xs * (D * xy)(C(a)) = 
3(b) + Cs?(b’) ou 6’ parcourt une base de l’orthogonal de b dans Es. 

Dans la suite nous noterons cpsy = xs * v, * xy, rZ(v> = r,,W3 we l’on 
regardera aussi comme un element de Hom(LY(a), L’(o)). Pour v, E g, on 
note 4 l’application qui a (a, A) E A X a* associe 

~$(a, A.) = rcl(v)): L”(u) --+ L”O(0). 

$ est appelie transformee de Fourier de rp. 
Soit alors r > 0 et E E I?. Avec les notations ci-dessus on definit: X” y (resp. 

Jsy) I’espace des applications (a, 1) + @il(u, A) ou (u, 1) E k x a* et cp 
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dkrit @ (resp. ,g), Xfy (resp. ,X:3 l’espace des restrictions des ClCments de 
Xsy (resp. ,X”r) i fx a*, SPY r ( esp. ,227”3 l’espace des applications 

(0, A) --f r2 (~1 E H4LY@), L”(u)) 

oti (a, A) E A? x a* et a, dkrit 9 (resp. ,g), Xty (resp. ,-‘Kfq I’espace des 
restrictions B E” x a* des Clkments de Xsy (resp. ,%“3. On d&kit kgalement 
X,,, (resp. rX&, resp. X, resp. ,X) l’espace des transform& de Fourier 

, * 
des elements de g(K) (rw. 3&j y 9, ,a). On a de maniire analogue B la 
proposition 4: 

PROPOSITION 15. (i) Xay (resp. ,Xsy, Xfy, ,X:“) ne dbpendpas du choix 
de a et b, et est obtenu d& que dans la dtjfinition v, d&rit gay (resp. ,.GJ’ y, 
GP, &PY). 

(ii) Soient rp E 22 et u E &f. L’application A -+ &a, A) E Hom(L”(u), 
L*(u)) (resp. A + @fL(u, A) est holomorphe en A. 

(iii) Zdentflant Hom(LY(u), L”(u)) 2 

I-h-@:, at> 0 HOME,, Es), 

on a pour r > 0: 

XsY= Xsy @ Hom(E E ) Y’ s, ,.X8 y = IX6y @ Hom(E,, E,), 

2F~y = Xfy 0 Hom(E,, E,), r2T~Y= rX”y@ Hom(E,, E,). 

(iv) V~J, y E 22, Vu, u E W 

(u * rp * w * 0) (6 A) = rol(u) Q(o, A> VW, A> roA(u). 

(v) Pour tout r > 0 et tout /?, y, 6 E Z? on a 

,XdyFy4 c ,Xa4, 

FSYXDc Xs4 r r 2 

xscP c x64, 

X”Y%Y~ c 28-S”. 

4. Normes 
On fixe sur it,* la norme 11 . )I dtfinie g&e A la forme de Killing (cf. IV.5). 

Rappelons (cf. V.1) que l’on a fix& une norme sur a,, provenant d’un produit 
scalaire. On en dkduit une structure d’espace de Hilbert sur a*. La norme 
ocrrespondante sur a* est not& 11 . 11 et le produit scalaire (., .). Soit u E fi. 
Sur L(u) on d&hit un produit scalaire par: Vq, y E L(u), (IJI, y) = 
J’, (rp(k), v(k)) dk od dk est la mesure de Haar normalike sur K et le produit 
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scalaire sous le signe somme est le produit scalaire sur E,. On note L*(a) 
l’espace de Hilbert complete de L(o) pour ce produit scalaire; on a L(a) c 
Lrn(u) c L*(o). 

Pour TE Hom(L’O(u), L”O(u)), on dlfinit 11 i”j( = supos~m~,~,ll~lI~, 11 Ty,Ij. Si 
11 TII < co on note encore T le prolongement continu de T a L*(u). 11 est bien 
connu que si A E ia,*, rcl est une representation unitaire de G dans L*(u). 

Soient 6, y, E E K et r > 0. On notera ,.H6Y l’espace des applications 
(a, A) + F(u, A), oti (a, A) E A? x a * et F(u, A) E Hom(Zi, 8:). qui verifient: 

H. 1. Vu E A?, l’application A + F(u, A) est holomorphe en A. 
H.2. VnE N, 

clr,n(F) = su~,,,~,,kJl +II~I12+II~I12~n~~r”Re~“Il~~~~~~ll < 00. 
H.3. VW E W, Vu E A?, b’(w, u, A) F(u, A) = F(wu, w/i) bY(w, u, A) oil 

l’igalite est une egalite de fonctions miromorphes en 1 E a* (cf. prop. 8 et 
III. 1 pour la definition de b’(w, u, A) et bY(w, u, A)). 

H.4. VuEti VaEd+, simple, VL E A “(a), ~‘(0, A, a) F(u’, A’) = 
F(u, A) sy(u, A, a) (cf. prop. 8 et 111.1 pour la definition de u’, A’, A”(u), 
s’(u, L, a), sy(u, 1, a)). JLaY muni des semi-normes qr,, est un espace de 
Frechet. On difinit LZsy= Ur>O r sy Hay que l’on munit de la topologie limite 
inductive de celle des ,Hsy. HSY est done un espace L.F. On dtfmit igalement 
,.Hfy) qui est I’espace des restrictions i f x a* des elements de rHSY (resp. 
Hsy). Identifiant, pour u E A 9 

Hom(LY(u), L’(u)) i Hom(Bz,at) @ Horn@?,, E,) 

on definit 
r~~osy= ,.HSY@ Hom(E,,E,), 

,Fsy= Hay@ Horn@,, E,). 

Ces espaces sont des espaces d’applications 

(a, A) E k x a * + F(u, A) E Hom(L Y(u), L’(u)). 

Enfin on definit $Y l’espace des applications (a, A) + F(u, A) ou (a, A) E 

A? x a * et F(u, A) E Hom(L”O (a), La(u)) virifiant 

?‘l. Vu E A?, l’application A + F(u, A) est holomorphe en /z . 

.r2. Vn E N, vu, u E U(f) 

4 r,n.u,“(F) = ( ,;z$x,,* (1 + l/~/l2 + 11~11’>” v. 
x epriiRe*” IIroA(z4) F(u, A) yVA(u)II < co. 

,W3. Soit 6, y E L?. On note FaY(u, A) = PtF(u, A)I,,,, ou PE est le 
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projecteur orthogonal de L*(a) sur L’(a). Alors pour tout o E A et w E W 
on a l’egalid de fonctions meromorphes en J 

P(w, (I, 1) FyJ, /I) = F”Y(wu, d) BY(w, u, A) 

d%“4. Vu E A, Va E A+ simple, VA E A”(u), 

syu, I, a) Fyu’, A’) = F”Y(u, A) syu, A, a) 

(cf. prop. 8 pour la definition de A”(u), u’, I’, S(u, II, a)). 
On munit $Y des semi-normes qr,n,u,v, n E N, U, u E U(f). +Z’ est ainsi 

un espace de Frechet. On note ST = Ur>O ,.j%” que l’on munit de la topologie 
limite inductive de celle des $K Remarquons que l’on peut munir Z (resp. 
,.GY) d’une structure de K x K module en posant 

VF E 2 (resp. ,Z), Vk,, k, E K 

(WI y kJ F)(u, A> = r,,@;‘) Fb A) r,,(k). 

Alors on voit facilement que la composante isotypique de type (6, y) E 
(K X K) de Z (resp. +T) est egale a Zsr (resp. ,Z”3. Pour FE ST on 
note Fsy la composante de F dans ,T”y. 

PROPOSITION 16. Soit r > 0. Alors: 

(i) $27 c +P et I’application q + 4 de rG9 dans $T est continue. 

(ii) vs, y, E E B, ,Xayc ,Hsy, ,Xfyc ,.HzY, 

,.Py c .GP 3 ,,X‘~Yc ,A?;‘, .%’ c 2r, 

X'J'c Hsy > Xsyc Hsy E E * 

DeTmonstration. Clairement (i) implique (ii). 11 suflit done de prouver (i). 
Clairement les elements de $&” verilient xl, Z3,Z4. Nous allons montrer 
que les elements de r.K veritient 22. Pour cela nous aurons besoin de 
quelques lemmes preliminaires 

LEMME 8. 

Vr > 0, vg E B,, VuEiGi, VAELl”, 

1) roA( g)ll < er’lReA”. 

D&monstration. Pour tout k E K et L E a*, r,,(k) est unitaire, done 
ljr,k(k)ll = 1. Notant p = (X E a, ) Va E A+, a(X) > O}, il suffit done de 
dtmontrer: 

VuEti, VA E a*, Vr > 0, VXE cl, 

1) XII < r 3 11 r,,(exp X)/l < erllRe*I! 
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Soit alors X,, E c avec llXOll < r. Notons a, = exp X0. Pour g E G on notera 
s=k(g)4d4d avec k(g)EK,a(g)EA, n(g)EN. Soit tyEELa’(a). 

On a alors: 

Ilr,,ih) v/II* < ‘“,yp 4&1W2ReA) i, IIv44~;‘k))ll* 4~,‘WZP dk. 

Mais 

J K IIv&?k)11* 44WzP = Il~,,hJ v/II*. 

Comme r,,(u,) est unitaire, on en dkduit: 

~lr,,(u,) c1/~~2 < supk~&(~;1W2Ren II wll’>~ 

D’oti: 

Mais d’apris [7, th. 4.11, on sait que l’ensemble 

(X E a,, I 3k E K, exp(X) = u(u;‘k)} 

est &gal A l’enveloppe convexe dans a $ des points -wX, oti w dkcrit W. On 
en dkduit immkdiatement: 

et le lemme est dkmontrk. La forme de Killing de o,, est dkfinie positive sur 
it, @ a,. On en dkduit un produit scalaire sur b* = t * @ a* puis une norme, 
WC invariante sur t, * qui prolonge les normes dk.jB dkfinies sur t* et a*. 
D’autre part, d’aprks Harish-Chandra, il existe un isomorphisme @: Z(g) -+ 
S(VWC tel que pour tout (a, A) E A X a* et z E Z(g), rUA(z) soit une 
homothttie de rapport @(~)(a + A) (oti u E fi est regardi: comme kltment de 
.B,f c t*>. 

LEMME 9. Pour tout n E N, il existe Q, .*a Q, E S($)wc tels que: 

VvEt)*, (1 + IIvII~)~ G C IQi(v>l* 
i=l 
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Dhnonstration. On sait, d’aprb un theoreme de Chevalley, qu’il existe 
des polynbmes homogenes Y, ,..., Y, E S(b) tels que tout P E S(t)) s’ecrive de 
maniere unique P = Es=, PiYi avec Pi E S($)wc. 11 est clair qu’il existe 
n, E N et C > 0 tel que pour i = l,..., s, Vv E b*, 1 Y,(V)1 < C(l + I/ v/[~)‘@. De 
m2me il est clair que pour tout n E N il existe des polynGmes 

Q, E S(b) tels que C( 1 + 11 vI(‘)~+~~ < Cj”= i I Qj(V)I * 
g; L’&=, Q, Yi oti Q, E S(b)“c. On a alors 

lbrivons 

vv E t)*, CC1 + IIvII*)~+“’ G Xi,j I Q,(V)1 ) Yi(v)l. 

D’ou Vv E Ij*, (1 + /Iv~/~)~ < Ci,j I Q,(v)/ et le lemme est demontri. 

Fin de la dhnonstration de la proposition 16. D’apres le lemme 8, et les 
definitions on a, pour cp E $2 (en notant pour r > 0, U, v E U, P,,~,” la semi 
norme sur $3 delinie par p,,,,,(p) = SUP,,~ I(u* (p* y)( g)l pour cp E ,g): 

vu, v E U(f), vz E Z(9), 

sup (U,I)EfiX a* II r,,((zu)* v* ~111 e- r”ReA” ,<Pr.,,,,,(rp). 

Comme r,(z) est une homothetie de rapport @(~)(a + A), on deduit du 
lemme 10 que pour tout n E N il existe des elements zi ,..., zI tels que: 

Ceci achke de montrer que ,.2T c +F et que Ed -+ Q est une application 
continue de $3 dans +T. La proposition 10 est demontree. 

VI. TRANSFORM~ES DE FOURIER DES FONCTIONS K-FINIES A DROITE ET A 
GAUCHE,ET d, SUPPORT COMPACT 

Dans ce paragraphe nous allons essentiellement comparer les espaces 

r.Xsy et $P’(r > 0,6, y E R). 

1. Rappelons le thiortme de Paley-Wiener spherique du a 
Helgason. 

PROPOSITION 17 (Helgason, cf. [5]). Soit r > 0 et e0 la reprksentation 
triviale de K. Les espaces rp;EO, ,Z:““, ,.HzEO, r~2E0 sont kgaux d respace 
,.pw oli I9 est respace des transform&es de Fourier usuelles des fonctions 
Cm sur a,, ci support compact contenu dans une boule de centre 0 et de 
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rayon r (la norme sur a,, est la normefixke en V. 1) et r9w le sous espace de 
g? forme’ des PlPments invariants sous W. 

2. Nous allons ltablir dans ce numCro et le suivant des rksultats 
nkessaires i l’ttude des espaces Xi’, 6 E k. 

LEMME 10. Soit B la base de A, correspondant d Ad, Alors C = 
(ylpI yE B, yIaE A+(g, a)} est une base de a* et tout t%!ment de A s’kcrit 
comme combinaison linkaire ti coeflcients entiers d’&!ments de Z. 

Dtfmonstration. (a) Reparquons d’abord que si y E B et yip # 0 on a 
soit yIO E C, soit -y I,, E Z. B &ant une base de A, il en rtsulte que ,?Y 
engendre a* et que tout klkment de A s’kcrit comme combinaison linkaire I 
coefficients entiers d’ilkments de C. 

(b) 11 suffit done de dtmontrer que Card C = dim a*. Montrons 
d’abord que B, = { yl, I y E B) est la base de A! relativement B A:. Par 
dkfinition de AZ on a bien B,cA: et tout Climent de At s’krit comme 
combinaison linkaire i coefficients entiers positifs d’kltments de B,. D’autre 
part si p E B,, i.e., ,8 = yl, avec y E B, n’ktait pas simple dans A:, y E B ne 
serait pas simple dans Ad. Une contradiction qui montre que B, est form& de 
racines simples. Comme d’apris ce qui pr&de B, engendre t * il en rksulte 
que B, est la base de A, relativement i A:. Done Card B, = dim t*. 
Considkrant l’application y E B -+ yl, E B,, on voit que Card B = 2 Card Bf - 
Card(B,nAG) puisque yItE B, a deux ant&dents i savoir y et 19y sauf si 
yIa = 0 auquel cas ylt n’a que y = By comme ant&dent. D’autre part, 
considtrant l’application y E B + yla on obtient 

D’oti 

Card B = 2 Card C + Card(B,n AZ). 

2 Card B = 2(Card B, + Card Z) 

Comme CardB=dimt*+dima* et CardB,=dimt* on a bien CardC= 
dim a* et le lemme est dtmontrt. 

Soient Z = (a, ,..., a,} et <, ,..., & les tltments de a* d&finis par (C), = 1 
ou 0 selon que i = j ou i #j. Soit 6 E 9:. Pour i = l,..., 1, on identifie g ai g 
50(2n, + 1) comme en 1.7. Alors avec les notations de 1.6, 1.7, 111.5, 6” = 61, 
est un klkment de ,$a et l’on peut kcrire 6”1= 
vs = 2(JT!_, s;jr,) E a*. Alors on a 

(Syi,..., 6:;). Nous poserons 

LEMME 11. Pour tout 6E9:, l’e’le’ment ,uS=6+vs de t)*=t*@a* 
est un Gment de 9: . 

Dkmonstration. Soit d’abord y E B avec yla = 0. Alors yl, E Ai et l’on a 
b”), = 6, E N puisque 6 E 9:. 
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Maintenant soit y E B avec y],, # 0. Alors y10 = far, pour un i compris 
entre 1 et 1. Notons ,f3 = ylt. Alors /3 E Bf et d’autre part: 

WY= MI’ 
11811’ + llail12 a’ * 

llaill* 

IIPII” + Ilaill* (“s)ai’ 

On effectue le calcul dans 9”’ N 50(2n, + 1, 1) ou l’on voit que ]]/I]] = IIaill et 
l’on a (Jo’&= f((8Pi)4 f 26:;). Mais (Pi)B = 2s:’ pour unj compris entre 1 
et n,. On a done @s)y= Syi f 8:;. Comme Pi E S&, on a bien @‘),E N. 
Nous avons done demontre que pour tout y E B, @s)yE R\l ce qui achive la 
demonstration du lemme. 

3. Soit alors 6 E 9: et (n, Eg6) la representation de g de plus haut 
poids #. Notons que si 6 E I?, rc se releve en une representation de G notee 
encore TC. Dans la suite nous supposerons 6 E R. On munit E,” d’un produit 
scalaire invariant par I, 0 ip, qui est une forme reelle compacte de g (ici 
go = I, 0 p0 est une decomposition de Cartan de go). On choisit un vecteur 
e, E E,’ de poids ps sous h et de norme 1. L’etude des poids de EP6 sous t 
montre que 6 E g est contenu avec multiplicite 1 dans E,,* et que 
(eGd) E (E,8)b. Si l’on denote par CJ E I%? l’element de I@ de plus haut poids 
6E.?f+c9”,+, on voit de meme que u E fi est contenu avec multiplicite 1 
dans E,,* et que e,a E (Ellb)O. Ceci nous permet de regarder E, et E, inclus 
dans E,&. 

Introduisons la fonction cg( g) = (e p8, z(g) euB), g E G. Clairement cg est 
C” et v&lie xs * cg = cg * xs = cg. Soit o0 E r%?EoEo oti s, est la represen- 
tation triviale de K. Alors (o = c~(D,, est un element de ,.5?“. On se lixe 
b E E, un vecteur de poids 6 et de norme 1. On va etudier @if(o, 1). Comme 
u E 6 on a dim 8: = 1 et l’on identifie a: a C. Alors pour ,l E a*, $,“g(u, A) 
est un scalaire egal a (r,,(o) b, 6) ou b est regarde comme un element de 
L’(u) = E, et ou le produit scalaire est celui defini en V. 4 sur L”(u). De 
meme ($,)“0”0(~,,~) (ou s0 est indifferemment la representation triviale de K 
ou de M) est un scalaire. 

LEMME 12. Avec les notations prPc6dentes, on a: 

VA E a*, &f(u, 1) = (dim E,) (dim E6) ~ * c@“(E,, , L + v”). 

Dkmonstration. D’apres ce qui precede on a: 

c,(g) %(dk&) bT b) 4s 

Utilisant la formule d’integration lice a la decomposition G = KAK (cf. [6, 
prop. X.1.171) on en deduit: 
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avec D(a) = C naed + (am - a-=) oii C est une constante d&pendant des 
normalisations des mesures sur A et G. Mais q,(k,ak,) = coo(a) pour 
k, , k, E K, a E A. l?valuons alors: 

s(a, 1) = !, XK (eps, 7~ (k, ak,)(r,,(k, ak,), 6,b) dk, dk,. 

Soit (e, ,..., e,) une base orthonormee de E, regarde indifferemment comme 
sous espace de L(a) ou E,&. 11 resulte aisement des relations d’orthogonalite 
de Schur que l’on a: 

s(a,n) = \’ 
i<rj<n 

(dim EJ* (ej, $a> ei)(r,,l(a> ei, <iI. 

Decrivons plus precisement les elements de L*(o) 5: E,. Soit (e, ,..., e,) une 
base de E, c E,. Alors on a e,(k) = CL=, (ei, 6(k) e,) e, pour i= I,..., 1. 
Maintenant, pour k E K et a a E A on ecrit a-‘k = k,a,n, avec k, E K, 
a, E A, n, E N. Alors 

(,-,,(a> ei, ej> = mi, JK a,*-‘(ei, WJ e,)(ejy d(k) em) dk. 

Tenant compte des egalites (e,., 6(k,) e,) = (e,, n(k,,) e,), (e,i, 6(k) e,) = 
(n(k) ej, e,) on voit que: 

S(a, A) = (dim Es)-* y 1 ai’-“(n(k-‘) ej, e,) 
1 <r&n K 
l<rn<l 

Soit encore 

X @(a) ei, ej>(n(ko> e, , ei> dk. 

,S(a, A) = (dim EJ* x 1 a;‘-P(n(k-‘ak,) e,, e,) dk. 
I<rn</ K 

Mais k-‘ak, = n; ‘a;‘. D’ou 

s(a, A) = (dim Eg)-’ 1 J a;“p”(n(n;‘a;‘) em, e,) dk. 
I<rn</ K 

Mais e, E E, c E,a est de poids ,u’ IO. = Y’ sous a et (rr(n; ‘a; ‘) e,, e,) = 
a0 --‘. D’ou 

.S(a, A) = (dim’E,)(dim Es)-* I, a;‘-p-us dk. 
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Dow 

&(a, A) = lA lK (dim E,)(dim E,))* o,,(a) ~;*-“-““~(a) da dk. 

Le lemme resulte immediatement de cette dernibre formule en l’appliquant 
egalement au cas oti 6 = s0 et u = sO. 

4 

PROPOSITION 18. Pour tout r > 0 et 6 E Z? on a: 

(i) ,Xi’ = ,Hg”, 
(ii) ,Ki” = ,A?$“. 

D6monstration. D’abord, d’apres la proposition 16, on a ,Xi’c ,Hi6. 
D’autre part, d’apres les definitions, ,Hi” s’identifie a ,.YwO oti W, est le 
stabilisateur dans W de o E fi, identification que nous ferons dans la suite. 
Mais, d’apres le lemme 12, rXSS contient l’espace des fonctions 

AEa*+F(A)EC avec F(A) = G(A + vs) oti G E rX2E”. 

Or, d’apris la proposition 17, &;‘o = rsYW. On a done 

I‘? wu 3 ,.Xi’ 3 {F IA+ F(A), F(A) = G@ + v’) ou G dtcrit .,Y”“}. 

On en deduit que v’ est invariant sous l’action de W,. D’autre part ,Xi’ est 
stable sous l’action de Zi” d’apris la proposition 15(v). Mais Zi” s’identifie, 
d’apres la proposition 10 a S(a)“0 et Zi” agit alors sur ,.Xi’ par 
multiplication des fonctions. Comme d’apres [ 91, on a: 

S(a)“0 r’ pw- yw, -F’ 3 

en faisant le changement de variable A+ A - vs (qui laisse stable ,..PW” 
puisque W, stabilise v”) on obtient rYWq c ,.Xi’. Comme on a deja vu que 
rX;s c ,H;” = *YwW,, la partie (i) de la proposition en resulte. (ii) resulte de 
(i), de la definition de ,Xi’ (cf. V. 5) et de la proposition lS(iii). 

5. Soient y, 6, E E Z?. On detinit: 

,Y~Y={FE,H~Y~V~~E,VaEd’,simple, 

VA E A*(a), F(o, A) sy(a, 1, a) = O}. 

’ Je remercie Barlet pour m’avoir fourni une dimonstration de I’tgalite S(a)“” ) b” = 
r yawn, avant que je ne prenne connaissance de 191. 
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PROPOSITION 19. Soient u, y, E E 8. On suppose que pour tout u E f, 
8: # 0 et 8: # 0. Alors on a: 

Dkmonstration. (a) Si un element de ICP est divisible, comme fonction 
analytique, par un polynome, elle est divisible dans r.P par ce polynome (cf. 
19, 2.61). 

(b) Sur I’ensemble des A E a * verifiant Re A, > 0 pour tout a E A ‘, la 
fonction 1 naEA + P&(-A)1 est bornee inferieurement par une constante 
strictement positive. 

(c) Tenant compte de (a) et (b), la demonstration de la proposition 19 
est analogue a celle de la proposition 13 ou l’on remplace rC’ par ,.H”,“, Kfy par 
r e, et oti la proposition 18 joue le role de la proposition 10. 

6. Le theoreme suivant decrit l’espace des transform& de Fourier 
des elements de gCKi. 

TH~OR~ME 4. Vr>O,V&yERona: 

(i) JsY= ,.HSY= CEERFSE,.HEEFEY, 

(ii) Jay = ,Zsy, 

(iii) &&, = +P&, . 

Dkmonstration. Le point (i) se deduit de la proposition 19 comme le 
theoreme 2 se dtduit de la proposition 13. 

(ii) resulte alors de (i), de la proposition 15(iii) et de la definition de 
pPY (cf. v. 5). 

(iii) est une consequence de (ii) et des definitions. 

Au passage on remarque que la demonstration du theoreme 4 et l’injectivite 
de la transformation de Fourier (voir plus loin) donne: 

THBOR~ME 5. Le sous espace vectoriel de G engendre’ (algibriquement) 
par les fonctions u * (c,~) * v ozi u, v E 111, 6 E k et rp dtkrit les Gments de 
Q biinvariants par K, est kgal d gCK,, sowespace de 9 ford des e’lkments 
K-finis ci droite et 6 gauche. 

IV. THBOR~ME DE TYPE PALEY-WIENER POUR L'ESPACE G =C,"(G) 

1. Formule d’inversion de Fourier. Thkorgme de Plancherel 

On dirtkit P* l’espace des applications (a, A) -+ F(a, A) oti (a, A) decrit 
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A X ia,* et F(o, A) est un operateur de Hilbert-Schmidt dans L*(a), verifiant: 

\7 ’ L” J Tr(P(o, 1) F(o, A)*) m(u, A) d1 < 0~). 
osM ia; 

Ici dA est une mesure de Lebesgue sur l’espace vectoriel reel ia,* et m(u, A) = 
dim E, nacr (a + p, + v)(H,). Ici Z est l’ensemble des a E A, tel que le 
sous-espace Q, de 8 de poids a sous h soit contenu dans n. On ditinit sur Y* 
un produit scalaire hilbertien par: 

VF, G E 9*, (F, G)= K’ 
1 Zii i$ 

Tr(F(u, 1) G*(u, A)) m(rr, 2) d1. 

Alors on a la proposition suivante, qui est un cas particulier de la formule de 
Plancherel pour les groupes semi-simples reels due i Harish-Chandra: 

PROPOSITION 20 (cf. [ 13, 8.15141). (i) Pour (D E C:(G), la resrriction 
de $ 2 I@ x ia,* notie encore 6 est un e’lkment de 2”. 

(ii) II existe une normalisation de la mesure de Haar de G telle que 
l’application 9 + U; de C,“(G) dans 9’ se prolonge en une isomktrie 
despaces de Hilbert de L*(G) dans 9’. Cette isomktrie sera encore notke 
P+& 

(iii) Pour v, E C:(G) on a la formule d’inversion de Fourier: 

VgE G, v(g)= \’ . J ZG iS 
Tr($(o, A) r,,(g-‘)I m(u, A> d. 

2. Le lemme suivant est facilement diduit de la proposition 8 de 

121. 

LEMME 13. Soit X E a,. I1 existe des fonctions C” sur K, x, ,..., x1, 
Y 1 ,***3 Y m, avec y, ,..., y,,, invariantes ci droite par M, des polyno^mes P, ,..., P, 
sur a* et des e’lkments X, ,..., X, E f tels que: 

VUEA?, VA E a*, vrp EL(u), 

(r,,(X) P)(k) = i xi(k)(ro*(Xi) P)(k) + 5 YjCk) Pj(n> VCk)* 
i= I j=l 

Le lemme suivant resulte immediatement des definitions et du lemme 
precedent. 

LEMME 14. Soient FEZ et X E a. Alors l’application (u, 2) E k X 
a* -+ rol(X) F(u, A) est encore un Aliment de R. 
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Le lemme suivant est clair. 

LEMME 15. Soient E un espace de Hilbert de dimension jhie, T un 
opkrateur linkaire de E dans E, U un ophateur unitaire de E dans E. Alors 
on a: 

jTr(TU)J < dim E 11 T/I. 

LEMME 16. Soit FE ,Z. Alors pour tout g E G, la formule 

q(g) = oTti jias TrP’(u, A> roll’>> m(c 1) dA 0 
a un sens, les intkgrales et la se’rie convergeant absolument. 

Dkmonstration. Pour 6 E k et u E A notons Pt le projecteur orthogonal 
de L*(o) sur L”(a) et etudions d’abord 

TrV’~J’(~, A> rol( g- ’ 1) pour 3, E ia,*. 

Comme rol(g-‘) est unitaire on a, d’apres le lemme 16: 

ITr(PzF(o, A) ron(g-‘))l < dim L’(u) IIP~F(u, A>ll. 

Clairement, dim L’(u) < (dim E,)‘. 
D’autre part on sait quxil existe u Clement du centre de l’algebre envelop- 

pante de t tel que pour tout 6 E k l’action u sur E, soit la multiplication par 
(dim I!?,)‘. Appliquant 25 (cf. V. 5) a F et up’+’ E U(f) on en deduit que 
pour tout n E N il existe une constante C,,, telle que: 

VuEfi, VA E ia,*, VdEk, 

ITr(P~F(u,~) ruA(g-‘))l < C,,,(dimE,)-2p (1 + ll~ll* + lI~ll’>-“. 

Comme pour p assez grand la serie &Ex (dim Eg)-2P converge absolument, 
on en dlduit que pour tout n E N il existe C, > 0 telle que 

VuEfi, VA E ia,*, ITr(F(a,~)r,A(g-l))l < CA1 + lIdI* + Il~ll’>-“. 

D’autre part d’aprb la definition de m(u, A): 

3c > 0, 32, E N, VuEti, VkEa*, 

lm@,A)I < CC1 + ll~ll* + 11~11*>“~. 

Le lemme en resulte immtdiatement. 

LEMME 17. La fonction (D de?nie au lemme prdckdent est C”O. 
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Demonstration. De la definition de 3, du lemme 15 et du fait que g est 
engendree par t et a, on deduit que, pour tout XE g, l’application 
(a, A) E A -+ rol(X) F(a, A) es encore dans R. Utilisant ce fait et le lemme t 
precedent on voit facilement que ~1 est differentiable. De man&e plus precise 
(x*(D)(g) = ,?#k~? .Ji; Tr(r,,(X) F(a, A) rol( g-‘)) m(a, 1) d1, ceci pour tout 
X E g et X,o est dans L*(G). a, est done un vecteur C” de la representation 
reguliere de G, done C”. 

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer la proposition suivante: 

PROPOSITION 21. Soit FE ,R. Alors la fonction sur G dejmie par 
rp( g) = C,Ea sia; Tr(F(a, A) [Oac ,-I)) m(a, A) d,4 est C” a support compact 
contenu dans B,. En outre a, = F. 

Demonstration. D’apres le lemme 17, rp est C”. Alors a, = J&R pay ou 
la convergence est uniforme tans C”(G) (cf. [ 14, 4.4.2.13). Ici qsy= 
x, * v, * xy. Comme pour 6, y E K, ToA&) = Pt et ron(xy) = P, , on voit que: 

@Y(g) = I- 1 Tr(FSY(a, A> r,,(g-‘1) m(c A> dl 
OEM iag 

Comme FaYE lR*y (cf. fin de V. 6), il existe, d’apres le theoreme 4, 
pSYE gay telle que (o”‘)- = F sy. En appliquant la formule d’inversion de 
F&r& (cf. propositiot!r 2O(iii)) a pfy, on voit que (ofY=(4’Y Comme 
(P=c 8,ycK cp sy ou la serie converge uniformement dans P(G), on voit que 
a, est dans ,g et qu’en outre la serie ci-dessus converge uniformement dans 

r B. De la continuite de I’application p -+ 6 de ,.9 dans ,.R (cf. proposition 
16(i)) on en deduit que 6 = C G+yek FaY. Mais, toujours d’apres [ 14, 4.4.2.11, 

on a F= LYEk FSY ou la serie converge uniformement dans ,P. D’ou 
r$ = F et la proposition est demontree. 

3 

THBORBME 6. (i) Pour tout r > 0, l’application ,.2J -+ ~GT@ definie par 
9 -+ 4 est un isomorphisme despaces vectoriels topologiques. 

(ii) L’application de f53 dans 3 de2nie par q + (0 est un isomorphisme 
despaces vectoriels topologiques. 

Demonstration. (i) D’apres les propositions 16 et 20, v, + U; est une 
injection continue de $9 dans ,.R. D’apres la proposition prtcidente c’est 
egalement une surjection. (i) resulte alors de l’application du theoreme du 
graphe ferme pour les espaces de Frechet. (ii) est une consequence immediate 
de (i) et des definitions. 
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