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In this article, we characterize the space of Fourier transforms of the smooth
compactly supported functions on a semisimple Lie group with one conjugacy class
of Cartan subgroups (cf. th. 6). We get also resuits on the space of Fourier
transforms of the elements of the enveloping algebra of the Lie algebra of such a
group (cf. th. 1, 2, and 3).

0. INTRODUCTION

Dans cet article nous étudions I'espace des transformées de Fourier des
fonctions C*® a support compact sur un groupe de Lie semi-simple réel avec
une seule classe de conjugaison de sous groupes de Cartan, noté G dans la
suite (cf. th. 4 et 6). Nous obtenons également des résultats sur I'espace des
transformées de Fourier de ’algébre enveloppante de 'algébre de Lie de G,
notée U dans la suite (cf. th. 1, 2, et 3).

Au paragraphe I nous fixons les notations.

Au paragraphe II nous étudions les premiéres propriétés des transformés
de Fourier des sous-espaces de transitions entre K-types. Ici K est un sous-
groupe compact maximal de G.

Le paragraphe III est destiné a décrire les opérateurs d’entrelacement entre
séries principales intervenant dans les conditions de symétrie qui permettent
de décrire ’espace des transformées de Fourier des fonctions C* a support
compact sur G (resp. les transformés de Fourier des sous-espaces de tran-
sitions de U).

Au paragraphe IV les transformés de Fourier des sous-espaces de tran-
sition de U sont caractérisés par des conditions de polynomialité et de
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symétrie (th. 1, 2, et 3). Notre point de départ est un théoréme que nous
avions établi antérieurement (cf. [2]) et qui décrit I'image des
homomorphismes de Harish Chandra liés aux K-types minimaux de séries
principales de G. Notons que les résultats sur la cyclicité des K-types
minimaux des séries principales (cf. [12]) jouent un role crucial dans nos
démonstrations.

Au paragraphe V nous étudions I’espace des transformées de Fourier des
fonctions C® a support compact sur G. Nous établissons d’abord un
analogue, pour les fonctions C* a support compact et K-centrales, de notre
résultat sur les homomorphismes de Harish Chandra (cf. prop. 18). Notre
point de départ pour ce faire est le théoréme de Paley—Wiener sphérique.
Nous utilisons également une sorte de “principe de translation,” i.e., nous
etudions les transformées de Fourier des produits de fonctions C* a support
compact biinvariantes par K par des coefficients bien choisis de représen-
tations de dimension finie de G. Une fois ce point établi nous procédons
comme au paragraphe IV pour obtenir une caractérisations des transformées
de Fourier des fonctions C® a support compact sur G, K-finies a droite et a
gauche, en terme d’analyticité, de conditions de croissance et de symétries de
celles-ci. Puis, en utilisant la formule d’inversion de Fourier, nous en
déduisons une caractérisation, dans les mémes termes, des transformées de
Fourier des fonctions C* a support compact sur G (cf. th. 6). Au passage
nous montrons que l’ensemble des produits des fonctions C* a support
compact sur G biinvariantes par K par les coefficients des représentations de
dimension finie de G forme un systéme de générateurs du (U, U)-bimodule
des fonctions C* a support compact K-finies a droite et a gauche sur G (cf.
th. 5). Le schéma général des démonstrations des théorémes principaux doit
beaucoup & des notes (non publiées) de M. Duflo sur les représentations des
groupes de Lie semi-simples complexes, ainsi qu’au livre de D. P. Zelobenko
(cf. [15]).

I. NOTATIONS

1. Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe avec une seule
classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan, G = KAN une décom-
position d’Iwasawa de G, g, ={, + a, + 11, la décomposition correspondante
de l’algébre de Lie g, de G, g =1+ a + n la décomposition correspondante
de l'algébre de Lie g, complexifiée de g,. On note § I'involution de Cartan de
g, déterminée par f,. On notera encore 8 le prolongement C-linéaire de 4 a g.

2. On note M (resp. M') le centralisateur (resp. normalisateur) de 4
dans K et W=M'/M. M est connexe car G a une seule classe de
conjugaison de sous-groupes de Cartan. W agit sur a,. Comme groupe
d’automorphismes de a,, W est le groupe de Weyl du systéme de racines 4
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de la paire (g4, ay). Noter qu’avec nos hypothéses 4 est réduit. Pour a € 4
on note (g,), le sous-espace de g, de poids a sous a,. On définit 4% =
{[a€A|(gy), =gt et p=1453" s+ (dim(gy),)a. Sia € 4 onnote H, € a,la
coracine de a. Si E est un espace vectoriel réel (resp. complexe) on notera
E* son dual réel (resp. complexe). Alors af s’identifie a un sous-espace réel
de a*. Pour 4 € a*, on définit Re 4, Im A € af par I’égalite L =Re 1 + Im 4.
Si a € 4, on notera A, = A(H,). On notera W, le stabilisateur de A dans W.
Enfin on définit C la chambre de Weyl positive dans a}* par rapport a 4",
ie, C={A€aq,|A(H,)>0,YaE 4*}. On note C la fermeture de C.

3. Soient m, I’algébre de Lie de M, t, une sous-algebre de Cartan de
m,. Alors t, est une sous-algébre de Cartan de t,. Soient by =t, + qa,, et m,
t, b les complexifiées de mgy, ty, By b est une sous-algebre de Cartan de g. On
note A¢ (resp. 4,, resp.4,) le systéme de racines de la paire (g, h) (resp.
(t, t), resp. (m, t)), et W (resp. Wy, resp. W) le groupe de Weyl de A¢ (resp.
Ay, resp. 4,,). La décomposition h =t @ a permet d’identifier h* a t* P a*.
On pourra donc regarder A, Ay, 4,, comme inclus dans §*. Soit 4{ un
systéme de racines positives de 4. Alors 4 M4, sera noté 4, et c’est un
systéme de racines positives de 4,,. G ayant une seule classe de sous-groupes
de Cartan h, =t, @ a, est une sous-algébre de Cartan fondamentale de g, et
tout élément de 4 peut s’écrite sous la forme (a, f), a € 4,, § € a*. En outre
(a,0) € 4, implique a € 4,, et (a, f), (a,B') € 4, implique ' = +f. On
définit A = {(a, ) EAc |a € A} AL est un systéme de racines positives
de A.. En outre A} est f-stable. On note pm:§ZaeA$ a. Pour a € 4¢
(resp. 4,) on désigne par H, €Y (resp.t) la coracine de a. Si vEbh*
(resp. t*) on note v, =v(H,). Soit B la forme de Killing de g sur h. Nous
noterons de méme la forme bilinéaire symeétrique sur H* qu’on en déduit.
Alors v, = 2(v, a)/{a, a). On note .9 < b* (resp. .Ji t*, resp. 7, ct*) le
réseau des poids entiers de A (resp. 4,, resp. 4,), . 7{ (resp. #*{, resp..7°})
I’ensemble des poids entiers dominants de A (resp. 4y, resp. 4,,) relativement
a Al (resp. df ,resp. 4}).Ona #=.7,.

4. On note M (resp. K) I’ensemble des classes de représentations
unitaires irréductibles de M (resp. K) qui s’identifie a une partie de .7/,
(resp. .#{") en indexant les représentations par leur plus haut poids. Pour
0 € M on note |o| I'unique élément de .%°{ conjugué de 0 €.} < .*,. On
notera encore |o| I’élément de K correspondant. Si o € M (resp. d € K) on
note (o, E,) (resp. (d, E5)) un représentant de o (resp. d), (¢*, F_.) (resp.
(6%, E;.)) la contragrediente de (o, E,) (resp. (6, E;)). W agit sur M. Si
w € W et 6 € M, on note (wo, E,) un représentant de wo € M. On note W,
le stabilisateur dans W de 6 € M. Si 6 € K on munit Hom,(E;, E,) du
produit scalaire déduit du produit scalaire sur Hom(E;, E,)) ~Ef® E,. A
un scalaire de module 1 prés, il existe un isomorphisme canonique:
Hom,(E,, E,) —» Hom,(E,, E, ). On choisit un des isomorphismes remar-
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quables entre Hom,(E;, E) et Hom,(E;, E,,,) qu'on note ¢ — we par abus
de notation. On note m(d, 6) le nombre de fois que J contient 0. On a:

m(J, o) = dim Hom,,(E,, E ).

Si E est M-module (resp. K-module), on notera E° (resp. E®) sa composante
isotypique de type o (resp. ).

5. Si E est un espace vectoriel complexe, on note S(E) son algebre
symétrique que l'on regardera souvent comme [’algebre des fonctions
polynomiales sur E*. Si s est une algébre de Lie complexe, on note U(s)
’algébre enveloppante de s. Plus particuliérement on notera U I'algébre
enveloppante de g, § = S(a) = U(n), Z le centre de U, Z(¥) le centre de U(t).

6. Groupes simples avec une seule classe de conjugaison de sous-
groupes de Cartan et de rang réel 1. Si G est en outre de rang 1 on a
9o~ s0(2n+1,1) pour un n€N* Supposons g,=so(2n+1,1) et
décrivons plus précisément g,. Pour p € N on note M(p, R) (resp. M(p, C))
les matrices carrées a p lignes et p colonnes a coefficients dans R (resp. C) et
I, la matrice identit¢ de M(p,R). Si a est une matrice a coefficients
complexes on note ‘a (resp. a, resp. a*) sa transposée (resp. sa conjuguee,
resp. sa transconjuguée). Alors:

po=s02n+1,1)={aja€M2n+2,R),al +Ja=0j,

ou
0
— 12n+1
J ol
0.0 —1

On prend alors

0
f, = (g O) aEso(2n+l)§,
1
QOZP 0 ' »
0
1 0..-0 O

vecteur colonne de R?" ;,

0 x 0
n,={|—X 0 X
0 X O
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(0 0 0 0) |
0 0 x )
0 -x, 0
to= X X, ER 1.
0 x,0
—x, 0 0
O 0 0 0 /

Soit e, ,..., e, une base orthonormée de it} pour B (forme de Killing de g sur
h*) telle que:

A= {te; e |i+], 1<ij<n},

A=A, {te,| 1<i<nl,

dc={ze;re;i#j0Li,j< ni,
ou 'on a noté e, 'unique élément de 4*. On prend

Af ={e;li=1l.,n}U{e; t e | 1<i<j<nl.

Alors Ay ={e;+e|1<i<j<n} et At =4} Ule +e,|1<ign}. Pour
vED* avec v=v,e,+v,e, + - +v,e,, on note v= vy, ¥ ,..,v,). Si en
outre v € t*, i.e., v, =0, on note v= (v,,..., v,). Alors

Fun=T1=1{0=(0,0-0,)|Yi=1,.,n,20,E7Z
et les entiers 20, ,..., 20, sont de méme parité },
Fe={v=_(Vg, V15 V) |¥Vi=0,1,....,n,2v,EZ
et 2vy, 2v,,..., 2v, sont de méme parité},
P a=10=(0,,...,0,) |0 E Fpeto, >0,> - >|a,|}
P = 0= (611 8,) |6 E Fiet 8,36, -+ 26,30},
PE= =g V,) |[VE Fretv, 2, 20, > |0}

Pour 6 = (0,,..., 0,) € 9%, 'unique élément de .#°;" conjugué de ¢ sous W est
égal a (0,,...,0,_,,|0,|). Enfin

=(n—1,n-2,..1,0) et p = ine,.

7. Revenons au cas geénéral et étudions certains sous-groupes
simples de rang 1 de G. Soit a € 4, et 2n = dim(g,),. On notera g¢ la sous-
algebre de g, engendrée par (g,), et (9,)_, (noter que I'indice @ est en haut
dans g§). Notons par n en indice. supérieur les objets relatifs a



THEOREME DE TYPE PALEY—WIENER 31

a5 =s0(2n + 1, 1) définis au numéro précédent. Alors il existe un unique
isomorphisme j, de so(2n + 1, 1) sur g§ vérifiant:

(1) Jj.(t) <ty

(2) Ja(tg) < ty.

() Jalag) = a,.

(4) Si vEso(2n+1,1)c=g" est de poids yE (45)" (resp. (44)")
sous b (resp. tg), j, (v) est de poids ' € A¢ (resp. 4{) sous b, (resp. t,).

(5) Sive g, est de poids e, sous ag, j,(v) est de poids a sous a,.

L’existence est claire et I'unicité résulte essentiellement du fait que le groupe
d’automorphismes du systéme de racines B,, n > 2 (resp. A, si n=1) est
egal au groupe de Weyl de ce systéme (cf. [1, p. 253]) et que (4¢)" est de
type B, si n>2 (resp. A, si n=1). On notera j,(t;) =t5,/,(t5) =tg, etc.
On notera G*, M*?, etc., le sous groupe analytique de G correspondant a g,
m§, etc., et g% m®, etc.,, la complexifiece de g5, my, etc. On notera j,
I’homomorphisme de Spin (2n + 1, 1) dans G dont la différentielle est j, .

II. SERIES PRINCIPALES ET SOUS-ESPACES DE TRANSITIONS:
PREMIERES PROPRIETES

1. Soient ¢,y € K. On note encore &, y les différentielles de J, 7.
Soient J® (resp. J”) le noyau dans U(f) de & (resp.y). On définit le sous-
espace de transition U%" = {u € U |J%u < UJ"} (cf. [3, 9.1]).

PrROPOSITION 1. (i) VB, 7 € K, U%". U™ U,
(ii) Soient 6,yE K, & un (9, K)-module, v € 7, wE€ ¥® et ue U
avec uv = w. Alors il existe u’ € U%" tel que u'v = w. En outre on a
Ut 8.
Démonstration. (1) résulte des définitions; (ii) résulte de [3, 9.1.5 (ii) et
9.1.2(ii)).
2. Pour ¢ € M, on notera

L®@0)={p|p: K- E_,C® YkEM,VmE M o(km)=a(m™ ") p(k)}.

On fait agir K par action réguliére gauche sur L*(¢) et I'on note L(c) le
sous-espace des vecteurs K-finis de L (o). On note I'(c)={6 € K|J est
contenu dans L(o)}. D’apreés la réciprocité de Frobenius et avec les notations
de 1.4: I'(0)= {6 E€ K| m(d,06)#0} et 6€ K apparait dans L(g) avec la
multiplicité m(d, o).

580/47/1-3
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Si A € a* on définit aussi
L®(0,A)={p|lp:G-E,,C°,VgEG VYmEM,YaE€EA,VnEN,
o(gman) =a *~°o(m"") p(g)},

ou I’on note a -+ a~*~* le caractére de 4 dont la différentielle est —4 — p. On
fait agir G par représentation réguliére gauche sur L (o, A). On note L(o, 1)
le sous-espace des vecteurs K-finis de L®(o, 4) qui est stable sous I’action de
g. L(o, 1) est alors un (g, K)-module. C’est la série principale associée a o et
A

L’opération de restriction a K est un isomorphisme de L*®(o,1) (resp.
L(g, 1)) sur L®(o) (resp.L(c)). Par cet isomorphisme on obtient une
structure de G-module (resp. (g, K)-module) sur L*(o) (resp. L(¢)). La
représentation de G (resp. U) dans L (o) ainsi obtenue sera notée r ;.
D’aprés la réciprocité de Frobenius, pour é € K, Hom,(E;, L(c)) s’identifie
canoniquement 2 Hom,,(E,, E_). On notera &% = Hom,,(E;, E,) muni de sa
structure d’espace de Hilbert (cf. 1.4) et I'isomorphisme canonique
&3 » Homy(E,, L(0)) sera noté e — €.

3. Notant (,) le crochet de dualité sur E, X E,. on définit sur

L*(6) X L*®(c*) une forme bilinéaire notée encore (, ) par:

Y9 ELE),WELEY).  (owy=] (o) v(k))dk,

ou dk est la mesure de Haar normalisée sur K. La proposition suivante est
immeédiate.
ProposiTioN 2. (i) Sur L®(0) X L*(c*) (resp. L(0) X L(6*)) (, ) est
non dégénérée.
(i) Soient 8, yE€ K. Si § # y*, les sous-espaces L%(0) et L"(0) sont

orthogonaux. La restriction de la forme d L°(0) X L% (c*) est non
dégeénérée. Tout sous-espace t-invariant de L(0) est égal a son biorthogonal.

(iii) Pour tout A € o* on a:
YgEG, Yo€E.L®(g), Vy&L®(o*),
(roa(8)0s W) = (0, T oy - (&™) W)-

(iv) Notons u— i Pantiautomorphisme principal de U. Alors pour tout
A€a*, ona:

YuelU, Yo €L*(0), Yy€L®(0),
(roa) 0, v) =<0, royi-n)#) w).
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4. Soient 0 € M, u € U. Pour A € a*, r_,(u) est un endomorphisme
de L(o). D’autre part L(c) est somme directe des sous-espaces L%(c), 6 € K.
Soient &,y € K. Pour ¢ € L(0) on note r2(u) ¢ la composante dans L(0)
de r,,(u) 9. Alors r2%(x) € Hom(L"(0), L?(c)). De plus on a:

ProposITION 3 (cf. {2, prop. 8 et prop. 9]). Soit u € U. Alors:

(i) L’application A—-r,;(u) de a* dans Hom(L(0), L(6)) est
polynomiale, i.e., définit un élément r_ (u) de

S ® Hom(L (o), L(0)).

(i) wu—r,(u) définit un homomorphisme de U dans S ® Hom(L(0),
L(0)).
(iii) L’application A— r3i(u) de a* dans Hom(L(0),L%(c)) est
polynomiale et sera notée r¥'(u) € S ® Hom(L(c), L*(0)).
5. Avec les notations précédentes, on se fixe a € E » DEE; de

normes 1. On définit u2}(0, 1) € Hom(&?, &%) de la fagon suivante:
Soit e € &7; alors f=ul}(0, ) e est ’élément de &2 tel que

(reaW)(E(@) =7(b) + ;f’(b’),

ou b’ parcourt une base de I'orthogonal de b dans E,.
Si ¢ € K on notera, £ = {0| 6 € M, |6| = ¢}.  est une orbite de W dans M.
Nous noterons F?7 (resp .#°7, resp. F®', resp. #2%) I’espace des
applications (g, A) - u2}(a, 1),

(resp.(o, 4) = r® (u), resp.(o, 1) —» u®l(a, 1),

resp.(o, 1) - 24 (u))

ou (0, A) décrit M X a* (resp. & X a*, resp. M X a*) et u décrit U.
Remarquons que d’aprés [3, 9.1.5(ii) et 9.1.2(ii)], on obtient F?’ (resp.
F97 resp. F¥, resp. . # %7) lorsque u décrit U?”, D’autre part on a:

PROPOSITION 4. Avec les notations définies ci-dessus:

(i) F?%7, F% ne dépendent pas du choix de a et de b.
(i) F'c®,c;S®Hom(&!, &%), F’c®,.:S ® Hom(&!, &2).
(iii) F° < @,eq S ® Hom(L'(0), L%(0)), F2 < @,ee S ®
Hom(L(o), L%(0)).
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(iv) Identifiant Hom(L(0),L%(¢)) d Hom(&],&3)® Hom(E,, E;)
on a:

FU=F'QHom(E,, E;) et F%=F®Hom(E,, E;).

(v) F2° est obtenu lorsque u décrit U*.
(vi) VB,7,6E€ KonaF° . .FBcFo e 7% . 7 795,

Démonstration: (cf. [2, prop. 9 et 10]).
La proposition suivante que 'on n’utilisera pas dans la suite se démontre
de maniére analogue au théoréme 1.10 de [4)].

PROPOSITION 5. Soit u€ U et E K. Si l'on a:

VeEM, ViA€a*,  r (u)L%@©0)=0, onau€ UJ.

III. OPERATEURS D’ENTRELACEMENTS ENTRE SERIES PRINCIPALES

1. Généralités

Soient L, et L, deux (g, K)-modules et 4 un opérateur d’entrelacement
entre L, et L,. Pour €K, A définit un opérateur Hom,(E,,L,)—
Hom,(E;, L,) que 'on notera a®.

Soient 0, 6’ €M, A, 4" Ea* et 4 un opérateur d’entrelacement entre les
séries principales (r,,L(0)), (ry.,,L(c’)). Pour €K, on a identifié
Hom,(E;, L(0)) (resp. Hom(E,, L(c"))) a &2 (resp. £2.) (cf. 11.2) et a® est
alors un opérateur de &2 dans &2,.

2. Rappels sur le Groupe de Weyl
Soit w € W. On note

Sw)y=4*N—w='4")
et
Dw)={A€a*|Rei, >0, VaE S(w)}.

On note I(w) le cardinal de S(w) qui est la longueur de w. Rappelons que 4
est réduit car G a une seule classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan.
On notera (My), =2 . csm (80)s € N, le sous-groupe analytique de G
d’algebre de Lie (n,),,. Pour chaque w € W on fixe une mesure de Haar sur
N

we

3. La Proposition Suivante est Bien Connue

PROPOSITION 6 (cf. 3, 8.10). Soient 6 € M, w € W, m un représentant
de w dans M’
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(i) YA€ D(w), Yp € L%(0,4), Vg EG, .[an @(gnm) dn converge et
la fonction g — wa_, o(gnm) dn est dans L™ (wa, wi).

(i) YA€ D(w), Popérateur A(m, o, A): L*(0,1)— L*(wo, wi), défini
par  (A(m,0,2)9)(g)=fy, ., 0(gnm)dn pour @€ L (s,A), est un
homomorphisme continu de G-modules.

(iii) Par restriction des fonctions a K on en déduit un opérateur
d’entrelacement entre 1, et ¥ ... qu'on notera A(m,o,A), et qui envoie
L{o) dans L(wo).

(iv) Soient w, w' €W, m (resp. m') un représentant de w (resp. w')
dans M'. Soient 6 EM et A€ a* avec A € D(ww’). On suppose l(ww’) =
I(w) +Iw"). Alors A(mm',0,A), A(m,m'c,m’'A) et A(m’',0,A) sont bien
définis et il existe b(m, m') € C*, qui dépend des choix des mesures de Haar
sur N1, N1 et N1 tel que

A(mm’',0,4)=b(m,m')A(m, w'a, wA)A(m’, o, A).

4. Le Cas du Rang 1

On prend g, =so0(2n + 1, 1). Outre les notations générales toujours en
vigueur, on utilise les notations particuliéres a ce cas introduites en 1.6. On
note w € W lunique élément non trivial, m,, un représentant de w dans M’.
Alors w=s, ou a est 'unique élément de 4*. On identifie a* a C par
A€ C > a. Pour A€a* on a wi=—4A et pour 6= (0,,...,0,) EM on a:
wo = (0 .., 0,_,, —0,). D’autre part:

Io)={0€K|5=(6,,.n0,),0, 20, >6,>|0,|}

et les entiers 24, et 20, sont de méme parité.

D’autre part si d € I'(o) on a m(8, o) = 1. Pour tout ¢ € M et 6 € I'(g) on
choisit e;, € &2 de norme 1.

La proposition suivante est une reformulation de résultats de Thieleker (cf.
[10; 7, §10]):

PROPOSITION 7. Soit 0 € M, . € a* avec Re A >0
(i) Il existe un wunique opérateur B(w,o0,A): L(c)— L(wo) qui
entrelace v, et V(. ) tel que:

(a) b|0|(w’ g, A’) elala: welala -
(cf. 1.4 pour la définition de we,, € &, 6 € K et 111.1 pour la définition de
b®).

(B) 1l existe c(o,1) € C* tel que

c(o,A) B(w,0,1)=A(m,,, 0, 1).
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(ii) Pour 6=(9,,..,90,) € I'(c) on définit
n S;+n—i
P, M= [[ @-2)

i=1 j=lo+n—il+1

et
Q&a(’l) = Paa(i)/Paa("l)-

Alors b%(w,0,1) es, =c(3,0) Qs,(4) (wes,), ou c(6,0) est un nombre
complexe de module 1.

(iii) Pour 6= (d,,..,0,) € K, on pose
O+ pm=(dys..d,)Et*, ie, di=08+n—1i i=1,.,n

On pose 0 + pp= (8,5, S,) E t*, i€, s;=0;,+n—1i. Alors B(w,0,1) nest
pas injectif si et seulement si A est un élément de l'un des ensembles suivants:

An(a) = {2(|Sn| + 1)’ 2(|sn| + 2,0 z(sn—l - 1)}’
Ay 1 (0) = {205, + 1), 2(8, 1 + 2)sees 2(8, 2 — D

A,(o) : {2(s, + 1), 2(s; + 2)se, 2(s; — 1)},
A (0)={2(s, + 1), 2(s; + 2),...}.

(Noter que seul A (o) n’est pas de cardinal fini.)
(iv) Si A€ A4,(9), Ker B(w,0,1) est constitué de tous les K-types
8= (0,4, 0,) € K vérifiant:
(@) dy>22Ao0ud+p,=d,,...d,).
B) 6€r(o)ie.06,26,20,2--20
entiers de méme parité.

>lo,| et 26,, 20, sont des

n

(v) Supposons encore A\ € A,(0). Définissons o' € M' et A' € a* par

O+ Py = (S1seees Sy— 15 5(SBNS,) Ay Sp i 1 50eer Sp)

et A =2|s), e, AL,=2|s;|. Alors il existe un opérateur
S(o,A) L(6') - L(0) qui entrelace r,.,. et r,, et qui vérifie
Im S(o, A) = Ker B(w, 0, 1).

En particulier S(o, 1) est injectif sur L'°"'(0). S(0, 1) est unique d un scalaire
multiplicatif pres.
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5. Revenons au cas général. Soit a € 4 et reprenons les notations de
1.7. Alors on a des décompositions

m, = *mg @ mg,

a, = *ag @ ag,

ou *m§, *a§ sont des algeébres de Lie et vérifient:

(a) *a§ est 'orthogonal de a dans q,,
(b) *m§ et g5 commutent,
(c) *a§ commute & *m§ ® g¢.

On note g%, a%, etc., les algébres de Lie complexifiées des algebres de Lie
réelles g5, ag, etc. On note G%, K%, A%, *4%, *M*, etc., les sous groupes
analytiques de G correspondant a g§, 5, ag, *a§, *mg, etc.

Des propriétés (a) a (c) et de L7 il résulte que G* = K°4*N* est une
décomposition d’Iwasawa de G*, M*4*N*® est un sous-groupe parabolique
minimal de G*, *M* et G* commutent, M = (*M*)(M*) et *M* Y M* est
fm1 et central dans M et méme dans *M°G*°. Désignons par *jfe (resp.
M"‘) le dual umtalre du groupe compact *M* (resp. M*). Soit ¢* € M*
(resp *g? EM"‘) Notons (6%, E_.) (resp. (*0%, E.,.)) un représentant de

“ (resp. *0%). Alors 0%|janepe (T€SP. *¥0%|pan-ye) €St scalaire. Si ces
caractéres de M® M *M* coincident on obtient sur E._, ® E_, une représen-
tation unitaire de M notée *0® ® g¢ et définie par

VYm € M(*0®* ® 6%)(m) = *0*(m,) ® 0°(m,)

si m=m;m, avec m, € ¥*M*, m, € M°. 1l est clair que tout élé{nent o de M
peut s’écrire sous la forme *0® ® 0 avec ¢* € *M* et ¢* € M® comme ci-
dessus. On notera s, € W la réflexion par rapport a «. Alors s, peut étre
regardé comme lumque élement non trivial du groupe de Weyl de (go, af).
Alors s, opére sur M et M. 1l est clair que, si 6= *0®*®0* €M on a
(s,0)= Y ge ® (5,06%). On choisit m, un représentant de s, dans M’. On
peut choisir m, dans G® ce que nous ferons dans la suite. Rappelons que
d’apreés 1.7, 'lhomomorphisme j, définit un isomorphisme entre so(2n + 1, 1)
et g¢ ou n =1 dim(g,), =3 dim ng.

6. On conserve les notations du paragraphe précédent. Soient € K
et 6 € M avec J € I'(0), ie., tel que &2 = HomM(ES, E ) soit non nul. Nous
allons définir la notion de “base de &2 adaptée a a”. Ecrivons 0 = *¢* ® 0
Comme *M? et K* commutent, “E”o = Hom.y.(E;, E.,.) est un K- module
unitaire et &2 est canoniquement isomorphe a Hom,.(*&?,E,.). Notons
(¢&2)°" la composante isotypique de type 0* du M*-module a&® 1l résulte



38 P. DELORME

de la théorie des représentations de dimension finie de so(2n + 1) que si
dm&’=1Iona

i
uE(CEN™) = @ ¥,

oiu V; est un K*-module irréductible et ou Hom,.(V;, E .)=C, pour
J=1,..,1. On choisit pour chaque j=1,..,/, ;€ Hom,,.(V, E,.) non nul et
partiellement isométrique. On obtient ainsi une base de &2 notée encore
(@, ;) qui est orthonormée. Une base de &2 ainsi obtenue sera dite “‘base
de &2 adaptée a a. En outre pour j = 1,...,/ on notera of le poids dominant
du t*-module V;. Ici &7 € (t*)*. Comme en 1.7 on identifie t* et M*
s’identifie & M". Alors avec ces identifications, les notations ci-dessus et
celles de II1.4 les expressions Pa,,aa(l ) et Qaaaa(l )} ont un sens pour 4 € a*,

et A— Pa,,aa(,l ) (resp. A — Qaaaa) est une fonction polynomiale (resp. ration-
nelle) sur a*. Pour chaque palre SE€ K, 0 € M et pour chaque & € 4*, on se
fixe une base de &° adaptée a a. Avec les notations de 1.4 on voit que si
(@15 @;) est une base de &2 adaptée a a, (5,9,,-.., 5,9;) est une base de
&? , adaptée a a.

7. En utilisant ’induction par étage et en induisant les opérateurs
d’entrelacement entre les séries principales des groupes G* (¢ € 4™, simple)
définis dans la proposition 7, on obtient facilement (cf. |8, section 11}) les
points (i) a (iv) de la.

PrOPOSITION 8. Soit 6 € M.
(i) Soit we W. Pour L€ D(w), il existe un unique opérateur
B(w,0,1) L(6)— L(wo) entrelagant r_, et 1 . .1, tel que
(@) identifiant &!°' d &'°! par Pisomorphisme w (défini en 1.4) on a

blo\(w,0,4) =1

(B) soit m, un représentant de w dans W'. Alors il existe
c(o, M) € C* tel que

c(o,A) B(w,0,4)=A(m,0,A).

(ii) Soient a € A* une racine simple, 5 € K avec 8 € I'(6), (¢, s 0,)
une base de &° adaptée d a, (5,9, 5,0,) la base adaptée d a de &
déduite de (¢, ..., 9,) par isomorphisme s_: &5 — &° _ choisi en 1.4. Il exlste
des constantes ¢;, j = 1,..., | de module 1 telles que, pour tout A € a* vérifiant
Re A, > 0 la matrice représentant b’(s, .0, 1) dans ces bases soit diagonale
de jéme coefficient:

¢;Qgase(ds).
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On posera dans la suite Qg ()= ITi-, Qaa,s?(/la) (v compris lorsque o n’est
pas simple).
(iii) B(s,,0,A) nest pas injectif si et seulement si A, € A, (c%) (¢
prop. 1 pour la définition de A, (c*)) pour k = 1,..., n. Ici n =4} dim(g,),.
(iv) Avec les hypothéses et notations de (ii),/\(iii) et celles de II1.5,
écrivons o = *6¢* ® ¢® avec *o® € *M* et ¢ € M*. Si ¢% = (0§,...,0%),
0% + P, = (STeess s‘,f/)\et Ao € A (0%) pour un entier k compris entre 1 ef n.
On définit (6')* € M® et (A')* € (a®)* par
(0) + Py, = (5T S5 1+ 3580 55) A 2,y 10 55)
et
(A" =155 @l
Alors on définit:
o'=*"® (') EM o A=*"@®QR)

ot Pon a écrit A = *A* + A® avec *A* € (*a®)* et A* € (a®)*. Alors il existe
un opérateur

S(o,A,a): L(c')— L(0)

(obtenu en induisant Popérateur: S(6®, 1%, a): L((6')*)— L(c®) défini dans
la proposition 7} qui entrelace r(c’,A') et r(o, A) tel que:

Im S(o, A, @) = Ker B(s_, 0, 4).

En outre S(0,A,a) est injectif sur L'°(c’). On remarquera que, comme
S(0%, A%, a) nest défini qu’a un scalaire non nul multiplicatif prés, il en va
de méme de S(o, 4, a). L’ensemble des 1 € a* tels que S(o, A, @) soit défini
sera noté A%(c) (on a A%(c)={AEa*|1, € A,(c%) pour un entier k,
1<k nl
(v) (a) Pour tout w€ W, la fonction A— B(w,0,1) (définie sur

D(w)) se prolonge en une fraction rationnelle sur o* a valeurs dans
Hom(L(0), L(wo) que Ton notera de la méme fagon.

(b) Lorsqu’il est défini B(w, a, A) entrelace r, et rq .. o)+

() Dautre part pour tout w, w' € W on a légalité de fractions
rationnelles:

B(ww', 0, -)=b(w, w') B(w,w'a,w’, - ) B(w', 0, )

ou
b(w,w') € C*.
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(vi) Soit wE€ W, on se fixe pour chaque 8 € I'(6) une base de &° et
&3 . Alors il existe une constante ¢ = c®(w,0) qui dépend du choix des
bases, telle que le déterminant de b®(w, o, A) calculé dans ces bases soit égal

d 4 HuES(w) Qzé(j')'

Démonstration. Comme il a été dit plus haut les points (i) a (iv) sont des
conséquences immédiates de la proposition 7 et de I'induction par étage. 11
reste a démontrer (v) et (vi).

Commengons par démontrer (v)(a). Pour {(w) = 1. C’est une conséquence
du point (ii). Ensuite on procéde par récurrence sur la longueur de w en
utilisant la proposition 6(iv). (v)(c) résulte de (v)(a), des définitions et de la
proposition 6(iv). (v)(b) résulte de la proposition 3 et de (v)(a).

Démontrons (vi). Dans le cas ou /(w)=1, I'assertion résulte de (ii).
Ensuite on procede par récurrence en utilisant le point (i) du lemme suivant:

LEMME 1. (i) Soit wE W. On a, pour a €4, 0 EM, §EI(0) et
A€ a*:
Plrorye(wh) = Pgs(4),
Qv (Wh) = 055(4).

(i)
[l 95.4)= r} Pos(A)/Pluoysd)
a€ES(w) a€A?
= FL Pluors(=wA)/Pgs(—A).

Démonstration. (i) Soit m un représentant de w dans M’'. Avec les
notations de 1.7, 1IL5 et II1.6, Hom..(Es, E. .) (resp. Hom.a(Eg, E. )
est un so(2n + 1) =, '(t5) (resp. s0(2n + 1) = j ) (t¥*))-module. Il est facile
de voir, en utilisant d(m), que ces s0(2n + 1)-modules sont isomorphes.
Alors il existe une permutation 7 de 1,.,/=dim &} telle que 67* =42,
pour j=1,...,/ et (i) en résulte.

(ii) est une conséquence immeédiate de (i) et du fait que P_ (1) =
Py(—A).

IV. THEOREMES SUR LES TRANSFORMES DE FOURIER DES
Sous-EsSPACES DE TRANSITION

1. Soient J, y, e € K. Notons I%? (resp. I°?) I’espace des fonctions
(0,4) > v(0,4) €E Hom(&, &), ol 4 décrit a* et ¢ décrit M (resp. £=
{c€EM||oj=¢}), telles que, pour 6 EM (resp. o € ) fixé, v dépende



THEOREME DE TYPE PALEY—WIENER 41

polynomialement de 2 et vérifie v(wo, wl) b'(w, g, 1) = b?(w, 6, 1) v(0, 1). Ici
’égalité signifie 1’égalité de fractions rationnelles.
La proposition suivante est claire:

PROPOSITION 9. On a: F¥' < I*%, F¥c %",

La proposition suivante est le théoréme 5 de [2] appliqué aux groupes a
une seule classe de conjugaison de Cartan. Elle constitue un des points clefs
de tout ce qui suit.

PRrOPOSITION 10. Soit 6 € K. Alors F3® =15%. Pour o € §, on identifie
&% a C. Alors on a plus précisément: F3° est égal d 153° qui est Pespace des
applications (o,1) » v(6,1) € C, 6 € §, 1 € a*, polynomiales en A pour o € 5
fixe et vérifiant v(o, A) = v(wa, wA) pour tout wE W, 6 € 5, 1 € a*.

Démonstration. Voir la proposition 13 et le théoréme 5 de |2] ainsi que
la remarque qui suit ce théoréme.

3. Soient 8,¢ € K. Posons [ =dim &% pour ¢ €, i.e., |6|=¢. On
suppose /> 0. On a dim &Z =1 pour ¢ € €. On suppose choisies des bases
orthonormées des espaces &2, &, 6 € £ Soit v €125 Si A€ a* et 6 EE,
v(o,A) € Hom(&:, &3) est représenté par une matrice colonne a / éléments
dont les coefficients dépendent polynomialement de A. Soient v, ..., v, € 1%
On considére la matrice carree (v, ,..., U)).

PrROPOSITION 11. Il existe une fonction c(v,,...,v,) telle que pour tout
A€ a* et tout 0 € E, on ait

det(v s 1)(0, ) = €5, V)0, 4) [ P25(—A). (*)

acAt

De plus, c(v,,..., v, )(0,4) dépend polynomialement de A, et I'on a, avec les
notations de la proposition 8(vi):

(V) 3oy V) (Wo, W) = (W, 0) (v} 5., v,)(0, 4) (**)
pour tout L€ a*, wE W, 0 € E.

Preuve. Soit w € W. D’aprés la proposition 8(i) on a:

v, (wo, wl) = b%(w,0,A) v,(0, 1) pouri=1,.,l et 6 EE (***)
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Dans le cas ou w est 1’6lément de longueur maximum, la proposition 8(vi)
montre que I’on a (en réduisant au méme denominateur);

det(v,,..., v,)(wo, wd) [| P2%(—2)

acA+

=det(v, ..., v)(0,4) ®(w,0) [] P2s(A).

acAt

Il en résulte que det(v,,..., v,)(g,4) est divisible par [ ], ca+ PSs(—1). Ceci
démontre ’existence d’une fonction c¢(v,,..., v,)(d,4), polynomiale en A,
verifiant la relation (*).

Soit w € W. Il résulte des relations (*), (***) et de la proposition 8(vi)
que ’on a

(v 5ens V) (WO, WA) I‘AL PZ s (—WA)

(273

=c(vy ., 0)(0, 4) r[ P3s(—4) ca(w’ o) H 055(4).

aceAt aeS(w)

La relation résulte alors du lemme 1. La proposition est démontrée.

LEMME 2. Soient 6, ¢ € K, 0 € §, A € a*. Les propositions suivantes sont
équivalentes:
(i) 1lexiste v,,...,v, € F% tels que det(v,,..., v,)(0, A) # 0.
(i) Ona L%@)=r,,(U*) LY0).

Preuve. Cela résulte de la définition de F?“et de la proposition 1.

PROPOSITION 12. Soient 8, e €K, 6 €& On suppose £%+0. Soit
A€ a*. Il existe v,,..,v,E F2 tels que Pon ait (avec les notations de la
proposition 12)

(V5 0)(0, 4) # 0.

Démonstration. Compte tenu de la seconde partie de la proposition 11 il
suffit de la démontrer lorsque Re 4 € C. Mais alors, d’aprés [8], section 14,
th. 1] le K-type |o| est cyclique dans L(o) pour la représentation r_,. La
proposition résulte alors du lemme 2.

4. Soient y, 8, ¢ € K. On définit:

K®={v€I®|Va € §,Va € A* racine simple, YA € 4%(0),
0=1v(0,4)s%o, 4, a)}
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(cf. IV.1 pour la définition de I%% cf. proposition 8(iv) pour la définition de
A%(o); les opérateurs s%o, 4, @) sont construits comme en III.1 a partir de
S(o, A, @) qui est défini dans la proposition 8(iv)).

PROPOSITION 13. Soient 6,,¢ € K. On suppose que pour tout ¢ € g,
&2#0,&2#0. Alors on a:

K= F3F?.

Démonstration. (a) Montrons F3Fc K3, D’abord F.FIcI®Y
d’aprés la proposition 9. Soient ¢ € &, a une racine simple, A € A%(0) et
v &€ F% Alors on a:

sYo, A, @) v(0’,A")=v(0,4) sXo, 4, a)

ot (¢',4’) € M X a* est défini dans la proposition 8(iv). Mais 5%0, 4, a) =0
d’aprés cette méme proposition. D’ou v(g,4) s%(0, A, ) =0 et Pinclusion
cherchée en résulte.

(b) On va montrer K3"c FSFZF . Comme F2FFY=F2F% cela
achévera de montrer la proposition. On définit / et s €N par: Yo €&,
I=dim &2, s=dim & .

Dans ce paragraphe, on fixe v,,..., v, € F2%et w,,..., w, € F L’espace F %
est ’espace des fonctions (o,4)— d(o, 1), polynomiales en 4, ou 0 € ¢, et
telles que d(wa, wi) =d(o, ) pour tout w € W (cf. prop. 10). Employons les
notations de la proposition 11. Compte tenu de cette proposition, il existe un
élément d=d(v,,...,v,) € F{* tel que pour chaque o €, les polynomes
(v U))(0, ) et d(v,,..., v,)(0, -) soient proportionnels (avec une constante
de proportionalité non nulle).

De maniére analogue a IV.3 un élément w € F ¢ se représente de la fagon
suivante. Si A € a* et 0 € £, w(o, 1) € Hom(&£}, £ ) est une matrice ligne a s
éléments. On considére la matrice carrée (‘w,,..., ‘w,). On prouve de maniére
analogue a la proposition 11 qu’il existe b= b(w,,..., w,) € F* tel que I'on
ait pour tout L€ a* et tout c € ¢

det(‘w oy ‘W0, A) = b(Wy oy w0, A) b, [ P2SA)

aeAt

ou b, est une constante.
Nous allons démontrer le lemme suivant:

LEMME 3. Soit u € K¥. Il existe une matrice da I lignes et s colonnes M
a coefficients dans F¢ telle que 'on ait

bdu= (v, ..., v)) M('w, ..., 'W).
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Nous pouvons supposer que b et d ne sont pas indetiquement nuls (dans le
cas contraire I’assertion est évidente). Résolvons 1’équation:

U= (Vs V) N('Wy sy ‘W) &)

ou N est une matrice a / lignes et s colonnes, inconnue. Pour chaque o et 4,
(*) est un systéme d’équations linéaires & /X s inconnues n;,(c,4). Il y a
autant d’équations que d’inconnues, et le déterminant du systéme est égal a
det(v, ..., v, (0, 4) - det(w,,..., w,)(0,A). Les formules de Cramer montrent
que (*) admet une solution unique N dont les coefficients sont des fractions
rationnelles en 1. Plus précisément, il existe des fonctions (o,1)— p; (0, 1)
polynomiales en A telles que ’on ait:

nu(0,2) = pu(o, A)/blo, ) d(o. 1) || PofA) [] Pos(=4).  (*%)

acAt aeA+t

D’autre part, soit w € W. Reportant (*) dans la relation
b%(w, 0, ) u(o, ) = u(wa, wd) b'(w, 0, A)
et tenant compte de I'unité de la solution N, on trouve
ny(wo, wi) = n; (0, A) pour tout w € W. (¥**)

Le lemme 3 résultera donc du lemme suivant:

LEMME 4. n;, bd dépend polynomialement de A.

Pour démontrer le lemme 4, nous avons besoin d’un résultat préliminaire.

Soit ¢ € £&. Nous choisissons la base ¢,,..., ¢, de &7 adaptée a une racine
simple a (cf. II1.6). On considére la matrice D(o, A), diagonale d’ordre s dont
lekéme coefficient est Poap(ds).

LEMME 5. (i) Il existe une matrice carrée dordre s, W(o,1),
dépendant polynomialement de 1 telle que lon ait (‘w,,.., 'w)o,A)=
W(o, 1) D(a, A).

(ii) Il existe une matrice carrée dordre s, U(o,A) dépendant
polynomialement de A telle que Pon ait u(o,1) = U(a, 1) D(o, A).

Démonstration. (1) D’aprés la proposition 8(ii), on peut choisir une
base de &7 , (ou s, € W est la symétrie par rapport a a) telle que b’(s,, 0, 1)
soit représenté par la matrice diagonale D(o, 1) D(o, —4)~'. On a donc la
relation:

VweFg,  w(o,4) D(0, —4)=w(s,0,5,4) D(0, ).
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Le kieme coefficient de w(g, 1) est donc divisible par P,as(4,). Tous les
coefficients de la kiéme ligne de (‘w,..,'w,) sont donc divisibles par
P ase(Aq), et la partie (i) du lemme 5 est démontrée.

(iil) Comme u € K7, on a: u(o,A) s{o,4, a) =0 pour tout 1 € 4°(0).
Comme Im S{g, 4, a) = Ker B(s,.,o0,4) il résulte de la proposition 8(ii) que
si

Poap(dy) 9,=0 ona ¢, € Ims'(o, A, a).

D’ou u(o, 1) ¢, =0.
I en résulte que les éléments de la kiéme colonne de u sont divisibles par
P,ap(A,) ce qui prouve (ii) et le lemme 5 est démontré.

Démonstration du lemme 4. Soit a, une racine simple. Il résulte du
lemme 5 que Pon peut réécrite (*) sous la forme:

U, 1) = (vy,..., ;) N(0, 1) W(0, A).
Mais d’aprés la définition de W(o,A) et ce que 'on a vu a propos de
det(‘w, ..., ‘w,) on a:

det W(o,A)=b,b(0, 1) [] P2/A).
aeA+t
aFay

Résolvant I'équation U(o, A) = (vy,.... ;) N(6, ) W(g,4), ou N est Iin-
connue, par les formules de Cramer, on en déduit qu’il existe des fonctions
polynomiales en 4, g;,(0, 1) telles que:

n(0, ) = (0, 1)/ (b(a,)1) d(0. 1) H PZ[A) ILP s(—=4))-

On a donc montré que p;(0,1) est divisible par P73(1) pour toute racine
simple a. Mais dans (**) n;,, b et d sont invariantes sous . Compte tenu
du lemme 1, on en déduit la relation

pilwo, wh) |1 Po(=A)P5(AM)=pul:2) [ Pos(—4) P5,A).
aeS(w) a€S{w)
Soient ¢ € A" et w € W tels que wa soit une racine simple a,. En particulier
a & S(w). Comme p;,(wo, wi) est divisible par

(wa)y(w'l) - Pa‘y('l)

il en résulte que p; (o, A) est divisible par Pj(1).

Nous avons donc démontré que p;, (o, A) est divisible par [ [,ca+ P5,(4).

Il en résuite que la fraction rationnelle b(o, A) d(o, ) n; (0, 1) n’a pas de
pdles dans ’ensemble des 1 € a* tels que Re i, >0 pour tout a € 4~
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L’invariance sous le groupe de Weyl montre que

b(o,A)d(c,A) nj(o, 1)

LEMME 6. L’espace engendré par les d(v,,..,v,) (resp. b(w ..., w))
lorsque v ..., v, (resp. w ..., w,) décrivent F2° (resp. F2") est égal d F?".

Démonstration. On sait que, d’aprés la proposition 10, F§ s’identifie a
S(a)¥- ou W est le stabilisateur de ¢ dans W. D’aprés [12], L(o) ayant un
unique K-type minimal, W_ est un groupe engendré par des réflexions et
S(a)?< est une algébre de polynomes d’aprés le théoréme de Chevalley.
D’autre part comme F2°F% c F%¢ (resp. FXF < F), les espaces considérés
sont des ideaux de FZ.

D’autre part, d’aprés la proposition 12, le premier espace considéré est un
idéal de S(a)?- sans zéros. Le théoréme des zéros de Hilbert permet de
conclure que cet idéal est égal a F:*. Notons y* (resp. ¢*, resp. 0*) la
contragrediente de y (resp. &, resp. ¢ ol 6 € £€). Soit v’ € F.*. Soit w(o, 1) le
transposé de v'(o*, —A). Il résulte de la proposition 2 que w € F7".

11 résulte de ce qui précéde que Iespace engendré par les b(w,,.... w,) ol
Wi ,..., W, décrivent F§’ est égal a F}”.

Fin de le Démonstration de la Proposition 13. Choisissons v,..., v, € F‘Zi
Wi yeen W, € FP tels que pour 6 € €

A-det(v ..o )0.A)=d, || P2(—4)

acAt

et

A det(‘'w,..., wlo,A)=b, || PoA)

aeAt

De tels éléments existent d’aprés le lemme 6. Soit alors u € K%%. Alors
le lemme 3 appliqué a u et a (vy,.., v;), (W;,.., w,) implique que u =
vy s v)M('wy,..., 'w,) Ol M est une matrice a ! lignes et s colonnes a coef-
ficients dans F:*, ce qui achéve la démonstration de la proposition 13.

5. On fixe sur it, un produit scalaire grace a la forme de Killing de
g. On note || - || la norme qu’on en déduit.

LEMME 7. Soit SEK et 6 €M. Alors si o est contenu dans 6 on a:
ol <Néll. Si en outre |lo||=|6| on a|o|=

Démonstration. Cf. [8, section 14, prop. 1].
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6. Soient §,y€ K. Qn définit J°” l’espace des applications (o, 1) —
v(o,4) € Hom(&?, £8), 6 € M, A € a*, polynomiales en A pour ¢ € M fixé
et vérifiant:

YweE W, Vo € M, v(wa, wi) b¥(w, 0, ) = b®(w, 0, 1) v(o, 1),
Va € A* simple, VYo€M, VAEA®(o),
v(o’, A")s%(o, A, @) = s%(0, A, a) v(0, 1)

(les notations sont celles de la proposition 8).
Clairement on a F%’ < J%. Nous allons démontrer les principaux résultats
sur les espaces F®.

THEOREME 1. Soient 8,y € K. Soit r un nombre réel positif. Soit N Je
sous-espace de J®' formé des v € J® tels que:

VAEa*, VYoEM, |o|>r=uv(0A)=0.
Alors on a:

N= N poege
cek
llefl < r

Démonstration. (i) Soit e€ K tel que |g]|<r. On a clairement
F%F?c F® < J%, D’autre part si 0 € M et ||o|| > r, 0 nest pas contenu dans
¢ d’aprés le lemme 7 et donc v(g, A) =0 si v € F®°. Donc N2'> Xy, F*°F”.

(ii) Montrons linclusion dans lautre sens. Soient r,,..., r, les
longueurs des ¢ € M tels que &2 £0 et & ¥ # 0 rangées en ordre strictement
croissant. Il suffit de prouver le théoréme pour r =r,,..., rpetr, ,=r,+1
Pour r=r, la proposition se réeduit a 0=0. Supposons la proposition
démontrée pour r,_,. Soit vENf‘V. Notons ¢,,..., &, les éléments de K de
norme r,_, tels que pour tout ¢ € £;, o est contenu dans ¢ et y. Soit v; la
restriction de v a a* X§;. On a v, € K?j’. En effet soit ¢ € &;. Alors
lo||=r,_,. Soient a € 4* simple et A € a* avec A € 4%(c). Alors avec les

notations de la proposition 8 on a:

s%(0, A, a)v(e’,A)=v(0,4) s%(0, 4, ).
Mais d’aprés la proposition 8(iv) et le lemme 7 on a |l¢’|| > |lo]|. Alors
comme v € Ny’ on a v(o’,A')=0. D’od v(s,4)s0,4,a)=0, et v;E K2’
comme annoncé. Alors d’aprés la proposition 13, v; € F; 82 ﬁﬂ v; est donc la

restriction a a* X &; d’un élément w, € FouFe, Smt k— 1, ,s k+#j On a

580/47/1-4
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w;(0,4) =0 pour tout 4 € a* si o € ¢,. En effet on a alors [jo] =]¢| et
|o| =¢;. Donc ¢; ne contient pas ¢ et 'on a bien w;(g, 1) = 0. Posons

U=V — W — W,y — W,

On a alors u € N, . Alors 'hypothése de récurrence montre que:

vE Y F¥FY. Q.E.D.
cek
llell <,

THEOREME 2. Soient 6,y € K. Alors J®' = F*,

Démonstration. Soit r € R avec r > sup(||y|, ||6]|). Alors si g € M vérifie
le|| > r, o n’est contenu ni dans & ni dans y. D’ou N?" = J%7.
D’autre part d’aprés le théoréme 1:

NY= N F¥F%
r e *
EeEK
i<

Donc
J= N FF7.
ek
flell<r
Comme F°°F% c F°" et que F® < J®" on a bien J%" = F®’, Q.E.D.

THEOREME 3. Soit 6 € K et N®® lidéal de F®® formé des v € F®® tels
que v(o, 1) =0 pour tout 6 € § et A € a*. Alors:

N = N7 Fo¢Fe®
cek
llell< i1
Démonstration. Soit r=||5||. Il résulte du lemme 7 que N% = N%, Le
théoréme 1 donne alors le résultat voulu.

V. TRANSFORMEES DE FOURIER DES FONCTIONS C® A SUPPORT COMPACT:
PREMIERES PROPRIETES

1. On fixe sur a, la norme déduite de la forme de Killing de g,
restreinte 4 a,, que I'on note | - ||. Elle est invariante sous I’action du groupe
de Weyl. Pour a € 4 on définit ||a|| =|| X]|| si a=exp X avec X € a,. Pour
g € G on définit || g|| =||al| si g =k,ak, avec k,, k, EK, a E A. || g|| est bien
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défini car dans la décomposition g=k,ak,, a est unique a P’action du
groupe de Weyl pres. Pour r >0 on définit B, = {g € G/||gl| <r}. B, est
alors un ouvert de G, biinvariant par K.

2. On note Z = CP(G) ’espace des fonctions sur G, C*, a support
compact. Pour r > 0, on note , %2 I’espace des fonctions C* sur G, a support
compact dans B,. On munit ,% de la topologie définie par les semi-normes
Prosl®) = 5Upyeq | 9 % 0)(), 9 € , 2, u,v € U,

Muni de cette topologie, ,2 est un espace de Fréchet et 2 =),.,,%
muni de la topologie de la limite inductive est un espace L.F. & est aussi une
algebre pour la convolution.

Pour 6 € K on notera y; le caractére de 4, normalisé de telle sorte que
Xs * X5 =Xs. On regardera y; comme distribution sur G. Pour 8,y € K et
r > 0 on définit:

2% = {
G=%N, 2.

k=@ * ), =@}

On notera %4, (resp. ,%x,) la somme algébrique @; ,cz ,Z°"). Yk, est le
sous-espace de & formé des élements K-finis a droite et & gauche. D’autre
part remarquons que P =y, % D xy,, D =ys% 2 * x,- En outre si
€ ,Z alors 9 =35 2 Xs * @ *x, la convergence étant absolue dans ,Z
(cf. [14, 4.4.2.1]). La proposition suivante est immédiate:

PrOPOSITION 14. (i) VB, 1,6 €K, 2% » 2" c @,

(ii) Soient 6,y €K, (n, &) un G-module (ot & est un e.l.c. complet)
VEYL, wE L et 9 € ,D avec n(p)v=w. Alors il existe ¢’ € ,2°" avec
n(¢’)v=w (on peut prendre ¢’ =y;* ¢ * x,). En outre n(2*%) P o
siBE K, f#y, n(2°7) ¥* = {0}.

3. Nous reprenons les notations de IL.2. On se fixe comme en I1.5
7.6 EK, aEEy, bEE; avec |la||=|/b||=1. Pour p€E Y, 6 €EM, AEa* on
déﬁnit 9%(0,A) € Hom(£?, &%) de la fagon suivante: Soit e € &7. Alors
f=0o(0,A)e est Pélement de &5 tel que r,,(xs* ¢ *x,)é(a) =
FB)Y+Y,.f'(b") ou b’ parcourt une base de 'orthogonal de b dans Ej.
Dans la suite nous noterons ¢®’=y; % ¢ x x,, r24(¢)=r,,(¢*?) que on
regardera aussi comme un élément de Hom(L (o), L%(0)). Pour ¢ € &, on
note ¢ I'application qui a (¢,41) € M X a* associe

¢(0, 2) =rg2(9): L”(0) = L=(0).

@ est appelée transformée de Fourier de ¢.
Soit alors r > 0 et ¢ € K. Avec les notations ci-dessus on deéfinit: X' 87 (resp.
,X°%7) Pespace des applications (g,A)— ¢2l(g,4) ou (6,A)EM X a* et ¢
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décrit & (resp. ,2), X8 (resp. ,X2") I'espace des restrictions des éléments de
X% (resp. ,X%%) a € X a*, %7 (resp. ,.Z%") I’espace des applications

(0,4)~ roi(e) € Hom(L¥(0), L*(0))

ou (0,4) EM X a* et ¢ décrit @ (resp. ,2), 22" (resp. .2 %) I'espace des
restrictions a £ X a* des éléments de .27%7 (resp. ,.2 °?). On définit également
2y, (resp. & ,, resp. &, resp. ,.% ) 'espace des transformés de Fourier
des éléments de &g, (resp. ,Zxy, ¥, ,Z). On a de maniére analogue a la
proposition 4:

PROPOSITION 15. (i) X°7 (resp. . X°7, X%7, ,X%) ne dépend pas du choix
de a et b, et est obtenu dés que dans la définition ¢ décrit 2°7 (resp. ,2°7,
z%, @),

(iiy Soient 9 € Z et ¢ € M. L’application A - ¢(a, 1) € Hom(L* (),
L*®(0)) (resp. A - @31(0, A) est holomorphe en A.
(iii) Identifiant Hom(L(0), L%(c)) @
Hom(&!, £2) ® Hom(E,, Ej),
on a pour r > 0:
Z¥=X"®Hom(E, E;), ,%°'=,X"’® Hom(E,, E;),
2% = X3" ® Hom(E,, E,), L 2% = X% ® Hom(E,, E,).
(iv) Yo,weEZ,Vu,velU
(ux@*xyxv) (0,4)=r () §(0, ) (0, 4) rya(v).

(v) Pour toutr>0ettout B,y, € Kona

rXGYFYB c ,XM,
F®r X7 <= X%,
X%x"8 — X8,
Zg = 8B,
4, Normes
On fixe sur it¥ la norme | - || définie grace a la forme de Killing (cf. IV.5).

Rappelons (cf. V.1) que ’on a fixé une norme sur a, provenant d’un produit
scalaire. On en déduit une structure d’espace de Hilbert sur a*. La norme
ocrrespondante sur a* est noté | - || et le produit scalaire (-, -). Soit ¢ € M.
Sur L(o) on définit un produit scalaire par: Veo,y & L(g), (p,y)=
[« (0(k), w(k)) dk ou dk est la mesure de Haar normalisée sur K et le produit
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scalaire sous le signe somme est le produit scalaire sur E_. On note L*(o)
’espace de Hilbert complété de L(o) pour ce produit scalaire; on a L(g) <
L*®(0) < L*(0).

Pour T € Hom(L*(0), L*(0)), on définit || T'|| = Sup,c; w0y, joi<: | 71l - Si
|| T|| < oo on note encore T le prolongement continu de T a L*(0). Il est bien
connu que si A € ia¥, r,, est une représentation unitaire de G dans L*(o).

Soient J,7,6 €K et r>0. On notera ,H?’ I'espace des applications
(6,1) - F(g,A), ot (5,1) € M X a* et F(o,A) € Hom(£?, &?2), qui vérifient:

H.l. Yo € M, l'application A —» F(o, A) est holomorphe en A.

H2. VneN,

G nlF) =Sy 1y eni o (1 H 012+ AIP) e " | (@, A)] < co.

H.3. YweE W, Yo €M, b*(w,0,1)F(o, ) = F(wo, wd) b (w, 0,1) ou
’égalité est une égalité de fonctions méromorphes en A € a* (cf. prop. 8 et
II1.1 pour la définition de b%(w, g, A) et b'(w, g, 1)).

H4. YoEM VYa€A4™*, simple, YA€ A%(0), s°(0,A a)F(o',A")=
F(o,A) s"(a, A, a) (cf. prop. 8 et IIL.1 pour la deéfinition de o', 1', 4%(0),
s%(0, 4, a), 50,4, a)). ,H?” muni des semi-normes g,, est un espace de
Fréchet. On définit H®" = (J,., ®»H®" que 'on munit de la topologie limite
inductive de celle des ,H°”. H?" est donc un espace L.F. On définit également
LH®") qui est 'espace des restrictions a £ X a* des eléments de ,H®” (resp.
H?"). Identifiant, pour ¢ € M,

Hom(L0),L%(c)) a  Hom(¥!.&3)® Hom(E, E;)
on définit
A= H*® Hom(E,, E;),
A% = H* ® Hom(E,, E,).
Ces espaces sont des espaces d’applications
(0,1) EM X a* - F(0, 1) € Hom(L(6), L®(0)).

Enfin on définit ,.#” 1’espace des applications (o,41)— F(g,4) ou (0,4)E
M X a* et F(o, 1) € Hom(L*(0), L®(c)) vérifiant
#1. VYo € M, l'application 1 - F(c, ) est holomorphe en 4 .

A2, YneEN, Yu, ve U®R)
F)= 2 PAY ]
QronuelF) = sup (1+]al* +1I4]%)

X e M 1 () Flo, 2) rp ()] < oo

#3. Soit 6,y€ K. On note F®¥(0,A)=P2F(0, )| 5, ou P2 est le
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projecteur orthogonal de L2(g) sur L?(0). Alors pour tout ¢ € MetweEW
on a I’égalité de fonctions méromorphes en 1

B%(w, 0,1) F®%(0, A) = F*"(wa, wA) B'(w, 0, 1)
#4. Yo EM,Ya€ A" simple, YA € 4%(0),
S%(0, 4, @) F*"(6',A") = F®%(0, ) S"(0, A, )

(cf. prop. 8 pour la définition de 4%(0), ', ', S§(0, 4, @)).

On munit ,.# des semi-normes ¢, ,, ., "€ N,u,v € U(t). ,-# est ainsi
un espace de Fréchet. On note # = (J,., ,+# que I’on munit de la topologie
limite inductive de celle des ,-#. Remarquons que I’on peut munir # (resp.
~#) d’une structure de K X K module en posant

YF € # (resp. ,. %), Vk,, k, €K,
((ky, ky) F)(0,A) = roa (ki ') F(0,A) 15,(ky)-

Alors on voit facilement que la composante isotypique de type (J,y) €
(K X K) de # (resp. ,.#) est égale a #°" (resp. ,#7°"). Pour F € # on
note F°? la composante de F dans .#7’.

PROPOSITION 16. Soit r > 0. Alors:
(i) ,2 < ,# et lapplication ¢ - ¢ de ,& dans ,# est continue.
(i) v, p,e€ R,  ,Xc HY  X¥c HY,
LB F, L2 e A, Z CH,
X< H?, X' HO.
Démonstration. Clairement (i) implique (ii). 1l suffit donc de prouver (i).
Clairement les éléments de , .2 vérifient #°1, #°3, #74. Nous allons montrer

que les éléments de ,.# vérifient #2. Pour cela nous aurons besoin de
quelques lemmes préliminaires

LEMME 8.
Vr>0, VgEB, VYoEM, Vi€a*
o8l <e

Démonstration. Pour tout k€ K et A€ a*, r (k) est unitaire, donc
lir,«(k)l= 1. Notant C'={X Ea,|YaE 4™, a(X) >0}, il suffit donc de
démontrer:

riiReA|

VeEM, VYi€a*, ¥r>0, VXEC,
1X11 < 7= |y (exp X) < el
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Soit alors X, € C’ avec || X,|| < r. Notons a, = exp X,. Pour g € G on notera
g=k(g)a(g)n(g) avec k(g)E K, a(g) €4, n(g) € N. Soit y € L*(0).
On a alors:

[(ro1(ae) WK = lw(k(ag 'K))|* a(ag 'k) =20~ R4,

D’ou:
Iroatao) I < (sup ataz ') [ w(kias ) alag %) > dk.
Mais
|, lIlyk(ag I alag ) 7 = lIrpo(an) wll*
Comme r_4(a,) est unitaire, on en déduit:
lI7,1(a0) wl? < supgex(@(@g &) " lw|1*).
D’ou:
Iraa(aoll < sup atag 'k)="*.
Mais d’aprés [7, th. 4.1], on sait que 'ensemble
{X € a,| Ik € K, exp(X) = a(a, 'k)}

est égal a enveloppe convexe dans a} des points —wX, ou w décrit W, On
en déduit immediatement:

sup a(ao—lk)~Rezl ge’"ReMl
kekK

et le lemme est démontré. La forme de Killing de g, est définie positive sur
ity ® a,. On en déduit un produit scalaire sur h* = t* @ a* puis une norme,
W, invariante sur * qui prolonge les normes déja définies sur t* et a*.
D’autre part, d’aprés Harish—Chandra, il existe un isomorphisme @: Z(g) -
S(H)*C tel que pour tout (o,4)E M X a* et z € Z(g), r,,(z) soit une
homothétie de rapport @(z)(o + A) (ot 6 € M est regardé comme élément de
FPrct*).

LEMME 9. Pour tout n € N, il existe Q, --- Q, € S(b)" < tels que:

1
Vv € h*, (1+||v||’)"<ZIIQ,-(v)I-
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Démonstration. On sait, d’aprés un théoréme de Chevalley, qu’il existe
des polyndmes homogénes Y,,..., Y, € S(b) tels que tout P € S(b) s’écrive de
maniére unique P=35_, P,Y; avec P,€ S(H)"C 1l est clair qu’il existe
n,€ N et C > 0 tel que pour i = 1,..., 5, Yv € b*, | ¥,(0)| < C(1 + [|[v|[*)™. De
méme il est clair que pour tout nE€MN il existe des polyndmes
Qi QnES®H) tels que C(L+|[v[>)" <Y, 1Q;(). Ecrivons
Q,=Y3.,0,Y;0u0Q,€E SH)”C On a alors

YvE bh*, Cc( +”vllz)"+"0<vi.j|Qij(v)l'Yi(v)|'

pa—

D’ou Vv € b*, (1 +|v]|*)" <X ;1Qi{v)l et le lemme est démontre.

Fin de la démonstration de la proposition 16. D’aprés le lemme 8, et les
définitions on a, pour ¢ € .2 (en notant pour r >0, u,v €U, p, , , la semi
norme sur ,% définie par p, , ,(9) = sup,cq |(Us 05 v)(g)| pour ¢ € ,Z):

Yu, v € U(F), Yz € Z(g),

sup ” ro/l((zu)* P« l))” e—rIIReJIH <pr,zu.u((0)'

(o,A)eM X a*

Comme r_,(z) est une homothétie de rapport @(z)(o +4), on déduit du
lemme 10 que pour tout n € N il existe des éléments z,,..., z, tels que:

!
V(p € r@7 Vus veE LU(f)’ qr.n.u.v(@) < Z pr.z,»u,v((p)'
i=1

Ceci achéve de montrer que ,# — ,# et que ¢ — ¢ est une application
continue de ,&2 dans ,#°. La proposition 10 est démontrée.

VI. TRANSFORMEES DE FOURIER DES FONCTIONS K-FINIES A DROITE ET A
GAUCHE, ET A SUPPORT COMPACT

Dans ce paragraphe nous allons essenticllement comparer les espaces

&% et Ar>0,6,y€K).

r

1. Rappelons le théoréme de Paley—Wiener sphérique du a
Helgason.

ProposITION 17 (Helgason, cf. [5]). Soit r > 0 et ¢, la représentation
triviale de K. Les espaces ,X3%, ,.Z°3%, H2", #2% sont égaux d l'espace
% ou .7 est Pespace des transformées de Fourier usuelles des fonctions
C® sur a,, @ support compact contenu dans une boule de centre 0 et de
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rayon r (la norme sur a, est la norme fixée en V. 1) et , 7" le sous espace de
7 formé des éléments invariants sous W.

2. Nous allons établir dans ce numéro et le suivant des résultats
nécessaires a I’étude des espaces X3%, 6 € K.

LEMME 10. Soit B la base de A¢ correspondant d A&. Alors X =
{7l.|y E B,y €47 (g, a)} est une base de a* et tout élément de A s’écrit
comme combinaison linéaire a coefficients entiers déléments de X.

Démonstration. (a) Reparquons d’abord que si yE B et y|,#0 on a
soit y|,€ X, soit —y|[,€Z. B étant une base de A¢ il en résulte que X
engendre a* et que tout élément de 4 s’écrit comme combinaison linéaire a
coefficients entiers d’éléments de X.

(b) 1l suffit donc de démontrer que Card X =dim a*. Montrons
d’abord que By={y|;|y € B} est la base de 4, relativement & A{. Par
définition de A¢ on a bien Byc4; et tout élément de 4, s’écrit comme
combinaison linéaire a coefficients entiers positifs d’éléments de B,;. D’autre
part si f € By, i.e., f = y|; avec y € B, n’était pas simple dans 4;, y € B ne
serait pas simple dans A¢. Une contradiction qui montre que B, est formé de
racines simples. Comme d’aprés ce qui précéde B, engendre t* il en résulte
que B est la base de 4, relativement a 4. Donc Card B;=dim t*.
Considérant I’application y € B — y|, € B, on voit que Card B =2 Card B, —
Card(ByN4,) puisque y|{€ B, a deux antécédents a savoir y et 8y sauf si
7la=0 auquel cas y|; n’a que y=460y comme antécédent. D’autre part,
considérant ’application y € B — y|, on obtient

Card B =2 Card £ + Card(B,N 4}).
D’ou
2 Card B = 2(Card B+ Card %)

Comme Card B =dim t* + dim a* et Card B;=dim t* on a bien Card X =
dim a* et le lemme est démontré.

Soient X = {a,,..., q;} et &,...., &, les éléments de a* deéfinis par (6o, =1
ou 0 selon que i =j ou i #/. Soit 6 € .#{. Pour i = 1,..., [, on identifie g* a
s0(2n; + 1) comme en 1.7. Alors avec les notations de 1.6, 1.7, IIL.5, 6% = d|«
est un €lément de Za et Pon peut écrire 6% = (67,..., d,7). Nous poserons
v? =2(3i_, 837¢) € a*. Alors on a

LEMME 11. Pour tout 6 € .2, lélément u® =35 +v® de h* =t* @ a*
est un élément de 7t .

Démonstration. Soit d’abord y € B avec y|,=0. Alors y|,E 4 et 'on a
(u®),=8,€ N puisque § € 7.
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Maintenant soit y € B avec y|,# 0. Alors y|,= +a; pour un i compris
entre 1 et /. Notons § = y|,. Alors f € B, et d’autre part:

181° llall®
©?),= d,+ : ),
' BT + Tl o TR + O
On effectue le calcul dans ¢* ~ so0(2n; + 1, 1) ou 'on voit que ||B]| =1 a;| et

Pon a (4°),=3((6%"); + 26%). Mais (6%/); = 267/ pour un j compris entre 1
et n;. On a donc (u?), =87+ &3'. Comme 6% € #°{,, on a bien (u®),EN.
Nous avons donc démontré que pour tout y € B, (u°),E€ N ce qui acheve la
démonstration du lemme.

3. Soit alors € #°{ et (n, E,;) la représentation de g de plus haut
poids 4°. Notons que si 6 € K, 7 se reléve en une représentation de G notée
encore 7. Dans la suite nous supposerons 6 € K. On munit E M‘S d’un produit
scalaire invariant par t, @ ip, qui est une forme réelle compacte de g (ici
8o =t ® p, est une décomposition de Cartan de g,). On choisit un vecteur
e, € E,® de poids éz" sous b et de norme 1. L’étude des poids de E,, sous t
montre que JE€ K est contenu avec multiplicitt 1 dans E,, et que
(e.s) € (E,5)°. Si 'on dénote par o € M I'élément de M de plus haut poids
8 € .7 .2}, on voit de méme que 0 € M est contenu avec multiplicité 1
dans E; et que e, € (E,5)°. Ceci nous permet de regarder E, et E inclus
dans E ;.

Introduisons la fonction cs(g) = (e,s, (g) €,s), g € G. Clairement c; est
C® et vérifie x5 * cs=cC5* y5=cC5. SOit 9, € , 2% ou ¢, est la représen-
tation triviale de K. Alors ¢ =c;¢, est un élément de ,%%%. On se fixe
b € E; un vecteur de poids & et de norme 1. On va étudier $32(a, A). Comme
g€ on adim&?=1 et I'on identifie £3 a C. Alors pour 4 € a*, $3(c, 1)
est un scalaire égal a (r,,(p) b, b) ou b est regardé comme un élément de
L%(0)~E, et ou le produit scalaire est celui défini en V. 4 sur L*(c). De
méme (@,)°*(gy,4) (ou &, est indifferemment la représentation triviale de K
ou de M) est un scalaire.

LEMME 12. Auvec les notations précédentes, on a:
YAE a*, Pop(0,A) = (dim E,) (dim E,)~* ¢y, A + v°).

Démonstration. D’aprés ce qui précéde on a:

B30 2)= | e5(8) 0o(8)(ron(8) b, ) dg.

Utilisant la formule d’intégration liée a la décomposition G = KAK (cf. |6,
prop. X.1.17]) on en déduit:
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$1o(0, 1) = D(a) c®(k, ak,) po(k, ak,)(ry;(k, ak,) b, b) da dk, dk,
AXKXK
avec D(a)=C ] ea+(@*—a"%) ou C est une constante dépendant des

normalisations des mesures sur A et G. Mais ¢,(k,ak,)=¢,(a) pour
k,,k, €K, a € A. Evaluons alors:

S(a,A)= JK . (e,s, m(k aky)(rq4(k, ak,), b, b) dk, dk,.
X

Soit (e,,..., e,) une base orthonormée de E, regardé indifféremment comme
sous espace de L(o) ou E;. 1l resulte aisément des relations d’orthogonalité
de Schur que 'on a:

S@d)= Y (dimE;)* (e, n(a) e)(rou(a) ;. ¢)).

1<ijgn

Décrivons plus précisément les éléments de L°(o) ~ E,. Soit (e,,..., ;) une
base de E, < E;. Alors on a e k)=3""!_, (e;;6(k)e,) e, pour i=I,..,L
Maintenant, pour k€K et a a €A on écrit a 'k = kya,n, avec k, €K,
a, €A, ng € N. Alors

1 - ——
(roa(@epe)= 3 | ag? "(e;, (ko) en)(e;> 0(k) ) k.

m=1"K

Tenant compte des égalités (e;, d(ky)e,) = (e;, m(ky) e,), (e;, 6(k) e,) =
(n(k) e;, e,;) on voit que:

S(@i)=WimE) " N | ag* @k e e,)
1<i,jgn’K
1<m<!
X (n(a) e;, e;)((ky) e, €;) dk.
Soit encore
S(a,2)=(dimE;)~> \ J ag* P (n(k~'ak,) e, e,) dk.

1<mgI 'K
Mais k~'ak, = ny 'a; . D’ou
S(a,2)=(dim E;)~* J a;g P (nlng 'ag Ve, e,) dk.
1<mgl 'K

Mais e, € E, < E,; est de poids u’|,=v® sous a et (n(n,'a;')e,,e,)=
_ s

ay, " D’ou

S(a, l) = (dlmEa)(dlm E&)—Z J ao'./\'p—u‘s dk.
K
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Donc
$22(0, 1) = J j (dim E,)(dim E,)~? 9,(a) ag* ~*~"* D(a) da dk.
A'K

Le lemme résulte immédiatement de cette derniére formule en I'appliquant
également au cas ou d =g, et 0 =¢&,.

4

PROPOSITION 18. Pour tout r >0 et € K on a:
(i) ,X3°=,Hy,
(i) , 23 =23
Démonstration. D’abord, d’aprés la proposition 16, on a ,X5% < H3’.
D’autre part, d’aprés les définitions, ,H3® s’identifie a ,. 7"~ ou W, est le

stabilisateur dans W de o € M, identification que nous ferons dans la suite.
Mais, d’aprés le lemme 12, ,X? contient I’espace des fonctions

A€a* > FRA)EC avec  F(A)=G@A+v’) ou GE Xy~
Or, d’aprés la proposition 17, X3 = 7", On a donc
,FWe o X3 o (F| A F(), F(A) = G( +v*) ou G décrit ,. 7" }.

On en deéduit que v® est invariant sous I’action de W, . D’autre part ,X3° est
stable sous I’action de 73% d’aprés la proposition 15(v). Mais I5° s’identifie,
d’aprés la proposition 10 a S(a)*e et I5® agit alors sur ,X3° par
multiplication des fonctions. Comme d’aprés {9], on a:

S@)"e 7Y = e,

en faisant le changement de variable 4 -4 —v® (qui laisse stable ,.#*"«
puisque W, stabilise v®) on obtient ,.7*%+ < ,X3°. Comme on a déja vu que
L X8 < H3® = ,7Y%, la partie (i) de la proposition en résulte. (ii) résulte de
(i), de la définition de ,.Z73% (cf. V. 5) et de la proposition 15(iii).

5. Soient 7,4, ¢ € K. On definit:
JY'=(Fe HY|YoE§ VaE 4%, simple,
YA€ A% (o), F(o,4)s"(0, 4, a) =0}

' Je remercie Barlet pour m’avoir fourni une démonstration de ’égalite S(a)? . »*" =

,-7*"?_ avant que je ne prenne connaissance de [9].
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PROPOSITION 19. Soient 0,7,6 € K. On suppose que pour tout o € &,
&2+ 0et &+ 0. Alors on a:

Yo' =FY HYF.

r £ £

Démonstration. (a) Si un élément de ,.7° est divisible, comme fonction
analytique, par un polyndme, elle est divisible dans ,.7” par ce polynéme (cf.
[9, 2.6]).

(b) Sur ’ensemble des A € a* vérifiant Re A, > 0 pour tout a € 4*, la
fonction |[],ea+ Pos(—4)| est bornée inférieurement par une constante
strictement positive.

(c) Tenant compte de (a) et (b), la démonstration de la proposition 19
est analogue a celle de la proposition 13 ot ’on remplace I% par ,H%, K3” par
,Y¥ et ou la proposition 18 joue le réle de la proposition 10.

6. Le théoréme suivant décrit I’espace des transformés de Fourier
des éléments de & 4,.

THEOREME 4. Vr >0, V6,y€E K on a:
(@) rX6y= rH57'= Dcek Faer“FW,
(i) ,2%= 2%,
(iii) g = Z)-
Démonstration. Le point (i) se déduit de la proposition 19 comme le
théoreme 2 se déduit de la proposition 13.

(ii) résulte alors de (i), de la proposition 15(iii) et de la définition de
LY (cf. V. 5).

(iii) est une conséquence de (ii) et des définitions.

Au passage on remarque que la démonstration du théoréme 4 et I'injectivité
de la transformation de Fourier (voir plus loin) donne:

THEOREME 5. Le sous espace vectoriel de & engendré (algébriquement)
par les fonctions u * (c;0) * v od u,v €U, 6 € K et ¢ décrit les éléments de
& biinvariants par K, est égal d &y, sous-espace de & formé des éléments
K-finis a droite et a gauche.

IV. THEOREME DE TYPE PALEY-WIENER POUR L’ESPACE & = CX(G)

1. Formule dinversion de Fourier. Théoréme de Plancherel

On définit #? ’espace des applications (g, 4)— F(g,4) ou (o,4) décrit
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M X ia¥ et F(o, 1) est un opérateur de Hilbert—Schmidt dans L?(o), vérifiant:

> J _Tr(F(o,2) F(0,2)*) m(o, 1) dA < o0.

ceM ‘i,
Ici dA est une mesure de Lebesgue sur I’espace vectoriel réel iaf et m(o, A) =
dimE, [ [,ez (04 pn+ v)(H,). Ici X est Iensemble des a € 4 tel que le
sous-espace g, de g de poids a sous b soit contenu dans n. On définit sur ¥*
un produit scalaire hilbertien par:

VF,GEY?, (F,G)=Y j Tr(F(0, 1) G*(0, A)) m(a, 4) di.

oceM “i%

Alors on a la proposition suivante, qui est un cas particulier de la formule de
Plancherel pour les groupes semi-simples réels due a Harish—Chandra:

PrROPOSITION 20 (cf. [13, 8.15.14]). (i) Pour ¢ € CZ(G), la restriction
de ¢ @ M X i notée encore ¢ est un élément de #*.

(ii) 1l existe une normalisation de la mesure de Haar de G telle que
Papplication ¢ —» ¢ de C®(G) dans ¥* se prolonge en une isométrie
despaces de Hilbert de L*(G) dans *. Cette isométrie sera encore notée
0.9.

(iii) Pour ¢ € CX(G) on a la formule d’inversion de Fourier:

VgEG,  0(e)= X | Tr@@.4)r.(g ") mlo. 1) dh

oeM “i%g
2. Le lemme suivant est facilement déduit de la proposition 8 de

2).

LEMME 13. Soit X € a,. Il existe des fonctions C* sur K, xy,., X,
Py seres Vs QUEC Py sees ¥, invariantes d droite par M, des polynémes P, ..., P,
sur a* et des éléments X,,..., X, € t tels que:

Yo € M, YAEa*, Yo € L(o),

[ m
(roaX) 0)k) = 3 x,(k)(roa (X)) 0)(K) + X yi(k) P,(4) o(k).

i=1 j=1
Le lemme suivant résulte immédiatement des définitions et du lemme

precedent.

LEMME 14. Soient FE# et X €a. Alors lapplication (9,)) € M X
a* - r, (X)F(o,A) est encore un élément de #°.
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Le lemme suivant est clair.

LEMME 15. Soient E un espace de Hilbert de dimension finie, T un
opérateur linéaire de E dans E, U un opérateur unitaire de E dans E. Alors
on a:

|Tr(TU)| < dim E || T||.
LEMME 16. Soit F € #. Alors pour tout g € G, la formule
o(8)= Y | Tr(F(o,4)re(g™"))m(o, ) dA
oeM Y19,
a un sens, les intégrales et la série convergeant absolument.

Démonstration. Pour 6 € K et ¢ € M notons P2 le projecteur orthogonal
de L*(c) sur L%(0) et étudions d’abord

Tr(P2F(a,A)r (g™ ")) pour A € iak.
Comme r_,(g ') est unitaire on a, d’aprés le lemme 16:
ITr(PyF(0,4) rox(g ")) < dim L°(0) | PoF(a, A)] .

Clairement, dim L?(0) < (dim E;)*.

D’autre part on sait quxil existe # élément du centre de I’algebre envelop-
pante de t tel que pour tout 6 € K Iaction u sur E; soit la multiplication par
(dim E,)*. Appliquant #°5 (cf. V.5) a F et u”*' € U(f) on en déduit que
pour tout n € N il existe une constante C, , telle que:

VoEM, VAE€ia¥,  VEK,
| Tr(PSF(0,4) roa(g ™)) < C, p(dim Eg) ™% (1 + [lof|* + [ A1%) ™"

Comme pour p assez grand la série Y ;.. (dim E;)~?*” converge absolument,
on en déduit que pour tout n € N il existe C, > 0 telle que

VOEM, VA€ia¥,  |Tr(F(0,4) re(g NI < Cu(1 + N0l + A1) 7"
D’autre part d’aprés la définition de m(g, 1):
3C>0, 3In,€EN, VYoEM, ViAE€a*
Im(o, 1)) < C(1+ [lalI* + [|A]%)".
Le lemme en résulte immeédiatement.

LEMME 17. La fonction ¢ définie au lemme précédent est C*™.
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Démonstration. De la définition de -#, du lemme 15 et du fait que g est
engendrée par t et a, on déduit que, pour tout X €g, l’application
(0,A)EM - r_,(X) F(o, 1) est encore dans -#. Utilisant ce fait et le lemme
précédent on voit facilement que ¢ est différentiable. De maniére plus précise
(Xxo)8)=20en fi:) Tr(r,,(X) F(o,A) r,,(g ")) m(o, 1) dA, ceci pour tout
X € get X, 0 est dans L*(G). ¢ est donc un vecteur C® de la représentation
réguliére de G, donc C™.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition suivante:

ProPOSITION 21. Soit FE ,#. Alors la fonction sur G définie par
0(8) =Y veni f,.na Tr(F(0,A) rop, ")) m(o, A)dA est C* a support compact
contenu dans B,. En outre ¢ = F.

Démonstration. D’aprés le lemme 17, ¢ est C*. Alors ¢ =3 ..z ¢°’ o
la convergence est uniforme dans C®(G) (cf. [14, 4.4.2.1]). Ici ¢*'=
Xo * @ * x,,. Comme pour 6§,y € K, r,;(x5) = P2 et r,,(x,) = P, , on voit que:

0Ng)= Y | TrF0,2)rsa(g”")m(o, 1) di

oeM *iag

Comme F® € ,#° (cf. fin de V.6), il existe, d’aprés le théoréme 4,
027 €, 2% telle que (p?)" = F?". En appliquant la formule d’inversion de
Fourier (cf. proposition 20(iii)) a4 ¢2’ on voit que ¢%’=¢°’. Comme
9 =Y 5,ex ¢ ol la série converge uniformément dans C*(G), on voit que
¢ est dans , & et qu'en outre la série ci-dessus converge uniformément dans
,Z. De la continuité de 'application ¢ — ¢ de ,& dans ,-# (cf. proposition
16(i)) on en déduit que ¢ = X s.yex F27. Mais, toujours d’aprés [14, 4.4.2.1],
on a F=);_ zF° ou la seric converge uniformément dans ,.#. D’oi
¢ = F et la proposition est démontrée.

3

THEOREME 6. (i) Pour tout r > 0, lapplication ,& — # définie par
o — @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques.
(ii) L’application de & dans # définie par ¢ — ¢ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels topologiques.

Démonstration. (i) D’aprés les propositions 16 et 20, ¢ > ¢ est une
injection continue de ,% dans ,#. D’aprés la proposition précédente c’est
également une surjection. (i) résulte alors de I’application du théoréme du
graphe fermé pour les espaces de Fréchet. (ii) est une conséquence immédiate
de (i) et des définitions.
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