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O. Introduction 

Soit G un groupe de Lie r6ductif (r6el). (Pour  les hypoth6ses pr6cises sur G, 
ainsi que pour  le d6tail des notat ions,  voir  le w 1.) Le problOme de Paley-Wiener 
scalaire (ou invariant)  consiste ~ caract6riser les t ransform6es de Four ier  sca- 
laires, par  les repr6sentat ions de G, des fonctions C ~ ~ suppor t  compac t  sur G. 

Plus pr6cis6ment,  soit P u n  sous-groupe parabol ique  cuspidal de G, P = M A N  
une d6composi t ion  de Langlands  de P , a = L i e ( A ) |  Si 6 est une 
repr6sentat ion de la s6rie discr6te de M, 2ea*,  on d6signe par  n6,z la 
repr6sentat ion induite de G associ6e: elle appar t ient  b, la s6rie principale 
g6n6ralis6e. Son caract6re-dis t r ibut ion trace rc6,x ne d6pend pas de N, seule- 
ment  des donn6es (MA, 3, 2). 

Soit alors M i = M I A  i ( i=1  . . . . .  R) un ensemble  de repr6sentants,  /~ con- 
jugaison pr6s, de sous-groupes de Levi de parabol iques  cuspidaux.  Soit 
f s C ~ ( G , K )  une fonction C o '̀ sur G, ~ suppor t  compact ,  que nous supposons  
de plus K-finie pour  un sous-groupe compac t  maximal  K de G. Pour  tout  i 
= 1 . . . . .  R, soit 

Fi(b, 2) = <trace n~, 4, f ) ;  

Fi est donc  une fonct ion fi valeurs complexes,  d6finie sur (Mi)e x a*. 
No t re  th6or6me de Paley-Wiener  caract6rise les familles F~(6,2) qui sont 

obtenues c o m m e  traces des fonctions K-finies dans  les s6ries principales 
g6n6ralis6es. 

Pour  tout  i, disons que F~ est fi support fini en 6 si F~(6,2)-=0 saul pour  6 
dans un ensemble  fini. Par  ailleurs, soit r  l 'espace des t ransform6es de 
Four ier  de fonctions de C~(a~,0)~: ce sont des fonctions sur a*. Soit ~ ( a * )  la 
r6union des espaces ~ K ( a * ) ,  pour  r > 0 .  Enfin, soit W I = W ( A  3 le groupe  de 
Weyl de (G,A 3 qui agit sur (M~)n e t a * .  

* Present address: Princeton University, Department of Mathematics, Fine Hall-Box 37, Prin- 
ceton NJ 08544, USA 
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Th6or6me. Supposons donndes, pour i=  1 . . . . .  R, des fonctions F/=Fi((},2): ()~li) d 
• Q*--,~r. 

Alors il existe f 6  C~(G, K) telle que 

Fi(3, 2)= (trace rca.a,f) 

si et seulement si les F~ satisJbnt les conditions suivantes: 

(i) Pour tout i, F~ est d support f ini  en 3. 

(ii) Pour tout 6, Fi(6, 2) appartient, comme fonction de 2, ~ ~ ' ( a * ) .  

(iii) Pour tout i, Fi(6,2)=Fi(w6, w2 ) pour w ~ W  i. 

En fait, nous d6montrerons un th6or6me plus pr6cis qui permet de con- 
tr61er les supports. A savoir: 

Th6or6me 1. Supposons donn&s pour i=  1 . . . . .  R des fonctions Fi=F~(6,2): (/Qi)a 
xa*~l l2 .  Alors pour e > 0  il existe f~C~(G,K)r+~ telle que: F,.(6,2) 
= ( trace ha, z , i )  i = 1 . . . . .  R, si et seulement si: 

(i) Pour tout i, F i est d support f ini en 6. 

(ii)r Pour tout 3, Fi(6, )~) appartient, comme fonction de ). d 2~ig'(a*)r. 

(iii) Pour tout i, Fi(3, 2)=Fi(w3, w2) pour w s W  i. 
Dans le cas off le groupe G n'a pas de R-groupes non triviaux, le caract6re 

d'une repr6sentation admissible irr6ductible peut s'6crire comme combinaison 
lin6aire /l coefficients entiers de caract+res des rca, a (d'apr6s un th6or6me de 
Zuckerman et Harish-Chandra, cf. [17] Prop. 6.6.7); les travaux r6cents de 
Vogan sur la conjecture de Kazhdan-Lusztig dans le cas r6el permettent, en 
principe au moins, de calculer explicitement ces coefficients. Par cons6quent, 
notre th~or6me joint / t ces  r6sultats d6termine enti6rement l'espace des fonc- 
tions complexes ~ F ( n )  d6finies sur le dual admissible de G, qui sont de la 
forme F(~) = (trace ~z, f )  pour f e  C~(G, K). 

La solution de ce probl6me de Paley-Wiener, pour les fonctions K-finies, est 
donc compl6te pour les groupes ~t une seule classe de conjugaison de sous- 
groupes de Cartan, GL(n; ~) ,  GL(n, ~),  GL(n, IH) ainsi que pour SL(2n + 1,~) .  
Comme nous l'a fait remarquer I.N. Bernstein, le Th6or6me 1 est insuffisant 
pour r6soudre le probl6me de Paley-Wiener pour des groupes avec R-groupes 
non triviaux. (I1 faut aussi tenir compte des <dimites des s6rie discr6te>>.) Dans 
un article ult&ieur, nous traiterons du cas g6n6ral. D'ores et d6j~t, notre 
th6or6me permet de r6soudre des probl6mes stables au sens de Langlands. La 
restriction aux fonctions K-finies ne devrait pas 6tre un obstacle aux appli- 
cations: /~ titre d'exemple, l 'appendice est une application du th6or6me ~t un 
probl6me issu de la th6orie de Langlands. 

L'id6e de la d6monstration est la suivante. On utilise un argument de 
r6currence sur la longueur des K-types utilisant la th6orie de Vogan. Notons 
que ce type de r6currence a d6jfi 6t6 utilis6 pour les groupes complexes par 
Zelobenko [20] et pour les groupes fi une seule classe de conjugaison de sous- 
groupes de Cartan dans [6] pour 6tablir un th6or6me de Paley-Wiener ma- 
triciel. Cet argument ram6ne le probl6me ~ la d6monstration de l'6nonc6 
suivant, relatif fi une seule s6rie principale g6n6ralis6e. Soit M A N  cuspidal, 
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c~Qe; soit A(fi) l'ensemble des K-types minimaux de ~r~,a: il ne d6pend pas de 
2. 

Proposition 1. Soit #r F une fonction complexe sur a*. Alors pour tout 
e>O, il existe f~6C~(G,K).+~, de type/~ 

gt droite et d gauche, telIe que 

F(2) = (trace %. ;, f~) 

si et seulement si 

(i)r F appartient & ~ / ' ( a * ) , ,  

(ii) F est invariante par W(A)a. 

Quant 5. la Proposition 1, elle r6sulte elle-mSme de deux types de 
<<th6or4mes de Paley-Wiener>~. Essentiellement, l'existence de f , F  6tant donn4e, 
r6sulte soit du th6or6me de Paley-Wiener matriciel d'Arthur ([1,2]), soit de ses 
consequences sur les multiplicateurs (cf. [4] pour une d6monstration simple de 
celles-ci) jointes 5. la formule de Plancherel pour G (cf. [8]). Mais le th4or6me 
d'Arthur ne nous donne f que sous des hypoth6ses trop restrictives sur F 
(<dnvariance par le group de Weyl complexe>>). Pour obtenir toutes les fon- 
ctions F requises, nous multiplions celles d6ja obtenues par des polynOmes. 
Ceci est possible grace au th6or6me de Paley-Wiener infinit6simal de Delorme 
[5], caract6risant l'action de U(g) ~ sur le K-type minimal. Quand G n'est pas 
connexe, on 6tudie la restriction des s4ries principales g6n6ralis6es de G 5. sa 
composante neutre G o, et l 'on utilise des r6sultats sur les sous-espaces de 
transitions entre K0-types minimaux des s6ries principales g6n6ralis6es de G o 
(K o = K ~ Go). 

Nous avons regroup6 dans le w des d6finitions et des r6sultats 
pr61iminaires. Le w 2 ram6ne le th6or6me 1 5. la Proposition 1; le w 3 d6montre 
celleci pour G connexe, le w dans le cas g6n6ral. 

L'Appendice donne une application 5. la th6orie de Langlands. Dans cer- 
taines situations (changement de base, endoscopie), celle-ci pr4voit une cor- 
respondance entre fonctions sur deux groupes r6ductifs, d6crite par des 
identit~s entre int6grales orbitales. Que cette correspondance existe a ~t6 
d6montr6 par D. Shelstad, pour des fonctions dans l'espace de Schwartz 
d'Harish-Chandra; on le voulait pour des fonctions C~. Notre th6orSme nous 
permet de d6montrer, ce qui peut paraitre surprenant, qu'on peut obtenir la 
correspondance entre fonctions K-finies! 

L'id4e qu'on pouvait d4montrer ainsi un tel th6or6me (Th6or6me 1) est due 
5. L. Clozel, qui l'avait v6rifi6 dans certains cas; le th6orSme, dans le cas 
connexe, est un travail commun, l'extension aux groupes non-connexes est due 
5. P. Delorme. Pour des groupes de petites dimensions, de nombreuses versions 
de notre th6orSme ont d4js. 6t6 obtenues, entre autres par Ehrenpreis, Maut- 
ner, K. Johnson, Gupta (cf. [19]). 

Nous tenons 5. remercier M. Duflo, J. Arthur et A. Knapp pour d'utiles 
explications. 
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1. Notat ions  et d~finitions 

1.1. Si X est un ensemble fini, on note [XI le nombre de ses OlOments 

Si L est un groupe de Lie r6el, on note L o sa composante neutre, Z L son 
centre, I o son alg6bre de Lie, l = l o |  sa complexifi6e, U(I) l'alg6bre en- 
veloppante de I Z(1) le centre de U(1). Si Ves t  un espace vectoriel complexe, 
S(V) est son alg6bre sym6trique; elle s'identifie /~ une alg6bre de fonctions sur 
V*. 

1.2. Hypothdses sur G 

G sera un groupe de Lie v&ifiant les hypoth6ses de Knapp [10], & cela pr6s 
que nous ne supposons pas son centre compact. G est donc un groupe de Lie 
r6el, lin6aire et muni d'une injection G~GL(N,C) .  On a alors naturellement 
g c M(N, fi); soit G o =  exp(g)c  GL(N, fig). Soit Zc(G ) le centralisateur de G dans 
GL(N, fi). On suppose: 

(i) go est r6ductive 

(ii) G a un nombre  fini de composantes connexes. 

(iii) G ~ Gr Z(G). 

En particulier, G satisfait les hypotheses de Harish-Chandra dans ([7.], w 3). 
Ecrivons alors, comme dans ([7], w G=~ ofa A G est une composante 
d6ploy6e de G: le groupe ~ satisfait alors routes les hypoth6ses de Knapp. 
Grftce & cette d6composition en produit, on adapte facilement tous les r6sultats 
de [10] et [12] ~t G. 

Exemple. Si G est un groupe lin6aire alg6brique r6ductif connexe d6fini sur IR, 
G = G(IR) satisfait nos hypoth6ses. 

Soit K un sous-groupe compact, maximal de G satisfaisant aux hypoth6ses 
de ([7], w 3). Soit 0 l 'involution de Caftan de go et G associ6e /t K ([7], w 3). 
Comme nous aurons /t utiliser des r6sultats de Vogan [17], nous devons 
v&ifier que la donn6e (G,K,O) satisfait aux hypoth6ses de [17], p. 1. 

Lemme 1. (G, K, O) satisfait aux hypothOses de Vogan ([17], p. 1). 

DOmonstration. Les conditions (a) (g0 r6ductive), (b) (Ad(g) int&ieur pour geG), 
(e) (G a une repr6sentation fid61e de dimension finie), sont 6videmment 
v&ifi6es. Les conditions (c) (l'ensemble des points fixes de 0 est ~o), (d)(G 
-~K exp(po)), off Po est le sous-espace propre de 0 pour la valeur propre ( - 1 )  
dans 9o, le sont d'apr6s ([7], w 3). I1 reste/ t  v&ifier: (ft Soit bo une sous-alg6bre 
der Caftan de go. Alors le centralisateur H de bo dans G est ab61ien. 

Soit geG. Ecrivons, suivant (iii), g=xz ,  avec xeG c, zsZc(G ). Alors: (geH) 
~ - ( A d g = l  sur b o ) ~ ( A d x = l  sur bo)e~-(x~Hr On a donc H 
= G n H c Z c ( G  ). Si g l = X l Z l ,  g2=xzz2 sont dans H, il est clair que gl et g2 
commutent  si et seulement si 2 1 et z 2 commutent.  On a zi=gix7 1, donc 
zIEZc(G)nGG C (i=1,2).  I1 suffit donc de remarquer que Z~z(G)c~GGr est 
ab61ien, puisque Zr commute / t  G e t  G C. Ceci v6rifie (t). []  
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Soit G o la composante neutre de G,Z G son centre. D6finissons, d'apr6s 
Vogan ([17], 5.1.2): 

G * = {g6GI Ad(g)6Ad(Go)}. 

Lemme 2. G # = GoZ G. 

D~monstration. D'apr6s Knapp  1-10], Lemme 1.1, le centralisateur de G odans  G 
est 6gal /t Z~. Si geG ~*, on a A d g = A d g  o pour un go~Go: donc ggo 1 
centralise ~o, donc G o, donc G. Donc g = g o  z, z~Z G. [] 

On notera K ~ le groupe K n G  ~. 

1.3. Soit P u n  parabolique cuspidal de H. La donn6e de 0 d6finit une 
d6composition de Langlands P = MAN, avec MA = P n OP (cf. [18]. 

On l'appelle la d6composition de Langlands de P. On 6crit simplement P 
= M A N  pour d6signer cette d6composition. On note W(A) le groupe de Weyl 
de (G,A) 6gal au quotient du normalisateur dans K de A, Nt~(A), par son 
centralisateur ZK(A ). I1 op6re sur le dual de M, et sur A. Soit Md l'ensemble 
des repr6sentations de la s6rie discr&e de M. Si 6~2~ d, on note W(A)6 le 
stabilisateur de 6. 

1.4. Soit 6~A4 a une repr6sentation d'espace H a et hen*; soit H~  l'espace des 
vecteur C ~ de H a. On consid6re l 'espace I~(6,2) des fonctions C~,qg: G ~ H ~  
v6rifiant ~p(gman)=6(m)-l a-Z-O~p(g), geG, meM, aeA, neN. Le groupe G agit 
sur I~(6, 2) par t ranslat ion/l  gauche. 

On note I(~,2) l 'espace des vecteurs K-finis de I~(6, 2), 12(3,2) le compl6t6 
de I~176 pour la structure hilbertienne habituelle. Dans ces trois espaces, on 
note rco,~ la repr6sentation de G ou de (g,K) correspondante. On note I~(3), 
I(6), 12(3) l'espace, ind6pendant de 2, des restrictions /l K des 616ments de 
I~(6, 2), 1(3, 2), 12(3, 2). 

1.5. Si a o est un espace vectoriel r6el muni d'une norme, on note ~W(a*)r  
l 'espace des fonctions sur a*, transform6es de Fourier de fonctions C~' sur %, 
/l support dans la boule ferm6e de rayon r et de centre 0; d'apr6s le th6or6me 
de Paley-Wiener classique, c'est l 'espace des fonctions enti6res F sur a* telles 
que pour tout n e N :  

Sup(IF(Z)]  e-rllRe~'l](1 + 11211)n) < OO 

(Re 2, Im 2 sont d6finis par a~ c a* et [l" It est la norme sur a* d6duite de celle 
sur % par dualit6). On remarquera que ~'#/~(a*) r d6pend de la structure r6elle 
associ6e/t a o. 

1.6. On suppose fix6e une forme bilin6aire invariante sur 9o, d6finie positive 
sur Po, d6finie n6gative sur [o et 0-invariante. On la note B et l 'on note (X, Y) 
= - B ( X ,  OY). Alors ( , )  se prolonge en un produit scalaire hilbertien 
sur g not6 de la marne fagon et l 'on notera Iq" II la norme qu'on en d6duit sur 9 
ainsi que ses restrictions aux diff6rents sous-espaces de g. 
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1.7. On note C~(G,K) l'alg6bre des fonctions C ò  ̀~t support compact sur G, K- 
finies ~ droite et /t gauche. Pour r>0 ,  on d6signe par C~(G, K), le sous-espace 
de C~(G,K) des fonctions /~ support dans K exp(B,) oil B~ est la boule ferm6e 
de rayon r dans P0 muni de la norme d6finie ci-dessus. 

On d6signe par U(g) t l'algbbre des invariants de 1~ dans U(g). On notera # 
un K-type, c'est-/t-dire une repr6sentation irr6ductible de K. 

2. D~monstration du Th~or~me (modulo la Proposition 1) 

Nous allons d6montrer que la Proposition 1 implique le Th6or6me 1. 

2.1. On v6rifie tout d'abord la partie directe de l'6nonc6 du thdor6me. On fixe 
un parabolique cuspidal P=MAN et une fonction F : M d x a * ~ I I ?  telle que 
pour tout e > 0  il existe f~eC~(G,K),+~ v6rifiant: 

V6eMI a, V2ea*, F(f,2)=<trTt~,~,f~). 

Pour (i), on se fixe e.>0 et nous pouvons supposer que J~ est isotypique de 
type (/~1,/~2) sous l'action bilat6re de K. 

Alors F(6 ,2)=0  sauf si # l=pZ ,  et si de plus /~=#1=#2 est un K-type de 
1(6). Par r6ciprocit6 de Frobenius, ceci implique que HomK~M( #, 3)=t=0. D'apr6s 
un r6sultat classique de Harish-Chandra (cf. [14], Th6or6me 16.15) ce n'est 
possible que pour un nornbre fini de gEM d. 

V6rifions (ii). Puisque f ,  est K-finie, l 'op6rateur rc~,a(f~ ) n'a, darts une base 
de 1(5) adapt6e ~t l'action de K, qu'un hombre fini de coefficients non nuls. 
V6rifions que chacun de ces coefficients est dans ~~ Si P e s t  le 
parabolique minimal, ceci est d6montr6 par exemple dans [1], Lemme 3.1 ou 
[6], Proposition 16. 

Pour P cuspidal quelconque, nous pourrions imiter l 'argument de [1,6]. I1 
sera plus rapide d'utiliser la construction suivante, dont nous aurons de nou- 
veau besoin par la suite. Soit Pm=M,~AmNm un parabolique minimal�9 On 
suppose, ce qui est possible ~t association pr6s, que P e s t  standard pour Pro: 
PDP~ et A,,~A. On a A~=AA • o4l AI=Am~M; Pm~M=MmAI(N~M) est 
un parabolique minimal de M. Le th6or6me du sous-module de Casselman (cf. 
[18]) r6alise 3 comme sous-module d'une sdrie principale de M, de la forme 
�9 M r lndp,,~,M(a~| off a~eM,,, 2;~(ai) *. Par double induction, on obtient rto, z 
comme sous-module de ind~m(ao|174 ), une repr6sentation de la s6rie prin- 
cipale de G. En particulier, on obtient ainsi un plongement de l'espace de 
vecteurs K-finis I(6) dans I(a~). Pour montrer que F(6, .) est dans ~/r 
il suffit de v6rifier que pour veI(6), et pour un produit scalaire hermitien K- 
invariant quelconque sur I(6), la fonction 2~(rt~,~(f)v,v) est dans ~r 
Mais, identifiant v 5. son image dans l(ao), cette fonction est de la forme 
(rc~,~,+a(f)v,v) o6 2 ~ + 2 e a * = a * G ( a i )  *. D'apr6s le r6sultat pour le para- 
bolique minimal, 2m~(Tt,~,a,,(f)v,v ) est dans ~r I1 suffit donc 
d'utiliser le fait suivant, dont la d6monstration est laiss6e au lecteur: 
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L e m m e  3. Soit F'(2,,): a,~--.ll~ une fonction appartenant ?t ~#/ ' (a*)r .  Alors la 
fonction de 2Ea*: 2 ~ F ' ( 2 ~ + 2 )  appartient ?t ~r162 

Alors F(6, .) est dans (-] ~/ / ' (a*)~+~ qui est c lairement  6gal /l ~r 
e > 0  

Ceci ach6ve de prouver  que F v6rifie (ii). 
Pour  terminer  la d6monst ra t ion  de la part ie directe du th6or6me, il suffit de 

s 'assurer que F(6,2)=F(wf,  w2) pour  w~W(A): c'est 6vident puisque les 
repr6sentat ions rc~,~ et 7tw~,~ ~ ont  m6me caract6re ou m~me suite de Jordan-  
H61der. 

2.2. Avant  de d6mont re r  la r6ciproque, nous devons rappeler  certains r6sultats 
de Vogan  ([15, 17]). Nous  voulons  utiliser la th6orie des K- types  min imaux  
pour  G non connexe, expos6e dans El7], mais pour  des repr6sentat ions induites 
ordinaires,  et non cohomolog iquemen t  induites. Cela nous oblige ~ quelques 
contorsions.  

Soit GDG~=GoZc,,  K ~ = K c ~ G  ~. On v6rifie facilement que K ~ = K o Z r .  
On pose 

R G = G/G ~ ~- K/K ~. 

Soit t o une sous-alg6bre de Car tan  de t~ 0. Soit A+(L t) un choix des racines 
positives pour  (~,t). Soit T le central isateur  de t o dans K;  on a T c K, et T e s t  
abhlien. Soit W(K, T)=NK(T)/T. On vhrifie alors ([17], L e m m a  5.13) qu'il  y a 
un i somorph i sme  naturel  entre R ~ et le sous-groupe de W(K, T): 

{wEW(K, T): wA+(f,t)=A+(Lt)}. 

Soit alors /t un K-type,  i.e. une repr6sentat ion irr6ductible de d imension 
finie de K. R6duit  ~ K *, p se ddcompose  en un nombre  fini d ' irr6ductibles 
/~* . . . . .  /z~. Puisque K ~ = K o Z  ~, la th6orie de Car tan-Weyl  s'6tend /l K *" une 
repr6sentat ion irr6ductible de K # est d6termin6e par  son plus haut  poids 
(relat ivement /t A+(Lt)), qui est un caract6re de T. A un K- type  #, on associe 
alors l 'ensemble (Z1 . . . .  Zr) des plus hauts poids des / ~ .  Vogan  d6mont re  alors 
(I-17], Prop. 5.1.9) que (Z1 . . . .  Z,) est une orbite de R G c W ( K , T ) ;  de plus les Zi 
ont multiplicit6 1. 

Soit alors Pc E it* la demi - somme  des racines de A + ([, t). Si Zes t  un caract6re 
de T, soit dz e i t ~  sa diff6rentielle. Si # est un K-type,  on d6finit alors lbgH =(dz i  
+2pc,dzi+2pc ) pour  l 'un quelconque des Z~: c'est un n o m b r e  > 0 ,  qui ne 
d6pend pas du choix de Z~ puisque R a stabilise Pc. 

Si (Tz, V) est un (g ,K)-module  irr6ductible, on appelle K-type minimal de V 
un K- type /~  de V tel que ll/~ll est minimal .  Si P = M A M  est cuspidal, 6e~Q e, on 
note A(O) l 'ensemble,  ind6pendant  de 2, des K- types  min imaux  de ~,~.  

Proposi t ion 2 (Vogan). (i) Si tteA(6), I~ intervient dans 1(6) avec multiplicitO 1. 
(ii) Soit MiA i (i = 1,2) deux sous-groupes de Levi cuspidaux, 6iE(2~4i) a. 

Si I (~ )  et  I(~2) ont un K-type minimal en commun, les donnOes (Mi,61) sont 
conjugu~es par G. 
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DOmonstration. Si G est connexe, ceci est d6montr6 dans [15]. Sinon, cela 
r6sulte des r6sultats de [17], y compris le Th6orame 6.6.15. Comme ce 
th6orbme n'est pas d6montr6 dans [17], nous donnons un argument 
ind6pendant. 

Si p e s t  un K-type, Vogan associe une autre norme ~t p, not6e I I / A l l l a m b d a :  

c'est la longueur d'un certain param6tre 2, associ6 tt # ([17], Prop. 5.3.3 et 
D6finition 5.4.1). Par construction, 2, et donc I[/A[llambda n e  d6pendent que de 
PIK. ; il est clair qu'il en est de m6me pour HpII. On d6finit de la faqon 6vidente 
l'ensemble des K-types lambda-minimaux d'un (g, K)-module irr6ductible. Si G 
est connexe, Vogan montre ([15], Lemme 8.8) que l'ensemble des K-types 
lambda-minimaux de 1(3) coincide avec l'ensemble A(6) des K-types minimaux. 
Utilisant la remarque qui pr6c6de, on en d6duit qu'il en est de m6me pour G 
satisfaisant nos hypoth6ses. 

D'apr6s [17], Corollaire 6.5.15, les K-types lambda-minimaux interviennent 
avec multiplicit6 1 dans tout (g,K)-module irr6ductible. Puisque n~.~ est 
g6n6riquement irr6ductible, ceci implique l'assertion (i). 

Pour d6montrer (ii), nous allons utiliser la cons6quence suivante de la 
th6orie de Vogan: 

Lemme 4 (Vogan). Soit X, Y deux (g,K)-modules irr~ductibles ayant le mdme 
caractOre infinitOsimal et un K-type lambda-minimal en commun. AIors X ~- Y. 

Ceci r6sulte imm6diatement de la classification de Vogan ([17], Th6or6me 
6.5.12) et de la fin du Lemme 6.6.18 de [17]. [] 

Soit M A N  cuspidal; soit M ~ = M n G  ~. I1 rbsulte de [10], Lemme 1.3, que G 
est engendr6 par M e t  G ~. Si 6e)Qd, on en d6duit qu'une fonction f~1~(6 ,  2) 
()~ea*) est d6terminbe par sa restriction ~ G ~, d'ofi l'isomorphisme: 

�9 G #  

Si~  intervient dans I(6), s o i t / ~  un K*-type contenu darts p. Si 6[M~=(~)6 i, 
i 

6~(Mw on voit que #~ intervient dans Fun des I(6~), regard6s comme 
repr6sentations de K ~. Supposons alors, sous les hypoth6ses de (ii), que # soit 
dans A(61) et A(62). Alors, si #* C#IK", P~ intervient dans I(3]) et dans I(6J2) 
pour des sous-repr6sentations 6] et 6{ de 6~IM~ et 6Z[M~. I1 est clair que p est un 
K-type minimal dans chacune de ces repr6sentations. D'apr6s le r6sultat (ii) 
dans le cas connexe, qui s'6tend facilement ~ G ~, on voit que les donn6es 
(M], 3]) et (M~2, 6J2) sont conjugu6es sous G ~. On peut donc supposer M~ 
=M~,  donc M I = M 2 = M .  Si M ~ M A N ,  il est clair que pour 2~a* les 
repr6sentations n~,~ et ~ , a  de G ont m6me caract6re infinit6simal; il en est de 
m~me pour les repr6sentations n0~,x et n~,~ de G, d'ofi le rbsultat d'apr6s le 
Lemme 4 puisqu'elles sont g6n6riquement irr6ductibles. Ceci d6montre la Prop- 
osition 2. [] 

2.3�9 Nous pouvons maintenant d6montrer la partie r6ciproque du th6ordme. 
Consid6rons l'ensemble des couples (M, 6) off M est Fun des M i, 6EMe. On 
identifie (M, 6) et (M, w3) pour wsW(A) .  On notera 6 un tel couple, ,~vec 6 
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d6finie modulo  W(A). L'ensemble de ces donn6es s'identifie donc /t 

11 [(~I,),,/W(A~)]. 
i = l , . . . , R  

Si _6, ._6' sont de telles donn6es, soit A~), A~' )  les ensembles de K-types 
minimaux de I(6), I(6'). On d6finit un ordre (partiel) sur t 'ensemble des donn6es 
de la faqon suivante: 3 < 3 '  si, pour  tout  #EA(3), p'~A(3'), on a ]b#N < II#']l.On 
d6finit c5 < 6' par  la relation: 3 < 3' ou 6 = 3'. 

Soit alors (Fi) des fonctions satisfaisant les condit ions ( i ) - ( i i ) r - ( i i i )  du 
Th6or6me; on note F=(F~)i=I,...R. Soit F v le support  de F, c'est-~-dire 
l 'ensemble des donn6es -6 telles que F(f ,  2)~a0. Soit /~ l 'ensemble des donn6es 
inf6rieures ou 6gales "~ une donn6e de Fv: c'est un ensemble fini. La 
d6monstrat ion v a s e  faire par r6currence sur le cardinal de /~. Nous pouvons 
donc supposer 

HypothOse de r~currence (J(f,). Pour  tout  r > 0, si F '=(Fi '  ) satisfait les hypoth6ses 
(i), (ii)r, (iii) du th6or6me et si ]/~,[<n, pour  tout  e > 0  il existe f~'~C~ 
telle que 

Vi, V3 ~(M~) d, V2~a*, ( t race  ~,~,f~ ' )  = Fi'(cS, 2). 

Clairement ~ est vraie. En effet, on a alors F ' -=0 et on prend f~ '=0  pour  tout  
~>0.  Mont rons  que ~ ,  implique Jg,+~. Soit F v6rifiant (i), (ii)~, (iii) et [/~[=n. 
Fixons e>0 .  Soit 6 o un 616ment maximal  de /~, qui est donc dans F v. Soit 
#sA(6o). D'apr6s la proposi t ion 1, on peut t rouver  h~C~'~(G,K)~+~/2 de type 
(#, #) telle que: 

V2~a*, F(6o, 2) = ( t race  ~o,Z, h). 

Posons F'(3,2)=F(3,2)-(tracege.z,h ), ( 3 e ( ~ f ) , , X e a * ) .  II est clair que F' 
v6rifie (i), (ii)~+~/2, (iii). 

Par  ailleurs, on a FF.%F P. En effet, F ' ( 3 o , 2 ) - 0  par  construction.  Sup- 
posons que F ' ( 3 , 2 ) ~ 0 .  Alors F(3, X)g#O, soit -6eF v o u  ( t race~6,x ,h)~g0,  ce 
qui implique que # intervient dans I(6). Si #'eA(3), on dolt avoir  II#ll->_ I1#'11. 
On ne peut  avoir II#ll = I1#'{1: on aurait  alors #cA(h),  donc, d'apr6s la Proposi-  
t ion 2, .6=.6o, ce qui contredit  le fait que F'(3, 2 )~0 .  Donc  I1#11 > I1#'11, soit 6 < 6  o, 
d'o/1 -6 e/~F - {-6o}. On volt donc que F r, c/~F - {-60}, d'ot~ F F, ~ FF -- {-60}. 

D'apr6s l 'hypoth6se de r6currence, on a: 

f'(3, 2)=  {trace gO,~.,f~2) 

pour  une fonction f ' e  C~(G, K),+~. La fonction f = f ' +  h satisfait alors: 

F(3, 2 )=  ( t race  ~6,z,f) pour  tout 6,2 

et f~e C~'(G,K)~+~. I1 en r6sulte que ~ ,  implique ~ + ~ .  [ ]  

3. D6monstration de la Proposition 1 (G connexe) 

Nous d6montrons  maintenant  la Proposi t ion 1 pour  G connexe. Si 
f~C~(G,K)r, il r6sulte du w que F(6)=(trace~o,z,f) satisfait (i), (ii). 
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R6ciproquement, il s'agit d'exhiber f~, F et e 6tant donn6s; nous voulons de 
plus f de type (#,#), pour # donn6 dans A(6). 

On va utiliser les r6sultats suivants. Le premier est dfi fi Delorme [5]. Les 
donn6es sont celles de la Proposition 1: MAN cuspidal, 8C/~e, /~A(8). 
Comme g intervient avec multiplicit6 un dans ~z~,a, l'alg6bre U(g)~= U(g) K agit 
par des scalaires dans l'espace de type # de 16. Cela d6termine un homomor- 
phisme d'algabres p,,): U ( g ) ~ .  On v6rifie qu'il est polynomial en 2, c'est-b.- 
dire qu'il existe un homomorphisme p,: U(g)~S(a)  tel que, pour ucU(g)~: 
p., ~(u) = p . (u ) (&  ;. ca*. 

Th6or6me 2 ([5] Th6or6me 3). Soit peA(6). Alors l'homomorphisme p,: U(g) ~--, 
S(a) w~"l~ est surjectif 

Nous aurons aussi besoin d'une cons6quence du th6or6me de Paley-Wiener 
d'Arthur ([1,2]). Ce r6sultat nous a 6t6 communiqu6 par Arthur; nous en 
donnons deux d6monstrations: l'une utilise directement le th6or6me de Paley- 
Wiener de [1]; l'autre n'utilise que tes cons6quences du th6or6me pour les 
multiplicateurs de C~(G,K), (d6montr6es 5. peu de frais dans [4]) mais 
n6cessite le recours/ t  la formule de Plancherel pour G (cf. [8]). 

Soit P~=M~A, ,N m un parabolique minimal de G. Soit t,,,0 une sous-alg6bre 
de Caftan de m,,,o: b,, = % +tin est alors une sous-alg6bre de Cartan de 9, et le 
sous-espace r6el bm, o=am, o+itm, o de [?m est stable pour le groupe de Weyl 
~complexe>) W(9,[,,)= W(bm). NOUS noterons ~g ' ( b* )  l'espace de Paley-Wiener 
sur b* defini par la structure r6elle b,,,o. 

Soit 7 une distribution ~ support compact Vv(b,,)-invariante sur bin,0- Alors 
sa transform6e de Fourier ~ Acb* est une fonction enti6re W(b,,)-invariante 
sur b*. Si ~ est une fonction C ~ fi support compact, contenu dans la boule 
ferm6e de centre 0 et de rayon r, ~ est dans .@/gth*l wr 

- -  - -  ~ - i m Y r  �9 

Si a~]~,,,  2ca*,  soit z~,z la repr6sentation de la s6rie principale associ6e. Si 
p est un K-type, notons Pu(tr) l'op6rateur, agissant dans l(a), 6gal ~ 1 sur les 
composantes isotypiques de type # et 0 ailleurs. Si craM,,, soit ~ * /t~ct m un 
param6tre d'Harish-Chandra pour le caract6re infinit6simal de or: le caract6re 
infinit6simal de rc~,a a alors 2~ + 2 comme param6tre d'Harish-Chandra. 

Th6or6me 3. (Arthur). Soit p un K-type, ~ un ~l~ment de . w ~  ~//'(bm)r . Alors il 
existe f cC~(G,K), ,  de type (#,g), teUe que: rc~,z(f)=~7(,L~+,~0 P~(a), pour tout 
(a, 2)eM,,  x a*. 

Ddmonstralion 1. Soit ~Y//(G, K), l'espace, d6fini par Arthur, des fonctions h 
valeurs op6rateurs F: (a, 2 )~F(a ,  2) 

/Q,, x a*~gnd( I (a ) )  
telles que ~ 

(i) F est K-finie. 

(ii), Pour a fix6, 2~F(a ,  2) est dans ~ ( a * ) , .  

(iii) Supposons qu'on ait, pour tout xeG: 

~, Dk[<r~,a~(x)u k, Vk) ] =0  (3.1) 
k = l  . . . . .  N 

t Pour des d6tails, voir [2], w 2 
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off, pour tout  k, u k est un vecteur K-fini de I(cr), v k un vecteur K-fini de I(a)*, 
zkea.,, D k est un operateur differentiel 5. coefficients constants sur %.  

Alors: 
Dk[<F(~rk, )~) u~, Vk>] =0.  (3.2) 

k =  1, , . . ,N  

Lemme 5. Eapplieation (~, 2 ) ~ ( 2 ~ +  2)Pu(cr) est un ~l~ment de LP~/'(G, K),. 

DOmonstration. Les conditions (i) et (ii) sont clairement satisfaites. I1 faut 
verifier (iii). Ecrivons la serie de Taylor de ] A l'origine: 

oo 
VAeb*m, r ~ fn(A), ora r w<~m> 

. = 0  

et la serie converge normalement  puisque ] e s t  entiere. 
Par consequent, pour montrer  que ~;(i~.+)0P.(a) satisfait (iii), il suffit 

de verifier que ~(2 .+2)g(o- )  le satisfait. Mais ].ffS"(b,.) w{~"~>. I1 existe donc 
z.~Z(g) tel que ~.,a(z.)=3~.(}~.+ 2) pour tout (a,2)~M.~ x a*. Soit Z~ le caractere 
normalise de p (i.e. i , = ( d e g r e  p ) - I  trace p(k) pour keK)  regard6 comme 
distribution ~t support compact  sur G. Alors z .*Z ,  est une distribution /t 
support compact  sur G et F ( 6 ) = ~ . ( 2 . + 2 )  Pu(a)=~. , , (z .*Z,)  verifie (3.2) par 
integration de (3.1) contre z . .  2% [] 

Achevons la premiere demonstrat ion du Theoreme 3. 
D'apres le Lemme 5, ~(2~+2)P,(~) appartient A ~at#(G,K),. Le thdoreme 

fondamental  d 'Arthur  ([2], Theoreme 2) dit que c'est la transformee de 
Fourier d'une fonction f e  C~(G, K)~: 

.7(,;I.,. + 2) P.(o-) = n,., .t(f)- 

L'injectivit6 de la t ransformation de Fourier implique que f est de type 
(~,~). [] 

DOmonstration 2 du Theoreme 2: 

Lemme 6. Soit g'(G,K) l'algObre de convolution des distributions d support 
compact sur G, K-finies d droite et d gauche. 

Soit 6~167 l'espace des distributions d support compact sur b,,,o. On note 
g'(G,K)~, (resp. 6~'(b,,,o),) respace des OlOments de g'(G,K) (resp. g'(b~,0)) 
support dans K exp B~(resp. {X] X el),,, o, II X II <_- r}). 

(i) Soit 7~(g'(bm.O,~o~W~') et ] sa translbrmOe, de Fourier. 
Alors il existe un endomorphisme S~, de g'(G, K) tel que pour tout ((~, 2)eN~t x 

a* et feg '(G,  K), 7z,,~(S~./)=7(2~+2) lr~,~(f). 
(ii) Si en outre 7 est une fonction C ~ d support compact, S 7 envoie g'(G,K) 

dans C~(G,K) et d'(G, K)o dans C,. (G, )~o" 

DSmonstration. (i) D'apres Arthur ([1] Theoreme III.4.2, ou bien [4] Theoreme 
3), il existe un endomorphisme continu T~ de C~(G,K) (espace des fonctions 
C ~~ sur G, K-finies ~t droite et b, gauche), laissant stable C~(G, K), commutant  
aux actions h droite et A gauche de K, U(g) et C~(G,K), tel que pour tout  
(a ,2)eMmXa* et f eC~(G ,K) :  r t . , , ( T ~ f ) = 7 ( - 2 . - 2  ) ~. ,a(f) .  gn  outre, T~, en- 
voie C~(G, K), dans C~(G, K),o+~. 
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Par dualite, on en deduit  un endomorphisme continu S~ de g'(G,K) 
commutan t  aux actions ~ droite et ~ gauche de K, U(g) et C~(G,K).  On veut 
mont re r  que n~, a(S r f )  = ~7(2~ + 2) n~, ~(f) pour  tout  feg'(G, K) et (a, 2)EM,, x a*. 
I1 suffit pour  cela de montrer  que pour  tout  veI(a), v'eI(a*), (Stf) �9 c,,,v, =](2~ 
+ 2) f .  % ~,, off %,,, est le coefficient % ~,(g) = (n~, a(g) v, v'}. 

Soit fleC~(G,K). On a: 
((S t f )  * c,,,,,,, f l )  = (S~ f, .fl * (,,,,,'}, off ~,,,,,,(g)= c,,.,,,(g- l) pour  tout  g~G. 

D'ofl, grgce/~ la definition de St: 

<(S,f) * c~,,,,,f~) = (f,  Tt(f~ * ~,,,,,,)). 

Mais {,,,~,, est egal au coefficient c,,,~ de n**, _a. 
Alors, gr~tce aux proprietes de T t on a: 

TT( A * ~,,,,,,) = (Tt L )  * ~,,,,~ = 7(2~ + 2) f l  * (,,.,,,. 
D'ofl: 

{(St f )  * c,,,~,, f l  } = <7(2o + 2) f *  c,,,,,,, fx } 

et S~ verifie bien les proprietes voulues. 

(ii) Si y est C ~ /t support  compact  et feg'(G,K), on voit facilement que 
pour  tout  o-e/Q,,, 2+=~,a (Syf )  est de type Paley-Wiener pour  %,o-* Plus 
generalement,  soit P = M A N  un sous-groupe parabol ique cuspidal de G, stan- 
dard pour  Pro, et 6E~Qa. En utilisant le plongement  de rca, a dans la serie 
principale ordinaire  =,~ a;+a decrit en 2.1 on voit facilement que pour  tout  
6 e A  d, n~,a(Stf  ) est de type Paley-Wiener pour  a~. 

Mais la contr ibut ion ~t la mesure de Plancherel de la serie principale 
generalisee ha, a est une mesure sur ia~ qui est une distribution temperee  (cf. 
[8] w Theoreme  1 et w Yheoreme 3). I1 en resulte que S t f  est dans L2(G). 
Comme pour  XeU(g) ,  X. feg ' (G ,K)  et S,e(X * f ) = X *  (Stf) il en resulte que 
pour  tout  XsU(g) ,  X * S t f  est dans Le(G). Par consequent  S~f est une fonc- 
t ion C ~176 (en utilisant le fait qu 'une fonction dans ]R" dont  routes les d&ivees 
partielles successives sont darts L]o ~ est une fonction Coo). 

Comme d'autre part  STf est une distribution ~t support  compact  on a 
finalement St feC~(G,K ). Enfin si feg'(G,K)o, comme S t e s t  obtenu par 
dualite ~t part i r  de T t et que T t envoie C[(G,K), dans C~(G,K)~+~ o, on a bien 
feg'(G,K)~ ~ comme annonce.  On deduit  immedia tement  le Theoreme  3 du 
L e m m e 6  en prenant  f = S ~ ( ~ )  off ~, est le caractere normalise de # regarde 
comme distribution sur G ~ support  dans K. [ ]  

Nous  revenons ~t la demonst ra t ion  de la Proposi t ion 1. 
Soit donc  F: a*-*~, Fe~#/'(a*)~, invariante par W(A)a, off 6~2~1 a. 
D'apres [12], w 1, on peut decrire 6 de la faqon suivante. Soit M ~ = M o Z  M. 
Soit T un sous-groupe de Car tan compact  de Mo; T est connexe. Soit t o 

l 'algebre de Lie de T, A(m, t) les racines de (m, t). Soit p la demi-somme des 
racines positives pour  un ordre quelconque;  pelt*. Si 2 est regulier pour  
A(m,t), et tel que 2 - p  s ' integre/ t  T, Har i sh-Chandra  definit une representat ion 
6M~ associee /t 2, qui appar t ient  /~ la s&ie discrete de M 0. Si X est un 
caractere de Z u  coincidant  avec e a-~  sur Tc~ZM, on obtient  une 
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repr6sentation 6M~174 de M #. La repr6sentation 

i n d , .  (3M~ 

est alors irr6ductible, et appart ient / l /~d.  Notons-la 5(), D- 
Soit W(M, T)=NM(T)/ZM(T ). Alors 6(2, Z)~-6(2',)~') si et seulement si Z=Z', 

et 2 = 2' modulo W(M, T). 
Onpose  2=2a: il est donc bien d6fini modulo W(M,T)  par 5. Via 

l'isomorphisme de Harish-Chandra associ6 ~ l'algebre de Cartan t de m, 2a est 
le param6tre associ6 au caract6re infinit6simal de 6. 

Choisissons un param6tre 2 a tel que 6=5(2a,)0;  soit A+(m,t) le systeme de 
racines positives ddfini par 2 a. 

Un tel choix de racines positives 6tant donn6, Knapp ([10], w 3) construit 
une application J de W(A) dans le groupe orthogonal O(it*), qui jouit des 
propridt6s suivantes: 

[10], Th6or6me 3.7, (c): W(A) laisse stable (globalement) A + (m, t). 
[10], Th6oreme 4.10, d6monstration: Si we W(A) satisfait w alMo ~ -- aimo, alors 

J(w)2a=2 a. (Pour ceci, voir aussi [12], assertion (b) du w 
En particulier, si weW(A)a, on voit que J(w)2a=)~ o. 
Soit maintenant b = t + a ;  c'est une sous-algebre de Cartan de g. On a une 

application W(A)~Aut(b)  donn6e par w~(J(w),w).  D'apr6s Knapp [10], 
Th6or6me 3.7,(a), l'application J satisfait encore: 

Pour tout weW(A),  il existe keNKo(A ) tel que Ad(k)=w sur a et Ad(k) 
=J(w) sur it 0. 

En particulier, Faction de (J(w),w) sur bes t  r6alis6e par un 616ment de K 0. 
Afort iori ,  on volt que (J,l) (W(A))c W(g,D)= w(b ) off W(g,D) est le groupe de 
Weyl de (g, b). 

Consid6rons alors la fonction F, W(A)a-invariante sur a*; Fe~W(a*) , .  

Lemme 7. Soit e > O. Alors F s'~tend en une fimction F' sur b*, W(A)a-invariante, 
telle que F ' ~ / / ( a * ) r + ~  et F ' (2a+2)=F(2  ) pour tout 2~a*. 

DOmonstration. Soit F~ une fonction sur t*, W(A)a-invariante telle que 
Fle~C/'(t*)~ (pour la structure r6elle donn6e par /to) et Fl(2a)=l. Alors la 
fonction F' sur b* = t * |  d6finie par: V2et*, 2ea*, F'(21 +2)=Fl(21)F(2  ) satis- 
fait les conditions requises. []  

On identifie, comme auparavant, par l'application (J, I), W(A)a i~ un sous- 
groupe de W(b). Remarquons que W(b) laisse stable b0; il y op&e comme un 
groupe engendr6 par des r6flexions. Soit ~# / (b*)  w~b~ les invariants de W(b) 
dans l'espace de Paley-Wiener. Un th6oreme de Rais ([13], Prop. 2.7) nous 
assure que: 

Vr > O, s(b) J/~(b*) w~= ~ ( b * ) ~ .  

Lemme 8. Pour tout r>O: 
W(A)6 ~ , W(I~) * W(A)6 S(b) ~ ( b  )~ = ~ ( b  )~ 

D~monstration. En effet, il est clair que le premier membre est inclus dans le 
second. R6ciproquement, soit f e~W( t )* )  w(a)~. D'apr6s le th60r6me de Rais, on 



440 L. Clozel et P. Delorme 

peut 6crire f = ~ P i f i ,  PieS(b), fie~q/~(b*) w(~)- En faisant la moyenne des deux 
membres sur le groupe W(A)6, on obtient l'expression d6sir6e de f. [] 

Lemme 9. Soit F ' ~ W ( b * )  w(~). Soit p~A(6). Alors il existe f~Cc~(G,K)r, de 
type (#,p), telle que n~,~(f)=F ' (2~+2)P u, pour tout 2~a*. 

DOmonstration. Nous utilisons le plongement de Casselman d6crit fi la fin du 
w (avant le Lemme 3). On a plong6 6, comme sous-module, dans indgm~M(a 6 
| a6~f4 m, 2~(a• on en d6duit que n6,~ se r6alise comme sous-module de 
ind~,.,(a~| | 2). 

Soit b~,0=itn,,0+a~,o=itm, 0 + % + a O  ~ une alg6bre de Caftan associ6e au 
parabolique minimal (cf. avant le Th6or6me 3). Soit c une transformation de 
Cayley envoyant b sur b,n: c envoie alors bo sur bin,0 puisque ce sont les sous- 
espaces de [ e t  I),, sur lesquels les racines sont r6elles; de plus c conjugue 
W(g,b) =W(b) et w(~,b~), le groupe de Weyl de (g, bm). Soit c*: b*-~b* 
l'application transpos6e de c. 

D'apr6s le Th6or6me 3, on peut trouver f~C~(G,K) , ,  de type (#,/0, telle 
que n,~,~+~(f) soit 6gal h (F' oc*) (2,~+2~+2) sur le K-type/~, nul ailleurs. 

Par restriction h l'espace I(6)=I(a6), on voit que n6,z(f) a les m6mes 
propri6t6s. Mais le param6tre 2 ~ + 2 ~ + 2  rep6re, dans l'isomorphisme de Har- 
ish-Chandra associ6 h bin, le caract6re infinit6simal de n~,z~+z; le param6tre 
26+2 rep6re, par rapport maintenant ~t b, celui de n6,~ (cf. e.g. [3], p. 93). On 
doit avoir c * ( 2 ~ + 2 ~ + 2 ) = 2 ~ + 2  modulo w(b). Donc n~,~(f) vaut F'(2~+2) sur 
le K-type p, 0 ailleurs. []  

Ecrivons alors, d'apr6s le Lemme 8, la fonction F' d6finie par le Lemme 7 
comme: 

VAeb*, F'(A)= Z Pi(A) FI'(A), Pi~S(b)w(a)% ' . w('o) Fi r  )~+~. Le Lemme 9 nous 
donne des fonctions fi sur G, de type (#, #), v6rifiant 

n~,~(f~) = F~'(2~ +2)  P~, et L~C~(G,K)~+~. 

Le Th6or6me 2 dit qu'il existe des 616ments u~ de U(.q) r agissant par P~(2,~ 
+2) sur le K-type p de n6,~. Si l'on pose f=~u~*f~ ,  il est clair que 
f~C~(G,K),+~ est de type (#,/t); n6,z(f) est nul sur les composantes iso- 
typiques distinctes de p; sur la composante de type #, 

n,~, z(f) = ~ no, z(ul) no, ~(fi) 
= ZP, G + ~) v,'(,~ + ;~) 

= F(2~ + 2). 

Prenant la trace, on volt donc que 

1 
deg(/0 (trace n0,k, f )  = F'(26 + 2) = F(2) 

ce qui d6montre la Proposition 1 pour G connexe. []  

Remarquons enfin que la Proposition 1 s'6tend facilement de G connexe fi 
G satisfaisant: G=G~=GoZG.  Si P = M A N ,  on a alors, en effet, M A = G  A 
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=(Mc~Go)A(Z6c~M ), d'ofi M = ( M ~ G o ) ( M c ~ Z ~ ) ;  il est facile de voir  que 
M c~Z6 = K c~Z6. 

Une repr6sentat ion 6~ /~  d s'6crit alors 6 = 6 o |  6o~(Mc~Go--J----'-)d, Z un 
caract6re de Mc~Z~, 6 o et Z compatibles .  Si 2 ~ * ,  on a alors rc6,~=rt6o,~| on 
a utilis6 la d6composi t ion,  facile ~ v6rifier: G=Go(Kc~Z6). Les K- types  mi- 
n imaux de g6,~ sont de la f o r m e / ~ = # o |  off #oeA(6o), et K = K o ( K n Z ~  ). 

Soit alors F(2) donn6 c o m m e  dans la Proposi t ion 1, v6rifiant (i) et (ii)~. Soit 
e > 0 et foe  C~ (G o, K o)~ ~ satisfaisant F()o) = ( t race  ~6o, ~, f o )  et de type (/to, ~to) 
pour  i~o~A(Oo). La fonction f d6finie par  f (go  z) 
=Jo(go)Z(z)-~(go~Go, z~Kc~Z~) - on v6rifie que ceci est bien d6fini - est de 
type #, et: 

( t race  ~ ,~ ,  f )  = ~ trace rc~.~(g)f(g)dg 
G 

= ~ trace rrOo ' a(go) X(z) fo (go) g(z)- ~ dgo dz 
G . ( Z G  ~ K) 

= ( t race  rC~o,~, Jo>. 

De plus, on voit  facilement quefr , d 'o6  le r6sultat. [ ]  

4. D/~monstration de la Proposition 1 (cas g6n6ral) 

4.1. Dans  tout  ce paragraphe ,  on se fixe un sous-groupe parabol ique  cuspidal, 
P, de G. Soit P = M A N  (resp, P,,=M,,AmN,, ) la d6composi t ion  de Langlands  de 
P (resp. de Pm off Pm est un sous-groupe parabol ique  minimal  de G contenu 
dans P). Alors  M,, c M, A c A  m e t  N c N m. Avec les nota t ions  de 1.1 et 1.2 soit 
F = Z M ,  C~(Zc(G).expiam), qui est un groupe abdlien. Alors  on sait que G 
=GoF et M = M o F  (cf. [10] L e m m e  1.3). On d6finit Ps=Pc~G*, MS=Mc~G ~, 
F~=Fr~MS(=F~G~) ,  s ~ P~=PmnG e t M ~ = M m c ~ G  

Alors  ~_ s P~-MmAmN m (resp. PS=MSAN) est la d6composi t ion  de Langlands  
du sous-groupe parabol ique  P~ (resp. pS) de G * et F s est le sous-groupe <<F)> 
correspondant .  D o n c  G*=Go Fs et Mw Fw toujours  d 'apr6s [10] Lem-  
me 1.3. I1 rdsulte de la commuta t iv i t6  de F que M w est distingu6 dans M. 
D o n c  M et F agissent par  conjugaison sur M s. On en d6duit une act ion de M 
et F sur (Mo)d et ()~s)d. 

L e m m e  10. Soit 6e1~1 d. Alors 6[M~ est semisimple et sans multiplicitY. Soit 
6oe(IVlS)e un sous-module simple de 6IMp. Alors le statilisateur de 6 o dans F est 
Ogal d F'=FS(Fc~ZM) et l'ensemble des sous-modules simples de 61M~ est Ogal 
(F/F')6o. 
DOmonstration. Grg~ce /t la th6orie de Mackey,  on voit  que la semisimplicit6 de 
6IMp, r6sulte du fait que 6 est unitaire et irr6ductible et que M / M  s est fini. Le 
fair que 61M~ est sans multiplicit6 est une cons6quence du L e m m e  4.4 de [10], 
ou plut6t  de la d6monst ra t ion  de ce lemme, qui prouve  que 61Mo est d6j/t sans 
multiplicit6. Ce m6me lemme, appliqu6 successivement b, G e t  G 4, nous mon t re  
que 6]M ~ poss6de IM/M*I sous-modules  simples et que pour  tout  6'~(MS)d, 
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3'lMo poss6de IM~/(M~)*I sous-modules simples. Ici M * = M o Z  M et (M~) * 
=Mo.ZM~. Alors, d'apr6s [10], Lemme 4.2, appliqu6 ~t G et G ~, M / M *  
~-F/Fc~Z M e t  M~/(M~)*=Fw167 Or Fw167 En effet, si 

f~F~c~ZM~, f commute ~t F (car F est ab61ien) et commute h M o (car M o c M  ~) 
donc commute ~ M = M o F .  De ce qui pr6c~de, il r6sulte que fi[M~ poss6de 
IF/Fc~ZMIxlF~/F~C~Zm1-1 sous-modules simples. Or on peut regarder 
F~/F ~ c~Z M comme un sous-groupe de F/F ~ Z  Met le quotient est isomorphe 
F/F'. Donc 61~ poss6de [F/F'[ sous-modules simples. Soit 6 o un sous-module 
simple de filM~- Clairement 6oE(i14~)a et l'ensemble des sous-modules simples de 
3tM~ est l'orbite clans (J~w de 6 o sous M ou encore sous F, puisque M=M~F.  
De plus F'=F~(Fc~ZM) stabilise 3 o. Or on a vu que 61~ poss6de exactement 
IF~U[ sous-modules simples. On en d6duit que F' est 6gal au stabilisateur de rio 
dans F pour des raisons de cardinalit6 et le lemme en r6sulte. 

Remarque 1. a) Nous avons vu, au cours de la d6monstration de la Proposi- 
tion 2, que l'ensemble des K-types minimaux de 1(6) coincidait avec l'ensemble 
des K-types-lambda-minimaux de I(6). On utilisera fr6quement ce fait sans 
r6f6rence particuli6re et on utilisera la <<traduction>> en terme de K-types 
minimaux de certains r6sultats de [17] r6dig6s en terme de K-types lambda- 
minimaux. 

b) Les r6sultats de [15] et [16] (essentiellement les Theor~me 1.1 ~ 1.4 de 
[15]) d6montr6s dans le cas connexe s'6tendent facilement/t G*. 

Lemme 11. Soit (~IM~ = + ?}i avec 6~e(1Pl~)a. Par restriction des fonctions de G d 
~=o 

G* (resp. K d K* ) on obtient un isomorphisme canonique ~z~,xl~. ~- + ~t~,.x pour 
i = 0  

tout ,~ect* (resp. I(~5)~- _@ I((3i) ) (cf. d~monstration de la Proposition 2). Avec ces 

identifications: 

(i) Vf eF, f.I(6~)=I(f.(3i) pour tout i. 
(ii) Si i+j,  1(~) et I(6j) n'ont pas de K*-type minimal en commun i.e. 

A(6i)~A(6r)=O. Plus prkcisdment, si I~* ~A(6i) pour un i, la composante iso- 
typique sous K* de type ~* de I(6r), I(~)  "~, est rdduite gt z~ro si i=t=j. En outre, 
les klkments de A(~Si) et A(~)  sont des K*-types de mdme longueur. 

(iii) Si i~*sA((Si) pour un i, le K-sous-module engendr~ par I(~5i) ~# est 
irrOductible. Notant # sa classe on a t~sA(6). 

(iv) ROciproquement, tout K-type minimal la de I((5) vOrifie I(~)~' 

= + (I(6)"~I(~))  et I(~)"~I(~i) est une somme non vide de K-types minimaux 
i = 0  

de I(61) (pour tout i). 
(v) Pour tout i,j, A(6i) et A(6j) ont mOme cardinal. 

D~monstration. (i) est clair. Montrons (ii). Supposons que #* eA(61)c~A(~5~). Soit 
2sia*,  r6gulier pour W(A). D'apr~s [11], Corollaire 9.8, I(6,2) et 1(@,t) sont 
des (g,K*)-modules simples. En outre, ils ont mame caract~re infinit6simal, 
savoir cetui de I(6,2), et ils ont un K*-type minimal en commun, /t savoir /~*. 
Utilisant la Remarque 1 a) et le Lemme 4 on en d6duit que (6~, ~.) et (@ 2) sont 
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conjugu& sous W(A). Or 2 est W(A)-r6gulier. Finalement, si A(3i)c~A((5)4:0 
on a (5i---(5j soit encore i=j puisque bIM~ est sans multiplicit6 (d'apr& le 
Lemme 10). 

D'autre part, soit #~* un K4-type minimal de 1((5) regard6 comme K 4- 
module. Alors #g eA((sio ) pour un certain i o. D'apr6s (i) le K-module engendr6 
par I((5io)"o" rencontre chacun des I((5i). Mais d'apr& [17], Proposition 5.1.9 
tousles  K-sous-modules simples de ce K-module ont m6me longueur, /l savoir 
la longueur de #~. I1 en r6sulte que pour tout i, 1(6 3 contient un K4-type de 
longueur II#g II. De la minimalit6 de /t~ r6sulte que tous les 616ments de A(3~) 
sont de longueur II#g 11. Alors si ##~A((si) pour un i et I((5)"" 4:0 pour un j ,  on 
aurait #4 cA(6), d'ofl i=j  d'apr& ce qui pr6c6de. Ceci ach6ve de prouver (ii). 

Montrons (iii). Soit #4eA((si) pour un i. D'apr6s (ii), #4 est contenu avec 
multiplicit6 1 dans le K*-module  1((5). Alors le K-module engendr6 par I(61)"" 
dans 1((5) contient #* avec multiplicit6 1 et par cons6quent il est irr6ductible. 
Notons # sa classe. Toujours d'apr6s [17], Proposition 5.1.9 II/~11 = 11#4tl et il 
r&ulte alors de (ii) que # est un K-type minimal de 1((5) ce qui ach6ve de 
prouver (iii). 

Montrons (iv). Soit #4 la classe d'un K4-sous-module simple X de 1(6)". 
Alors /~4 est un K4-type minimal de I(6), donc #4eA((si) pour un i et #~* est 
contenu avec multiplicit6 1 dans 1((5) d'apr& (ii). Donc X=I((53"". Par suite 

I((5)"=+I(c5)"nI(r et pour tout i, I((5)"c~I(bl) est une somme de K*-types 
i = 0  

minimaux de I((5i). D'autre part, il r&ulte de (i) que pour tout i, I(6)uc~ I((5i)4:0 
ce qui ach6ve de prouver (iv). 

Montrons (v). D'apr6s [15], Th6or6me 1.4 et la remarque lb), IA((5i) I est 
6gal au nombre de (.q, K4)-sous-modules simples de I(6i,0 ). Utilisant 
l 'automorphisme de G 4 d6termin6 par la conjugaison par f e F  tel que f(si=(sj, 
on en d6duit que ]A((si) I =]A((5)]. [] 

4.2. Remarquons que W(A) est le marne pour G e t  pour G 4 (ce que sugg6re la 
notation!) car, d'apr& ([10], Th6or6me 3.7.a), tout 616ment de W(A) a un 
repr&entant dans K o et donc W(A)=N~o(A)/ZKo(A). Dans la suite, on 6crira W 
au lieu de W(A). 

n 

Lemme 12. Soit 6~1~7I d et 6 [ ~ =  @ 6 i a v e c  (si~(JVIw . Alors W~ est inclus dans 
W~o" i= 0 

D~monstration. Soit w~W~. Alors w(5~-(5 implique U,6o~(5 i pour un i. Donc 
I(6o) et l(3i)~-I(w(5o) sont isomorphes comme K4-modules. En particulier 
A((5o)=A(6i). Donc i = 0  d'apr6s le Lemme 11 (ii). [] 

Avec les notations ci-dessus, soit #o~A((5o). On note encore #o~T le plus 
haut poids de #o relativement ~ A +(t,t) (cf. 2.2 pour les notations). Le groupe 
R G agit sur T et l'on note Ruo =RG.o le stabilisateur de #o dans R e. On notera 
R • l 'orthogonal dans/~6 de R,o. 

"~ part, comme RG"~-G/G 4, on a RG~-F/F w puisque G=Go.F et G 4 
=Go.F w (cf. 4.1). Alors F/F' est un quotient de R G que l'on note R' et ron  a la 
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suite exacte: 

O--. F c~ZM/FS c~ZM~ RG ~ R'--.O. 

et par dualit6: 

O-, fi' ~ I~ G ~ ( F  c~ ZM/F s c~ ZM)~--~O. 

Rappelons enfin que d'apr6s [10], d6monstration du Lemme 4.4, pour tout 
6', 6"eM~ on a 6'~-6" si et seulement si 6'lMo~--6"lMo et X0,=)~0,, off X6, (resp. 
Z0,,) est le caract6re central de 3' (resp. 3") restreint/t  F c~ Z M. 

Soit weWoo. Le caractare Zw6-(Z0) -1 de Fc~Z M est trivial sur FSC~ZM . D'ofi 
une application p de Woo dans (F~ZM/Fsc~ZM) .̂ Soient wl ,w2cwoo .  Alors 
w161Mo et Wz61M ~ qui contiennent 6O[Mo sont 6quivalentes. Comme p(w 0 = p(w2) 
est qulvalent a Zw,O=)~w~o, dapres  ce qui pr6c6de, ceci est 6quivalent /t w16 
~w26, soit encore w ~ w 2 e w o  . D o n c  p passe au quotient par W 0 et d6finit une 
injection de WOo/Wo dans (Fc~ZM/F~c~ZM)'~_RG/R ' (cf. plus haut). On note 
encore p l'injection de WOo/WO dans/~G//~, correspondante. 

Lemme 13. On a Rulo ~/~ ' ~ ,  et pes t  une injection de W60/W o dans Rluo/R '. 

DOmonstration. Soit we WOo et soit Ze/~ Gun  rel6vement de p(w)~I~G/R '. Alors Z 
est un caract6re de F trivial sur F ~ qui coincide avec (Z,,o)(Zo) -~ sur Fc~Z M. On 
peut regarder Z comme un caract+re de M (puisque R ~ _ F / F  s~_M/Ms). Com- 
parons alors w6 et )~| Clairement w6 et )~| sont des 616ments de H e. 
D'autre part, Z 6tant trivial sur M s on a (Z| Comme W6[Mo~--61M ~ 
(puisque wSWOo) on voit que 0~| o. En outre Z| et w6 coincident 
sur Fc~Z M. Finalement on a w6"~-)~| 

Regardant X comme un caract6re de G trivial sur G* (R6~_G/G *) il en 
r6sulte que pour tout 2ea*, rCwO, a~-Z| ~. On en d6duit que les K-types 
minimaux de I(w6) sont exactement les K-types de la forme Z|  off / t  est un 
K-type minimal de 1(3). 

Or A(w6)=A(6)  puisque l(w6) et 1(6) sont des K-modules isomorphes. 
Donc si/~eA(6) on a )~| Mais # et Z| ont m~me restriction/t K*. I1 
r6sulte alors du Lemme 11 (ii), (iv) que # = X |  pour tout #sA(6). Utilisant 
[17], Proposition 5.1.9c, on en d6duit que zeR~o (en prenant pour # le K-type 
minimal de 1(3) qui contient /~o). Appliquant ceci pour w 6gal fi l'616ment 
neutre de Woo on voit que /~'cR,~o. Plus g6n6ralement cela implique que p 
envoie WOo/Wo dans • ~' R ~o/ R . [ ]  

4.3. Introduisons maintenant le R-groupe selon Knapp et Stein (cf. [11] 
Th6or6me 13.4). 

Soient 6eA4 d et w e W  o. La normalisation des int6grales d'entrelacement 
permet de d6finir une fonction m6romorphe sur a* ~t valeurs dans les en- 
domorphismes de I(6) not6e 2~6(w) alp(w, 6, 2) dans [11], Corollaire 8.7, et que 
nous noterons ici 2-- ,d(w, 6, 2). Lorsqu'il est d6fini, l 'op6rateur ~(w,3 ,2)  en- 
trelace re0, a et r~0,w~. Si 2~ia*, d(w,6 ,2)  est d6fini et unitaire et les op~rateurs 
d(w,6,2) ,  off w d6crit WO, x (stabilisateur dans W de (6,2)), engendrent le 
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commutant de n~,~. Alors on d6finit: 

VC~~ {weW~,~C(w, 6,0) est scalaire} et R~= WjW~ ~ 

Pour 60e(Mw on a des objets similaires relativement b, G ~ 

Lemme 14. Soit 6elQl~ et 3oe(J~w avec 6oC61u~. Alors l/V~~ I/V~ et R~ 
s'injecte canoniquement dans Rao. 

DOmonstration. Clairement il suffit de montrer que I/V~ ~ = W~~ c~ W~. Regardons 
1(6o) comme un sous-espace de I(6) (cf. Lemme 11). Lorsqu'il est d6fini, 
l 'op6rateur d (w,  6,2) laisse stable I(6o) et sa restriction /t I(6o) est 6gale 
~4(w, 6 o, 2). En effet, la propri6t6 correspondante est claire pour les int6grales 
d'entrelacement (convergentes) et cette propri6t6 est conserv6e par normali- 
sation et prolongement m6romorphe. Alors, tenant compte de W~c W~o (Lem- 
me l2), on en d6duit que W~~176 R6ciproquement, si weW~~ 
sd(w,6,0) est scalaire sur I(6o). Mais d'apr6s les Lemmes 10 et 11 (i), I(6) 
=n~,o(F)I(6o), donc I(6o) est cyclique pour n~, o. L'op6rateur ~r 6,0) qui est 
scalaire sur 1(6o) et commute ~t n~, o est donc scalaire sur I(6). Donc w e W  ~ 
[] 

On se propose de montrer que W ~ = W~ ~ ou, ce qui revient au m~me, que 
la surjection canonique W~o/W~Rao/R~O est une bijection, A cette fin, on va 
6tudier le nombre d'616ments de Roo/R ~. Au pr6alable, rappelons que R~o 
s'identifie canoniquement au R-groupe de Vogan d6fini dans [15] (cf. I-5], 
Th6or6me 1) et l'on a une action simplement transitive canonique de /~o sur 
A(6o) (cf. [15] introduction). D'apr6s [5], Th6or6me 1, cette action est 
caract6ris6e de la faqon suivante: 

Soient fl, fl'eA(6o) et weW~o; soit to,a, l'unique 616ment d e /~o  tel que ra.tv, fl' 
=ft. L'op6rateur ~d(w, 6o,0) est scalaire sur I(6) ~ et I(6) ~'. Le rapport de ces 
scalaires est 6gal ~ ra,a,(w). 

Lemme 15. Soient #oeA(Oo), 12 le K-type minimal de 1(6) contenant 120 (cf 
Lemme 11) et X={fieA(3o)[fl~12[~. }. Alors: 

i) L'ensemble X est kgal d R~.12 o off RJ est I'orthogonal dans 1~o de R~. 
_ _  • (ii) ]R~o/R~] x [F/F']-[R.o I. 

D~monsrration. Montrons (i). Soient fleX et weW~. D'apr4s le Lemme 11 fl 
e p i c .  implique I ( 6 J ~ I ( 6 )  ~. D'autre part I(6o)"~ ~. Or d(w,  6,0) est 
scalaire sur 1(6) ~, puisque /2 est contenu avec multiplicit6 1 dans 1(6). Donc 
r~,.o(W)=l. On vient donc de montrer que X c R  ~- .o 12o. R6ciproquement, soit 
fleR~o.12 o. Alors pour tout weW~, r~,,o(w)=l ce qui implique que ~(w,  6,0) 
prend la m6me valeur sur I(6o) ~ e t  1(6o) ~~ Mais les op6rateurs ~r 
we W0, engendrent le commutant de n~,o. Donc 1(6o) ~et  I(6o) ~~ sont contenus 

n 

dans le m~me (9,K)-sous-module simple V de I(6,0). Si 6[M~=(~)6 i avec 
(~ie(l~4w , il r6sulte du Lemme 11 que i=o 

~(6),=~ | 1(%~. 
i =  0 / /~O, )  

fl = UIK  # 
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Si fieA(~i) pour un i, notons Vale (g, K)-sous-module de I@,0) engendr6 par 
1(6y. Alors: 

i =  0 / ~ e A ( ~ )  

fl=~lr* 

Or, d'apr6s [15] Th6or6me 1.4 chaque Va est simple et contient un seul K*- 
type minimal. On a donc: 

n 

v=| | 
i= 0 fleA(6,) 

#=ULK# 

Par suite, si fl~A(6o) apparait dans V regard~ comme K*-module, on voit que 
fl=PlK*. Finalement, on vient de voir que fleX implique fleR~-.#o ce qui 
ach6ve de prouver (i). 

Montrons (ii). I1 r6sulte de (i) et du Lemme 11 (iv) que le nombre de K- 

types contenus dans #IK est 6gal ~ ~ JR~,/R~I, puisque IR~,/RoI est 6gal au 
i = 0  

cardinal de l'orthogonal de R~ dans R~. D'autre part, d'apr6s [15], 
Th6or6me 1.4 IR,,L--IA(6i) I pour tout i. Utilisant le Lemme ll(v) on en d6duit 
que IRJ=IRool pour tout i. Donc IXI=(n+I)IR~o/RoI. Mais, d'apr6s te 
Lemme 10, n+I=IF/F']=IR'].  Donc ]XI=[R~o/R~IxlF/F']. Or, d'apr6s [17], 

__ • Proposition 5.1.9 a), ISl = IR ~. ~ol = IRG/R,o]- ]R,o]. D'ofi l'6galit6 cherch6e. [] 

Lemme 16. (i) Uinjection p du Lemme 13 est une bijection entre W~o/Wo et 
RL/R'. 

(ii) La surjection canonique W~o/W~R~o/R~O est un isomorphisme et W ~ 
= W~. 

Dkmonstration. D'apr6s le Lemmel3  ]W~o/W~[<=IR~oI• D'autre part, 
IW~o/W~I>=[R~o/R~[. Or, d'apr6s le Lemme 15 ]R~o/R~I=[R~olXlR'[ -~. Comme 
]/~'I=[R'] on en d6duit IW~o/W~I=IR~o/R~[=IR~ol • [R'I -~ et p est bijective pour 
des raisons de cardinalit6. Pour la m6me raison, la surjection canonique 
W~o/W~R~o/R ~ est un isomorphisme. Par ailleurs, il r6sulte des d~finitions que 
le noyau de cet homomorphisme est 6gal fi (W~o.W~)/W 6. D'ofl W~~ et 
l'6galit6 W~ = W ~ r6sulte du Lemme 15. [] 

Coro|laire du Lemme 16. Le groupe Woo agit par conjugaison sur W~ et 
R~o/R~(~-W~o/W~) agit sur S(a) w~. En d~composant ce R~o-module selon ses 
composantes isotypiques on a S(a) w~ = (~ (S(a)w~ ~. 

r~R~ 

4.4. Nous pouvons maintenant proc6der /l la d6monstration de la 
Proposition 1. On se fixe F v6rifiant (i), et (ii) et ~ > 0. 

Comme West  le groupe de Weyl d'un syst6me de racines dans a 0 (cf. [9]), 
W est engendr6 par des r6flexions. Alors il r6sulte de [13] que S(a)N~i/'(a*) w 
= N~'(a*)r. En moyennant sous W~ on en d6duit 

S ( a ) w ~ # r ( a * ) ~ = ~ C ( a * ) ~  ~ e t a  fortiori S ( a ) w ~ / ' ( a * ) ~ o = ~ C ( a * ) ~  ~. 
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Soient/~sA(6), #o~A(6o) avec #o~#[K. (cf. Lemme 11 (iv)), FE~CU(a*) w~~ et 
P~(S(a)w~ r. I1 r6sulte du corollaire du Lemme 16 et de ce qui pr6c6de, qu'il 

oo / a r t  suffit, pour d6montrer la Proposition 1,de v6rifier qu'il existe f e  C c (G)r+~ telle 
que (trace na,~, f ) = P ( 2 ) F ( 2 )  pour tout 2~a*. 

D'apr6s la Proposition 1 pour G # (cf. Section 3), il existe f l ~ C ~ t G ~  ~~176 
telle que (trace ~o,Z, f l ) = F ( 2 )  pour tout 2~a*. Soit Zu le caractdre normalis6 
de /~ (i.e. xu(k)=(dim/0 trace /~(k)) que ron  regarde comme distribution fi 
support compact sur G. D'autre part G ~ est ouvert et ferm6 dans G comme 
r6union d'un nombre fini de composantes connexes de G. En la prolongeant 
par 0 sur G - G  ~ on peut regarder f~ comme un 616ment de C~(G),+~. On 
d~finit f2 =~, * f~ * Z ~  C~(G)U~u+~ �9 

Soit #~ =r.#o~A(6o). D'apr6s le Lemme 15(i), on a #~ C/~IK"" Alors I(6o) '~ 
l(6o)U~I(fi)u d'aprOs le Lemme 11. Comme RO~-K/K ~ conjugue tousles  K ~- 
sous-modules simples de #, on peut choisir koeK tel que n~,~(k) rOalise un 
isomorphisme entre I(6o) "~ et I(6o)U'. En fait ~,~(k) est ind6pendant de 2~a* et 
on notera T l'isomorphisme entre 1(6o) ~~ et I(6o)~ qu'il rOalise. Alors d'apr6s 
[5], ThOor~me 3(ii) et Proposition 3(iii) il existe u~U(9) tel que x~,~(u)l~o)~ 
= P ( 2 ) T  -~ pour tout 2~a*. 

On d6finit alors f = ~u* u * (k o f2) avec (k o f2)(g) = fE(ko~ g) pour tout g~G. 
r / L u  Clairement f est un 616ment de C~ (G),+~. D'autre part, un calcul facile montre 

que ~o,z(f)=P(2) (n~o.z(f0OP~o), off Puo est le projecteur orthogonal de 1(6) sur 
I(6o)U~ Alors ( trace ~,~, f ) = P ( 2 )  ( trace ~o,Z, f~) pour tout 2~a*, soit encore 
(tracen~,~,f)=P(2)F(2) pour tout 2~a* et ceci ach6ve la d6monstration de la 
Proposition 1. [] 

Appendice: Transfert d'integrales orbitales de fonctions a support compact 

L. Clozel 

Le faisceau de conjectures qui constitute la <<fonctorialit6 de Langlands~> pr6voit de nombreuses 
relations entre repr6sentations admissibles (resp. automorphes) des groupes r6ductifs sur un corps 
local (resp. des groupes r6ductifs ~t valeurs dans les addles d 'un corps global). Dans  le cas local, la 
th6orie pr6voit, par dualit6, des relations entre int6grales orbitales de fonctions lisses /t support  
compact;  de telles relations seront d'ailleurs n6cessaires/i  l 'application de la formula des traces au 
cas global-voir l'expos6 de Langlands [22]. 

Lorsque le corps de base est R (le cas de �9 s'y r6duit par restriction des scalaires), de telles 
relations entre caract6res et entre int6grales orbitales ont  6t6 d6montr6es par D. Shelstad dans trois 
cas de fonctorialit6: formes int+rieures [23], L-indiscernabilit6 [24], changement de base [25], la 
relation entre caract6res dans ce dernier cas &ant d6montr6e dans [21]. Mais Shelstad n'obtient 
des relations entre int6grales orbitales que pour des fonctions dans l'espace de Schwartz d 'Harish- 
Chandra.  L'objet de cet appendice est d'6tendre ses r6sultats aux fonctions C ~ ~t support  compact  
et K-finies. Nous  ne traitons que le cas des formes int6rieures et de la L-indiscernabilit6; le 
changement  de base s ' ins6reradans un article ult6rieur. 

A.I. Notations et d~finitions 

Si G est un groupe rOductif connexe d6fini sur ~., on note G le groupe G(P,.) des R-points  de G. Si 
P e s t  un parabolique de G, on note P = M N ,  P = M N  sa d6composition de Levi. (Remarquons  que 
cette notat ion n'est pas conforme /l celle du corps de l'article, off notre M ~tait not6 MA.) On 
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notera G=~ la d6composition de Langlands de G; A~ est donc la composante neutre du tore 
d6ploy6 central maximal de G. On note t, G = LG~ x Wa le L-groupe de G sur N (pour ta th6orie de 
Langlands dans le cas r6el, cf. [24]); W~ est le groupe de Weil de N. Soit ~: W~--,LG une section 
du L-groupe, pertinente pour G (~<relevant for G>> dans [24]). On associe h q~ un pseudo-L-paquet 
(ou ~L-paquet  de s6ries principales g6n6ralis6es>>)/1~ d6fini de la faqon suivante. Soit LM c LG un 
parabolique minimal parmi ceux qui factorisent ~0; on a donc q~: W~--,LMc LG. La dualit6 associe 
~t ~o un L-paquet  de s6ries discr&es de M, not6 H~:  c'est une somme finie de reprdsentations 
irr6ductibles de M. On d6finit alors: 

~ G  " G M H~ = lndmNH , ; 

/~G est doric une repr6sentation de longueur finie de G, que nous consid6rons comme un ~16ment 
du groupe de Grothendieck des repr6sentations virtuelles de longueur finie modulo Jordan-HBlder. 

~ -G (dans le groupe de Grothendieck); on a ~galit6 si Si H G est le L-paquet associr h 9, on a H,, H ,  
est essentiellement temp6r6e. 

Deux groupes G, H ont  m~me L-groupe si et seulement si G est une forme int~rieure de H. 
Dans  ce cas, on peut identifier canoniquement  certains sous-groupes de Cartan de G h des sous- 
groupes de Cartan de H. Si T ~  T n est une telle identification, i e s t  unique modulo conjugaison 
stable sur T G et T H ([23]). On dit que G est plus deploy6 que H si tout sous-groupe de Caftan de H 
s'identifie ainsi ~ un sous-groupe de G. Dans  ce cas, tout parabolique de t'G pertinent pour H l'est 
pour G. 

Soit T=T(F , )  un sous-groupe de Cartan de G. Soit ~@(T) l 'ensemble param6trant  la conjugai- 
son stable sur T modulo conjugaison par G. Soit G~o le groupe dCriv6 de G, T~ = T c ~ G ~ ,  X,(T)  et 
X,(T~) les groupes de caract~res de T et T~; aT, t'616ment non trivial du groupe de Galois, op6re 
sur X,(T)  et X , ( T J .  Si K est un caract~re (peut-~tre non unitaire) sur X , ( T J / ( X , ( T J ~ ( I  
- a r ) X , ( T )  ), ~: d~finit une fonction, encore not6e ~c, sur @(T). Soit T~,~ l 'ensemble des 616ments 
r6guliers de T. Si f~C~(G),  et si dt, dg sont des mesure de Haar  sur G, T, on dr pour t~Tr,~: 

r dt, dg)= ~, tr ~ f(gto~g-i)dg/dt. 
r G/T 

Si K = 1, c'est l'int6grale orbitale stable de f sur T. 
Soit H u n  groupe endoscopique pour G; on a donc H quasi-d6ploy6 et ~: LH-~LG, injectif sur 

ZH~ ([24]). Soit G * = T *  la forme quasi-d6ploy6e de G qui d6finit le Ggroupe, avec son tore de 
r+f~rence. Si T e s t  un sous-groupe de Cartan de G, une pseudo-diagonalisation de T e s t  un 
morphisme q:T--*T* de la forme Ad(x)o~b pour un x~G*(~) ;  q/ est l ' isomorphisme de base: 
G ~ G * .  

Sous ces hypotheses, Shelstad d6finit alors une famille ~ ( G )  de paires (T,q) 06 T e s t  un sous- 
groupe de Cartan de G,r/ une pseudodiagonalisation de T; pour tout ( T , t / ) ~ ( G ) ,  il existe un 
isomorphisme naturel de T avec un sous-groupe de Cartan Tu de H. Soit i: Tn-~T un tel 
isomorphisme. Si i(tn)=t, t~T~g, on dit que t n provient de t via (T,t/). L'616ment t nes t  alors unique 
h conjugaison stable (dans H) pr6s. Si un tore T n peut 6tre ainsi obtenu, on dit que T n provient de 
G. Si (T, q)s~-n(G), la donn6e endoscopique pour H d6finit une fonction ~ sur ~ comme supra. 

Si ~: LH~LG est un plongement de L-groupes, on dit que ~ est de type unitaire s'il envoie, par 
composition, les sections temp6r6es: W~-~LH sur des sections temp6r6es. 

Si H,G...  est un groupe r6ductif, on notera Kn, K~...  un sous-groupe compact maximal. 
Enfin, G,0g est l 'ensemble des 616ments r6guliers de G. 

A.2. Resultats 

Soit G u n  groupe r6ductif connexe d6fini sur IR, G = G(R). 

Th6or~me A.2. Soit H une forme int~rieure de G. On suppose G plus d~ploy~ que H. 
Soit e(G,H)=e(G)e(H) (cf.[23]). 1l existe alors des mesures de Haar dg sur G, dh sur H telles 

que: 
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(i) Si f 6 e  C~(G,  K~)  satisfait: 

�9 }~')(t ,  dt, dg)=O, t~T,~,, 

pour tout T m G  ne provenant pas de H, il existe f u ~ C ~ ( H ,  KH) telle que si T n ~ , T  est une 
identification eanonique, et d t H = i* d t : 

�9 }~ ' " ( t t~ ,  dttl, dh) = e(O, H) ~}rg ')(t, dt, dg). (*) 

(ii) R~ciproquement, si f uE  C~O(H, Kn) ,  il existe fr satisfaisant (*) sur les tores provenant de H, et 
dont les intdgrales orbilales stables sur les autres tores sont nulles. 

Un 6nonc6 plus faible, dans le cas off les fonctions son t / t  d6croissance rapide, se trouve dans 
Shelstad [23]. 

Th6or+me A.3. Soit H un groupe endoscopique pour G, G, ~ : L H ~ L G  un prolongement admissible. Soit 
Atr,n ~ une famille de facteurs  de transfert pour les int~grales orbitales sur H et G ([24]). AIors, pour 
tout f 6 C ~  ( G , K o), il exist  e f n ~ C ~  ( H, K n) t e lle que, d g, d h dtant normalisOes c omme en [24], et avec 
dt  n = i* dt:  

~ r n .  ~(tn,  dtn ,  dh) = A~.  ,~(t) cI)~r~ ~)(t, dr, dg) 

s i t  n provient de teGr~g via (T, tl) , 

= 0  si T n ne provient pas de G. 

Le mSme 6nonc6 pour f et f n  dans les espaces de Schwartz-Harish-Chandra de G,H est dfi ~t 
Shelstad [24]. 

A.3. Ddmonstration 

La d6monstrat ion du Th6or6me A.2. se fait suivant les m~mes lignes que celle du Th6or6me A.3.; 
A.2. r6sulte d'ailleurs de A.3. si G est quasi-d6ploy6 et donc endoscopique pour H. Nous  
bornerons ~t d6montrer le Th6or6me A.3. 

Nous avons besoin d 'une forme stable du Th6or6me 1. Soit G = ~  admettant  une s6rie 
discr6te (modulo le centre). Si /7 est un L-paquet de s6ries discr6tes pour G, on a H = O ~ 1 7 4  off 

i 

,~: A~-oC • est un quasi-caract6re et les ~ sont l 'ensemble des repr6sentations de (~ ayant un 
caract6re central et infinitesimal donn6s. On peut donc 6crire H = ~ Les pseudo-L-paquets de 
G (cf. A.1.) sont alors de la forme: 

n,~, ,~ = ind~M,4 M N(3•2@ 1) 

Off 6 est de la forme OH M, i.e. 6 est la restriction ~t ~  d 'un L-paquet  discret pour M. Notons  
Ild(~ l 'ensemble des sommes finies de reprbsentation de la s6rie discrete de ~  ainsi obtenues. 
Avec les m6mes notat ions que pour le Th6or6me 1, on a ators: 

Th6or~me A.I. Soit F/: Hn(~ x a * ~ C .  
Alors il existe f ~  C~(G, K)  telle que Fi(~, 4)= trace H~. ~(f) si et seulement si: 

(i) F/(6, ,:~) est / t  support  fini en 

(ii) 2-~F/(6,2) est de type Paley-Wiener quel que soit 6 

(iii) F~(&2)=F~(w&w2), w~W u 

DOmonstration. Ceci r6sulte du Th6or+me 1. II suffit 6videmment d'exhiber f, les F/ 6tant donn+es. 
Soit 6 d l d ( ~  Le nombre de composants  de 6 est r = I W ( M r  off H est un sous- 
groupe de Cartan, compact  modulo AM, de M (cf. e.g. [21, w Soit 6=di~ |174  si M = M ~ ,  
d6finissons alors 

1 
F,'(~, 2) = - F,(6, 2). 

r 
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Les fonctions F[ sont alors d6finies sur (~M~M~)a x a*. Je dis qu'elles satisfont les conditions du 
Th6or6me 1. I1 suffit 6videmment de v&ifier (iii). 

C'est clair car si 6o, repr6sentation de la s6rie discrete de ~ se plonge dans 6~Ild(~ w<$ o 
se plonge dans w~ et il suffit alors d'utiliser l'hypoth~se (iii) du Th6or6me A.1. Donc il existe 
f~C~(G,K) ayant pour transform6es de Fourier les Fi'; on en d6duit que ses transform6es de 
Fourier stables sont bien les F~. [ ]  

Nous d6montrons maintenant le Th6or6me A.3. On a indiqu6 dans le w comment associer 
un pseudo-L-paquet de repr6sentations de H A une section q~n: w~ -'+LH. On v6rifie facilement que 
deux pseudo-L-paquets ont le m~me caract/~re si et seulement leurs sections sont conjug6es par 
LH~ 

Soit alors q~: WF---~LG obtenue en composant ~o n avec le plongement 4. Si q~n est temp6r6e, 
Shelstad d6finit alors un ((caract6re du L-paquet , ,  e: H ~ {  :~ 1}, ayant la propri6t6 suivante: si 
f f n  clans les espaces de Schwartz de G,H respectivement sont associ6es au sens du Th6or6me A.3., 
on a, en notant O n le caract6re d'une repr6sentation, et O~,, le caract&e de H~nn: 

~,Se(n) O , , f )  si 40 est pertinente pour G 

(**) (O<~.,fn)= Ons~non. 

(Shelstad [24, Th6or6me 4.1.1.]). 

Lemme A.4. Soit f~C~(G,K~). Alors il existe fnEC~(H, Kn) v~.rifiant (**) pour toutes les sections 
tempdrkes 4o H de LH. 

D~monstration. Nous allons bien stir appliquer le Th6or~me A.1. Pour ceci, il nous faut 6tendre le 
membre de droite de (**) aux sections (0 provenant de ~0 n non temp6r6e. Soit donc 4on: W~--+LH. 
On suppose que 40 n e s t  une section discr6te pour un radical de Levi de parabolique LMn=LH. I1 
existe alors un sous-groupe de Levi LM 6 de LG tel que le tore elliptique T n de M n provienne d'un 
tore de M~.=G*, et que LMn~LMG; si qa est pertinent pour G, on peut prendre LM G pertinent 
pour G, d'ofl M~=G. Si l'on tord/7~H par un caractSre de H, ce qui revient ~i multiplier ~0 n par un 
616ment de H~(W~, Z(LH)), les donn6es LMn, LMa, et M~ s'il y a lieu, ainsi que le fait que 4o est ou 
non pertinente, ne changent pas. Si (9 est pertinente pour G, on a donc un diagramme commutatif 

LM ~--~L i (discr~te)~ I n 
W ~ - - ~  

" " ~  LM ~ ~_~ L G 

(pour ce qui pr6c6de, voir [24, p. 412]). 
Dans ce cas, la section w ~ L M ~  passe par le L-groupe d'un tore elliptique de LM~, et 

d6termine donc un L-paquet de repr6sentations de M~ form6 de limites de s6rie discr6te ([24, 
p. 406]). 

A la section ~0n est associ6 un L-paquet discret pour Mn; soit Mn=~ ce L-paquet 
est donc, suivant la description donn6e dans le w de la forme 06| 2ea*(Mn), ~ une somme 
finie de s6ries discr6tes de ~ n. Par ailleurs, M net  M~ ont un tore elliptique en commun; comme 
ils ont le m~me tang, ils ont m~me rang d6ploy6. Supposons ~ de type unitaire: a on peut s'y 
ramener en le tordant par un 616ment de HI(W~,Z(LH)), ce qui revient ~ multiplier fn par un 
quasi-caract6re de H. On peut alors fixer un isomorphisme A(Mn)~-A(M~) de telle fa?on que, si 
q~n est associ6e ~ ~174 q~=~oq~n est associ6e A la repr6sentation ~174 off ~ 
est une somme finie de limites de s6rie discrete pour ~ et 2r est un param6tre unitaire 
associ6 A r (Shelstad [24, 3.3. et 4.4.]. 

Si q~ est pertinente, le pseudo-L-paquet /7~ est alors la somme (avec multiplicit6) des consti- 
tuants de l'induite (on a pos6 M ~= ~ 

ind~oM~174 = ~ indGoMoa(M~)N(61|174 �9 

Off l'on a pos~ ~ et od, pour simplifier, 2 remplace ).+2r Pour 2 unitaire, on a alors 
n, 

ind(5~|174 Q u~,j. Le facteur ~ est stable par induction, c'est h dire qu'il existe un facteur ~M: 
j = l  
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H~G--*{ • 1} tel que e.(r~i)=eM(6i) pour tout j j=  1 . . . . .  n i ([24, 4.4.3, 4.4.10, 4.5.1]). Dans le domaine 
non-unitaire, nous d6finissons de m~me e(zO=eM(63 s i ~  est un sous-quotient de ind (31| 

la fonction q~n+ ~ (e(zt) O ~ , f ) ,  q~ pertinente pour G 

0 sinon, 

est d6finie pour tout q~n, et prolonge l'expression d6finie pour les sections temp6r6es. 
Etant donn6e fE C~(G, KG), nous voulons maintenant  v6rifier que le membre  de droite de (**), 

6tendu ainsi aux ~PH non-temp6r6es, satisfait les conditions du Th6or6me A.1. La condition (iii) est 
6vidente: si (6t ,21)=w(6,2),  les pseudo-L-paquets correspondants ont  le m~me caract6re, donc 
les sections ~o~ et q3 n sont  conjugu6es par LH~ Afortiori ,  les sections ~0 et q~1 correspondantes sont  
conjugu6es dans LG~ et le membre  de droite pour q~ et q~ (qu'il soit ou non nul) a la m6me valeur. 

11 est clair aussi que la condition (ii) est v6rifibe: si ~o n est associ6e h ind(~174174  q~ est 
associ6e, on l'a vu, /t ind(~ 1), ou bien ~o n'est pas pertinente, et ceci ind6pendamment  
de 2. I1 est clair que, dans le premier cas, le membre  de droite de (**), 6tendu comme on l'a fait au  
domaine non-unitaire, est de type Paley-Wiener en 2 e a*(Mn)~ a*(MG), cela r6sulte du Th6or6me 1. 
Dans  les deux cas, on obtient une fonction de type Paley-Wiener. 

I! reste ~t v6rifier la condition (i). Nous  devons montrer  que, si f est KG-finie , l 'expression 
e(zr) ( 8 = , f )  ne peut &re non-nulle que pour un nombre fini de ~on modulo torsion par les 

caract6res de la composante  d6ploy6e de H. Si l 'on fixe comme ci-dessus ZMn, et que l 'on suppose 
~0n discr&e pour MH, d'ofl la repr6sentation ~ de ~ il faut montrer  qu'il n'y a qu 'un nombre  
fini de possibilit6s pour ~ On a vu que, sous ces conditions, la d6composition ~ @3~ induit 

une d6composi t ion/7~ =@rq j .  
i , j  

Par r6ciprocit6 de Frobenius, on voit alors que si /1~ recontre un ensemble fixe, fini, de K G- 
types, il existe un ensemble fixe, fini, de KM-types, rencontrant  au moins l 'un des 31; comme les 6 i 
sont des limites de s6rie discr6te pour ~ on en d6duit que les 6~ sont dans un ensemble fini 
d6termin6 par f,/~ raide du lemme suivant: 

Lemme A.5. Soit H un groupe r~ductif rkel ayant un hombre fini de composantes connexes et 
contenant un sous-groupe de Cartan compact. Soit Fun  ensemble fini de Ka-types. Alors I'ensemble 
des limites de skrie discrdte pour H contenant un Kn-type de F est fini. 

D~monstration. On se ram~ne h H connexe. Il satisfait donc aux hypotheses de Vogan [15, Lemma  
7.3] dont on utilise les notations. Soit T u n  sous-groupe de Cartan compact, A(b,t) le syst~me de 
racines associ6. Une limite de s6rie discrete est de la forme O(~,2), avec ~v un syst~me de racines 
positives pour d(I),t),2 dominant  pour ~ , 2 + p e T  off p est la demi-somme des racines de ~. I1 
suffit de consid6rer un q~ fix6. Les Kn-types de O(q~,),) sont  de la forme # + Q ,  #=2+p-2p~ ,Q  
une somme de racines positives. Donc: 

I ~ + Q ~ F ~ 2 + p - 2 p ~ + Q ~ F ~ ) . e ( F - p + 2 p ~ - Q ) c ~ C c ~ T ,  off t~ est la chambre de Weyl posi- 
tive associ6e ~ ~'. Mais cette intersection est un ensemble fini. [] 

Ceci d6montre donc le Lemme A.4. []  
Revenons an Th6or~me A.3. D'apr6s le th6or~me de Shelstad, il existe une fonction f~  eC~(H), 

l'espace de Schwartz de H, satisfaisant aux conditions requises (au moins si ~ est de type unitaire. 
On s'y ram6nera en tordant  par un caract6re de H). 

Les traces de fn  ~ dans les L-paquets temp6r6s satisfont alors les identit6s (**) avant  le Lemme 
A.4. Celui-ci implique qu'il existe une fonction fHe C~(H, Kn) satisfaisant les m~mes relations. On 
en d6duit que, pour tout  L-paquet  temp6r6 H n de repr6sentations de H, 

(trace n, f n  -fn~ ) =0.  
~t~HH 

Il ne nous reste qu'fi citer le th~or~me suivant, dfi ~t Shelstad [23]: 
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Th6or6me A.4 (Shelstad). G r~ductif connexe sur ~,G=G(~.) .  Soit Cg(G) I'espace de Schwartz- 
Harish-Chandra de G. Alors, si fEC~(G), les assertions suivantes sont ~quivalentes: 

(i) Les int~grales orbitales stables de f ,  sur les ~lOments rP.guliers, sont nulles : crptrr' l~(t, dt, dg)==.O, 
t ~ Treg , pour tout sous-groupe de Cartan T c G. 

(ii) Les traces de f dans les L-paquets tempOr~s sont nuUes: trace n( f )=0  pour tout L-paquet 
tempOrk n. 

Le Th6or6me A.4 implique que les int6grales orbitales stables de fn  et fn ~ coincident. Par 
cons6quent, celles de fn  v6rifient les identit6s du Th6or+me A.3. Ceci termine la d6monstration. 
[] 
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