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THEORIE DES GROUPES — Pseudo coeff cients et’ cohomolog:e des groupes: de L:e
reductzfs iéels. Note de Laurent Clozel et Patrick Delorme, presentee par Plerre Del1gne

Nous Prouvens: l’ex]stence d’une fonction a support compact sur un; groupe. de LlE réductif, dont la trace
dans toute representatlon admlss1ble o5t la caraetensttque d’Euler-Pomcare de oelle Cl. . » .

GRO UP TH EORY — Pseudo coefflclents and cohomology of real recluctlve Lie groups

“Ona reductwe Lie group, we exhibit a compactly—supported ﬂmctton whose trace gwes tke Euler—Pomcaré
charaiteristic of any adm:sstble representatmn ’ i S

1. Enonce DEs RESULTATS. — Soit G un groupe de Lie réductif réel vérifiant les
hypothéses de [1], §1: c’est le cas en paiticulier si G=G{R) pour un groupe réductif
connexe G défini sur R. Nous supposons de plus que G a une série discréte. Nous allons
donner une-démonstration directe du résultat snivant, qui dans ‘une Note précédente [2]
&tait déduit du ‘théoréme de Paley-Wlener pour G, :sous des hypotheses plus restnctlves
(Les notatlons et. defmltlons auxﬂlalres sont celles-de [2].) v :

Proposrmion'1. 1. — Soit 8, une représentation: de. G appartenant a: Ia ser:e discréte
Alors, pour tout r>0, il ex:stefEC"’(G K) telle que R A
() trace 8y (f)= 5 e T O :

(11) trace w5, (f)= 0 pour toute representatzon baszque 11:;5 A de G dlﬁ”erente de 80

Rappelons qu'une telle fonction est: appelee ‘pseudo- coefficient. de o,.

-Ce résultat a la consequence suivante, "qui nous a été suggérée par J.-P. Labesse.
Notons H'(g, & m) le i-iéme espace de cohomologIe relatlve de (g, f) a valeurs dans le
(g, f)-rnodu]e'n {cf. Borel-Wallach [3], chap 1. : :
“7"Cet espaceest de dimension finie. 801t o

o

(@ M= 3 (1) dimH (5 1 ),

CE=0

) la caractensthue d’Euler-Pomcare assoclee

THEOR.EME 1. 2 = Sozt & une représentataon de dzmenswn f me de G .

(1) 5i G na pas de série dzscrete on a ep(g, E; T®E) =0 pour tout (g, _f) module de
longuewr finie .. :

Aii) Si G a.une série dlscrete 11 exzste, pour tout r=0, une fonctwn fgeC"° (G K) telle
que pour. tout {a. K)—module de longueur Jinie de G:

_ ep(g,f ﬂ:®&) tracen(fg)

“Dans le paragraphe suivant, nous démontrons la proposmonl 1; "Dans+ lg
paragraphe 3, nous prouvons le theoreme 1.2.

2. EXISTENCE DE PSEUDO-COEFFICIENTS, — Nous allons démontrer la proposmon 1.1.

Tout d’abord, d’ aprés ‘le resultat principal . de [1], nous pouvons trouver une
fonction f; eC2 (G, K3}, vérifiant : : : SRR : ;

(i) trace 8, (fi) =1, : ; R

- (1) trace w5 (f1)= 0 pour toute representatlon basique 7, 1#80, avec 6 appartenant
'a la série discréte de M. SR =
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ckw‘acterrsnc af any admzs.ﬂble representanon S

1. ENONCE DES RESULTATS. — -Soit G un groupe de Lle réductif réel vérifiant les
hypothéses de [1], §1: clest fe cas en particulier 'si G= G(IR) pour un groupe réductif
connexe G défini sur R, Nous supposons de plus que G a une série discréte. Nous allons

" donner-une demonstratlon directe .du résultat siivant, -qui- dans une Note précédente [2]
‘était déduit du théoréme de Paley—W1ener pour-G, sous des: hypotheses plus restrictives.
(Les notatlons et définitions aumhaues sont celles de [2]) S :

ProrosiTioN'1.1. — Soit §; une- representarzon de G appartenant la série dzscrere
Alors pour tout r>0, zl existe f c—:C“’(G K) telle que S :
(11) trace :'1:,s A f )= 0 pour toute representat;on baszque 11:5 . de G d:fﬂzrente de 8
- Rappelops qu’une telle fonction est appelee pseudo -coefficient de o, :
Ce résultat a la consequence suivante, qui nous a été suggérée par I.-P. Labesse.
Notons H‘(g, T, m) le i-idgme espace de. cohomologle relatlve de (g, ﬂ i valeurs dans le
(g, _f) modulen (ef: Borel-Wallach[S} chap. 1) K -
et eSpace est de d1mens1on fnne So1t e

ep(s b W= Z(hl)‘dmaH’(g, ;1)

. SRR £ A
‘ 'Ia caractensthue d’Euler-Pomcare assomee

THEOREME 1 2. — Sozt & une représentatzon de dzmenswn f inie de G

(1) Si G wa pas de série discréte, on a ep (g,f n®<§) =0 pour tout {a. f) module de
longuieur finie .. L

(u) Sl G a.une série dzscrete 11 exzste pour tout ¥>0, une foncmon f;;ECm (G K)r telle
que pour.tout (g, K)- module de. longueur f inie n de G: S : :

"~ eple, & nOY) = tracem(£)

. Dans -le paragraphe suivant, nous démontrons la proposition 1.1; Dans le
paragraphe 3, nous prouvons le theoreme 1.2. _

2. EX[STENCE DE PSEUDO-COEFFICIENTS — Nous allons demontrer la pr0posmon 1.1

. Tout dabord d’aprés le . résultat pnnclpal de. [1] noys . pouvons trouver - une
foncnon f1€C2(G, K), vérifiant : E T

- (i) trace 60 (fo=1 SLPTIEN : e R
- (i)’ trace .. (f1)=0 pour toute represeutatlon bas1que T, 3#80, avec § appartenant
a la série discréte de M,
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Si G n’a pas de série discréte; les T, 5 ass0Ciés aux paraboliques propres forment une
base pour les caractéres, et ceci démontre donc la partie (i) du théoréme. Supposons que
G a-une série discréte. Alors, d’aprés ce qui précéde, ep(g, f; n®E) est nul pour T basique,
-4 moins que 7 ne soit une limite de série discréte pour G. Celle-ci doit alors, d’aprés le
lemme de Wigner, avoir méme caractére infinitésimal que &% Comme le caractére’
infinitésimal d’une représentation de dimension finie est régulier, = doit donc appartenir
a la série discréte. Antrement dit, ep (g, ¥ n®CE) n'est non nul que si 1t est une représenta-
tion de la série discréte de méme caractére infinitésimal que £*. Mais alors, une combinai-
son linéaire de fonctions données par le corollaire 0.2 résout le probléme. o

Remarquons que le méme raisonnement s'appliquerait, si -G n’est pas connexe, 4 la
(g, K)-cohomologie ([3], chap. 1, §5). 8i G a un centre C hon compact, mais a des
représentations de carré intégrable modulo l¢ centre, un théoréme analogue 4 la partie
(i) se démontre pour des représentations de caractére central ¥, fixé; il faut alors prendre
une fonction f & support compact modulo C et se transformant sous € selon L

Remise le 28 janvier 1985.
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