
I N J E C T I O N  D E  M O D U I . E S  S P H E R I I ; ; t U E S  

P O U R  L E S  E S P A C E S  S Y M E T R I Q U E S  R E D U C T I F S  

D A N S  C E R T A I N E S  R E P R E S E N T A T I O N S  I N D U l T E S  

par` P a t r i c k  D E I _ O R M E  (-~) 

t 
A v e c  un a p p e n d i c e  d~Er , i k  v a n  den  B A N  (~ ~) e t  P a t r i c k  D E I . O R M E .  

0.  I N T R O D U C T I O N .  

S o i t  G un  9 r ' o u p e  r,@et r ,@duct i f  c lans la  c l a s s e  de  H a r , i s h  C h a n d r a  

(c f .  [ H . C . ] ) ~  o une  i n v o l u t i o n  de G e t  H un s o u s - g r o u p e  o u v e r , t  ciu 

9 r o u p e  G ° des  p o i n t s  f i x e s  de  0 , S o i t  • une  i n v o l u t i o n  de  C a r ' t a n  

de  G c o m m u t a n t  & o (cf. Lv.d. BJ, p r o p .  1 . 1 )  e t  s o i t  K le 9 r o u p e  

des  p o i n t s  f i x e s  de  0 C r e s t  un s o u s - g r o u p e  c o m p a c t  m a x i m a l  de  G 

o - s t a b l e .  ~ o i t  9 10algebr,e de  L i e  de  G . B a n s  c e t  a r , t i c l e  on  a p p e l l e r , a  

9 - m o d u l e  H - s p h ~ r , i q u e  un sous  (9, K)  - m o d u l e  a d m i s s i b l e  de  l ongueu r ,  

f i n i e  [en  a b r ~ g ~  (3 - m o d u l e  de  H a r , i s h  C h a n d r a )  de C ~ { G / H )  ~ ou~ ce  

qu i  r , e v i e n t  au  m~mep d V a p r e s  E v . d . B ~  D ~  la  d o n n ~ e  dVun G - m o d u l e  de  

H a r i s h  C h a n d r a  e t  dUun v e c t e u r  c lans son  d u a l  a l g ~ b r i q u e ~ f i x ~  par` K n a 

et  I V a l g e b r e  de  L i e  h de  H 
Q 

N o u s  ~ t a b l i s s o n s  p o u r  l es  m o d u l e s  H - s p h ~ r i q u e s  i r r ~ d u c t i b l e s  

d e s  r , & s u l t a t s  a n a l o g u e s  a u x  p r e m i e r e s  & t a p e s  de  la  c l a s s i f i c a t i o n  de  

l . a n g l a n d s  d e s  G - m o d u l e s  s i m p l e s .  Pour`  c e l a ,  nous  u t i l i s o n s  les  p r o -  

p r i ~ t ~ s  a s y m p t o t i q u e s  des  f o n c t i o n s  K - f i n i e s  et  Z (9) - f i n i e s  de  

C °° ( G / H )  , ~ t a b l i e s  d a n s  [ v . d . B ]  I c i  Z (g_) e s t  le c e n t r e  de  10algebr,e 

e n v e l o p p a n t e  de  9 . a o u s  ~ t a b l i s s o n s  ( th .  1) un a n a l o g u e  du t h~o r , eme  du 

s o u s - m o d u l e  de  C a s s e l m a n ~  r , ~ s u l t a t  a n n o n c ~  i l  y a p l u s i e u r , s  ann&es  p a r  

O s h i m a  [ c f .  [ O . ] ~  p r o p ,  12). P u i s  n o u s  m o n t r , o n s  ( C o r o l l a i r e  du t h~o r , eme  3) 

que  t ou t  m o d u l e  H - s p h ~ r , i q u e  p e u t  6tr ,e r , ~ a l i s ~  c o m m e  s o u s - m o d u l e  dVune 

i n d u i t e  Ind 6 ® e k ® 1 a dVun s o u s - g r o u p e  p a r , a b o l i q u e  
M A N t  G 

P = M A N de G v ~ r , i f i a n t  l es  p r o p r i ~ t ~ s  s u i v a n t e s  : 
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L = M A e s t  un s o u s - g r o u p e  de  L e v i  de P~ o et  {9 s t a b l e  ~ A e s t  

le s o u s - g r o u p e  v e c t o r i e l  du c e n t r e  de L c o n s t i t u 6  des  616ments  g de 

c e l u i - c i  v 6 r i f i a n t  0 (g) = g -1  , o (g) = g -1  et  N le  r a d i c a l  u n i p o t e n t  

de P ; en  o u t r e ~  6 e s t  une  s o u s - r e p r @ s e n t a t i o n  i r r 6 d u c t i b l e  de 

L 2 ( M / M  I-/ H) ( s 6 r i e  d i s c r e t e  de  IWespace s y m @ t r i q u e  M / M  I"/ H) e t  k 

une  f o r m e  l i n 6 a i r e  s u r  a = L i e  A te l  que  Re A s o i t  dans  la  f e r m e t u r e  

de la c h a m b r e  de  W e y l  n 6 g a t i v e  d 6 t e r m i n @ e  p a r  l es  r a c i n e s  de  a_ d a n s  

n = L i e  N . A u  p a s s a g e  n o u s  m o n t r o n s  que  les  r e p r 6 s e n t a t i o n s  H - 

s p h @ r i q u e s  i r r 6 d u c t i b l e s  t emp@r6es  p e u v e n t  @tre r 6 a l i s 6 e s  c o m m e  s o u s -  

r e p r 6 s e n t a t i o n s  d l u n e  i n d u i t e  au t y p e  p r6c@den t  a v e c  A u n i t a i r e  ( r 6 s u l t a t  

d@,l& a n n o n c 6  p a r  O s h i m a ) .  C e c i  f a i t  IVobjet  du t h@oreme  2. 

N o s  d e m o n s t r a t i o n s  d o i v e n t  b e a u c o u p  & I l a r t i c l e  de H e c h t  et  S c h m i d  ( [ H . S . ] )  

a i n s i  qu I& I l a r t i c l e  de  C a r m o n a  ( [ C a r ] ) .  

En  o u t r e  n o u s  u t i l i s o n s  un r 6 s u l t a t  d l e x t e n s i o n  de f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  de  

A & G t o u t  e n t i e r .  Ce  r 6 s u l t a t  e s t  une  c o n s 6 q u e n c e  de I l a p p e n d i c e  qu i  
(x)  

e s t  un t r a v a i l  c o m m u n  a v e c  E r i k  v a n  den  R a n .  

I. NOTATIONS. 

1.1 

S i  V es t  un e s p a c e  v e c t o r i e l ,  on  n o t e r a  V ~ son  d u a l .  S i  V es t  

r 6 e l ~  on  n o t e  V C son c o m p l e x i f i 6 ~  S (V)  I l a l g e b r e  s y m 6 t r ' i q u e  de V C que  

V ~ l l o n  i d e n t i f i e  a u x  f o n c t i o n s  p o l y n o m i a l e s  s u r  I o r s q u e  V es t  de d i m e n -  

s i o n  f i n i e .  

S i  S e s t  un g r o u p e  de  L i e  r 6 e l ~  S O d 6 s i g n e r a  sa  c o m p o s a n t e  n e u t r e ,  

s son  a l g e b r e  de  L ie~  U (s) I t a l g e b r e  e n v e l o p p a n t e  de  la c o m p l e x i f i @ e  

.9_6 de  s e t  Z Is )  le  c e n t r e  de  U [s )  On n o t e r a  s ~ L s 

{ r e s p .  s - >  R s) la  r e p r 6 s e n t a t i o n  r 6 g u l i e r e  g a u c h e  ( r e s p .  d r o i t e )  de  S 

et  X - ~  L X ( r e s p .  X ~ R X )  la  r e p r 6 s e n t a t i o n  de U (s) o b t e n u e  p a r  

d i f f 6 r e n t i a t i o n .  

{~) voir note apres la bibliographie de IIarticle . 



110 

A 

S i  S e s t  un  g r , o u p e  c o m p a c t ,  o n  n o t e r a  S s o n  d u a l  u n i t a i r e .  S i  

^ E 6 6 E S e t  { t -~, E )  e s t  u n e  r r ` e p r , ~ s e n t a t i o n  de  S ~ on  n o t e r , a  l a  

c o m p o s a n t e  i s o t y p i q u e  d e  t y p e  6 e t  E s l e s  i n v a r ' i a n t s  d e  E s o u s  S . 

E n f i n ~  s i  X e s t  un  e s p a c e  m u n i  d l u n e  a c t i o n  d e  S o n  a p p e l l e r a  f o n c -  

t i o n  ~ - s p h ~ r , i q u e  sur,  X t o u t e  f o n c t i o n  f sup  X ~ v a l e u r , s  c lans E 

t e l l e  q u e  : 

V x ~ X , ~" s t S , f (s . x )  = 1.1 (s)  f (x )  

1 . 2  

O n  r e t i e n t  l e s  n o t a t i o n s  d e  l W i n t r , o d u c t i o n .  S o i t  p ( r e s p .  q ) l e  

s o u s - e s p a c e  p r , op r ,e  pour `  la  v a l e u r "  p r o p r , e  - | de  I t e n d o m o r p h i s m e  e 

( r , esp .  O. ) de  9__ . O n  n o t e  c l e  c e n t r e  de  g e t  9-- 1 = [ _ g ,  __g] 

O n  f i x e  u n e  f o r m e  b i l i n ~ a i r ' e  B sur,  g ~ n ~ g a t i v e  d ~ f i n i e  sur,  k e t  

p o s i t i v e  d ~ f i n i e  s u r  p ~ qu i  c o l h c i d e  a v e c l a  f o r ' m e  d e  K i l l i n g  s u r  g-1 

e t  t e l l e  q u e  -gl e t  s s o i e n t  o r ' t h o g o n a u x .  

S o i t  9.~ un  s o u s - e s p a c e  a b ~ l i e n  m a x i m a l  d e  p D q On n o t e  

g o o  = k D h @ _p Iq q i . e .  g o 0  e s t  IWensemb le  d e s  p o i n t s  f i x e s  d e  I l i n  - 

v o l u t i o n  a 0  de  g . On  n o t e  /ka0 ( r , esp .  /k = A ( g ~  9 ~  )) IWensemb le  

d e s  r , a c i n e s  d e  _ ~  c lans go. O ( r , esp .  g.) .  Pou r `  c~ E /k , l e  s o u s - e s p a c e  r a d i c i e l  

c o r r - e s p o n d a n t  e s t  n o t ~  g£  . II e s t  s t a b l e  par`  a e t  O e t  I % n  n o t e  

ct gOC _9+ ( r , esp .  __  ) l e  s o u s - e s p a c e  p r ,op r ,e  d e  I l e n d o m o r , p h i s m e  o 0 d e  _ go. 

pour`  l a  v a l e u r ,  p r o p r , e  + 1 ( r , esp .  - 1) . O n  a 0~ E ~a 0 s i  e t  s e u l e m e n t  

c~ = go- D N o t e z  q u e  Z~a 0 e s t  le  s i  _+  ~ 0 e t  e n  g@n@r,al g~ gO. 
- +  e - " 

s y s t e m e  de  r , a c i n e s  de  (9-a0 ' 9 . ~ )  p u i s q u e  9.~ e s t  un  s o u s - e s p a c e  d e  

C a r ' t a n  de  --g0"0 . O n  s e  f i x e  u n e  l o i s  pour `  r o u t e s  un  e n s e m b l e  de  r , a c i n e s  

p o s i t i v e s  /k + O" 0 d e  /ko 0 . O n  d ~ f i n i t  .._a(~ l a  c h a m b r , e  d e  W e y l  n & g a t i v e  
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+ 
cor responc lan te  i . e .  a(~ = { H  E _ ~ t ~  (H )<0 ,V  o. ( &o(~} . 

On r a p p e l l e  que I ' a p p l i c a t i o n  de K x [p [7 q) x [p N h_) darts G d~ f i n i e  p a r  

(h, X s Y )  "~ k exp X exp Y est  un d i f f ~omorph i sme  sup G . En ou t r e ,  

pour  tout  X E p N q , i l e x i s t e  Y clans c l a(~ ( f e r m e t u r e  de ~ ) 

te l  que X = Ad k Y pour  un k ~ K FI H ° En f i n ,  pour  tout g E G , 

il e×iste un unique a E exp a_(~ tel que g t K a H ° (cf. [v.d.g.], 

prop. 1.3 et cot. 1.4). 

On note ~_~ le c e n t r a l i s a t e u r  de a ~  clans g . On a 

~ = ~ k q  Q) ~--#, k h  @ a_(~ ~) ~_¢ , o~ = -- e tc .  , p .  , e _ ¢ , k q  ~ ¢ n k _ n q ,  . .  

C i e s t  une a l g e b r e  de L i e  e~duc t i ve  qui con t ien t  a ~  dans son c e n t r e .  

Montrons que me = &¢, .  k q • e_~, k h  • ~_#, Ph est une sous-a lgebre  cle 

~_~ . Le  seul  po in t  non t r i v i a l  est  que : 

~--~,  k q  ' ~ ,  p h ]  c me Mais  on a : [6--~, k q '  8 - -~ ,ph ]  c ~ ¢  , Pq = a ~  . 

O r  8__~ est  r ~ d u c t i v e  et a ~  dans le c e n t r e  de ~_~ . Donc 

[8__~, 8_~] rq a ~  = { 0 }  . Donc ['~--~, k q  ' 8_¢, p h ]  = 0 . Ce qui cl~mon- 

t r e  n o t r e  a s s e r t i o n .  

On note ~ la f a m i l l e  des ensemb les  de r a c i n e s  p o s i t i v e s  de A 
+ + 

contenant  &o(~ . Un te l  ensemble  s e r a  d i t  compa t i b l e  avec Z~0 e 

S o i t  ~ un @l@ment de ~ . On n o t e r a  a l o r s  n_~ (P) = ~ gc~ et 
c~ E £ -  

p ~  [P) = m~ • a ~  • n ~ ( P ) .  S o i t  P~ (P) le s o u s - g r o u p e  p a r a b o l i q u e  de G 

d l a l g e b r e  de l i e  _p~ (P) On note M~ le s o u s - g r o u p e  de G engendr@ 

pa r  le s o u s - g r o u p e  a n a l y t i q u e  de G d l a l g e b r e  de L i e  m~ et le c e n t r a -  

, i s a t e u r  clans K de a ~  A l o r s  on a P~ ( ~ ) :  ~ A~  % (e)  oQ 

A~  et a ~  {£ )  sont  les s o u s - g r o u p e s  a n a l y t i q u e s  de G d la lgebmes de 

L i e  e_¢ et ~ (~)  On n o t e r a  a~2 ~ (£)  = { H  G a ~  Ice [H) < O  , V c~ E P} . 
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On a Cl  a ~ U CI a_ (e) . E n f i n  M® est  l a i s s 6  s tab le  p a r  0 et @ 
5 5  

et I'espace sym~tr,ique M ¢ /  ~ n H est oans la classe d'Harish Chandr'~. 

1 
On noter,a,  pour` ~ { ~ , p~ =-~- C (dim _g0c)0c , 

cc E £  

~+  {9)  = {~ E a ~  } k = ~ n i 0~[ ~ oQ n. E iN et c~. E ~}  , ~£ I lensem - 

b le  des r a c i n e s  s i m p l e s  de ~ . Pour` ~) c ~p on noter 'a  ~ = fl Ker` 0~ 
c~E® 

£® le centralisateur clans _g de a® . On note _m® IVorthogonal dens 

e® de a_® p o u r  la for 'me b i l i n @ a i r e  B r e s t r ' e i n t e  & ~® . Comme a® 

et done ~® sont  O et @ s t a b l e s ,  i l  est  ais@ de v o i r  que a r e s t r e i n t e  

~® est  non d6g@n6r6e,  que m® est  une s o u s - a l g B b r e  de L i e  de ~ )  
® 

o et @ s tab le  qui  v6 r , i f i e  ~® = m® ¢ a_® On note  a = m® N A® , 

n® (£)  = @ gC~ , Pe ® = PC }a~  
~ e , ~ l ~ ® / 0 -  , 

+ 
~c (e  , ®} = {X  Ja® I k ( ~--+ {e ) }  On n o t e r a  P~ {£}  le s o u s - g r o u p e  

p a r a b o l i q u e  d l a l g e b r e  de L i e  _p® (P) = m® • ak¢ @ n® (P) On a a l o r s  

P® (£)  = MQ A~ N0. (~)  , ob A G { r esp .  N 0 [ £ ) )  est  le sous -g r ,oupe  a n a -  

l y t i q u e  de G dWalgebr,e de L i e  a® ( r e s p .  n O [~ ) )  et M~ est  le s o u s -  

g r o u p e  de G e n g e n d r ~  pa r  M ~  et le s o u s - g r o u p e  a n a l y t i q u e  de G 

d t a l g e b r e  de L i e  m® A lo r , s  tv~ es t  s t ab l e  sous  q et 9 et I l e space  

s y m 6 t r i q u e  /v~ / l v ~  N H es t  clans la c l a s s e  dWHarish C h a n d r a .  
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~,. P R O P R I E T E S  A S Y M P T O T I Q U E S  D E S  F O N C T I O N S  K - F I N I E S  E T  

Z (_g) - F I N I E S  S U R  G / H  . 

2. 1 Nous  a l l o n s  m a i n t e n a n t  r a p p e l e r ~  sous  une f o r m e  a p p r o p r i ~ e ,  des  

r@su l ta t s  de van  den B A N  ( [ v . d . B ] ) .  

S o i t  I un idea l  de Z [9) de c o d i m e n s i o n  f i n i e .  A l o r s  i l  e x i s t e  un 
% 

ensemb le  f i n i  X (I) darts {a~)  C poss6dan t  la p r o p r i ~ t ~  s u i v a n t e  : 

pour" rou te  f o n c t i o n  F , K f i n i e  et C c° su r  G//H , annu l&e  par" I 

i l  e x i s t e  des f o n c t i o n s  su r  K x a ~  no t6es  ( k , X )  --) PX ,P  ( k , X , F )  ~ o0 

k d 6 c r i t  X (I) + ~+  (£)  , v 6 r i f i a n t  : 

( i )  P o u r  k f i x ~ ,  les  f o n c t i o n s  X -e P X , ~  ( k , X , F )  son t  p o l y n o m i a l e s  

s u r  a ~  . De p l u s ,  

V X E a ~  (P) , F (k exp X ) =  > 

X E x (I) + ~ + ( ~ )  

P X , ~  (k~X,  F)  e 

En  out re~ la c o n v e r g e n c e  est  v a l a b l e  auss i  I o r s q u l o n  d~ve loppe  les p o l y n o m e s  

Pk~P { k , X , F )  en monomes~ en u t i l i s a n t  deS c o o r d o n n ~ e s  sup a ~  

( i i )  P o u r  k f i x ~ ,  les f o n c t i o n s  p o l y n o m i a l e s  X- - )  ~;k~P ( k , X , F )  s o r t  

e n t i e r e m e n t  d ~ t e r m i n ~ e s  p a r  ( i ) .  I1 s u f f i t  re@me qua la c o n v e r g e n c e  so i t  

v a l a b l e  sup un o u v e r t  de a(~ s tab le  pa r  d i l a t a t i o n .  

( i i i )  L a  c o n v e r g e n c e  de la s ~ r i e  dans  (i) es t  abso lue  et u n i f o r m e ,  y c o m p r i s  

a p r e s  d~ve loppemen t  des P~ en monomes~ sup tout  t r a n s l a t ~  de a(~ ~ )  

don t  la f e r m e t u r e  est  e n t i ~ r e m e n t  c o n t e n u e  dans  a(~ {~)  . 
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( iv )  L e s  f o n c t i o n s  X - ~  PX,P  ( . , X ~ F )  sont  des f o n c t i o n s  p o l y n o m i a l e s  su r  

a ~  ~ image dans  un s o u s - e s p a c e  de d i m e n s i o n  f i n i e  et K - f i n i  de 

A 
C°° (K )  ( s i  F es t  de type  F [E  K ~ PX,P  ( . , X , F )  es t  @9alement de 

t ype  U ). En o u t r e ,  p o u r  F fix@~ l e u r  degr@ est  born@ ind@pendamment 

de • ( X (I) + ~..+ {P) 

[v) On peut  d ~ r i v e r  t e r m e  & t e r m e  p a r  tout  61~ment de U (a(~) et de 

U (k) la  s ~ r i e  de { i) ,  y c o m p r i s  a p r e s  d ~ v e l o p p e m e n t  en monome,  les  

modes de c o n v e r g e n c e  de (i) et ( i i i )  ~ tant  p r e s e r v e s .  

R ~ f ~ r e n c e s  : 

P o u r  e x h i b e r  X (I) et  les PX ,P  s a t i s f a i s a n t  ( i) ,  i l  s u f f i t  d T u t i l i s e r  

les  t h&o remes  3 . 4  et 3 . 5  de E v . d . B . ]  et de d 6 v e l o p p e r  en s 6 r i e  de T a y l o r  

& I I o r i g i n e  les  f o n c t i o n s  F 2" du t h ~ o r e m e  3 . 5  de ce t  a r t i c l e .  A l o r s  ( i i )  
s , m  

r ~ s u l t e  du lemme A .  1 .7  de [ C a . M . ] .  E n f i n  ( i i i ) ,  ( iv )  et (v} r ~ s u l t e n t  des 

p o i n t s  p r e c e d e n t s ,  des t h&o remes  3./4 et 3 . 5  de [ v . d . B .  1, a i ns i  que des 

p r o p r i ~ t ~ s  ~ l ~ m e n t a i r e s  des s ~ r i e s  e n t i e r e s .  

2. g 

Nous  a u r o n s  b e s o i n  auss i  des d ~ v e l o p p e m e n t s  a s y m p t o t i q u e s  le long 

des m u r s .  On c o n s e r v e  les  n o t a t i o n s  de 2. 1. On se f i x e  £ ~ L~ et 

un s o u s - e n s e m b l e  de I ' e n s e m b l e  des r a c i n e s  s i m p l e s  de ~ . On n o t e r a  

X [ I ,®)  [ r e s p .  ~s + [ £ ,® ) )  IWensemble des r e s t r i c t i o n s  & a® des @l@ments 

de X [I)  { r e s p .  ~+ (£))  A l o r s ,  p o u r  tout  F comme en 2. 1, i l  e x i s t e  

des f o n c t i o n s  ( k ta ,  X~ -~ Q p ,  p ,® ( k ,a ,  X,  F)  ob # 

X { I , 8 )  + ~+  (e ,® )  , d ~ f i n i e s  suP K x A ® x a• 

d ~ c r i t  

[ i c i  A ® = exp a ® ) 
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v ~ r i f i a n t  : 

( i) L e s  f o n c t i o n s  O.p ,~ ,~  sont  p o l y n o m i a l e s  su r  _a® p o u r  k et a 

fi×@s et a n a l y t i q u e s  en a E A~ p o u r  k et X fi×@s. En o u t r e ,  pou r  

k et a fixes, on a : 

V X E a_e (P) = { H  E a e I ? ~ E ~ , ~la_® / O , c ( ( H )  < O} , 

F (k a e x p  X )  = 

P~ 

(~ + p~,e) (x) 

la c o n v e r g e n c e  @tant @galement v a l ~ b l e  a p r ~ s  d@veloppement  des p o l y n o m e s  

su r  a@ , Q ® ( k ~ a , . , F )  en monomes (en u t i l i s a n t  des coordonn@es su r  

_~) .  

( i i )  L e s  f o n c t i o n s  Q. ® , f  sont  e n t i e r e m e n t  d@termin@es p a r  ( i ) .  II s u f f i t  

m@me que la c o n v e r g e n c e  l a p r e s  d@veloppement  en monomes)  so i t  v a l a b l e  su r  

un o u v e r t  de ~ (~)  s t a b l e  p a r  d i l a t a t i o n .  En o u t r e ,  la c o n v e r g e n c e  est  

u n i f o r m e  et a b s o l u e  su r  tout  t rans la t@ de ~ ]  (~)  dont  la f e r m e t u r e  est  

c o n t e n u e  dans  a~  (~)  

( i i i )  S o i t  PI I l e n s e m b l e  des r a c i n e s  de ~ s ' a n n u l a n t  sur a® . C , e s t  

® 
un ensemb le  de r a c i n e s  posT t i ves  du system® des r a c i n e s  d e  a clans m ® .  

S o i t  PI I un a u t r e  e n s e m b l e  de r a c i n e s  p o s i t i v e s  de ce sys teme te l  que si 

c~ E A + (~8 est  nul  sup A® on a i r  o. C 6-11 

S o i t  ~ = PI 1 ~J {c~ E ~ IO. l a  @ y~ O} A l o r s  pI est  ensemb le  de r a c i n e s  

p o s i t i v e s  c o m p a t i b l e  avec  A + i . e .  9w ~ ;~ On n o t e r a  @l les  r a c i -  
o 9  ' 

nes s i m p l e s  de pI1 (qui sont  s i m p l e s  auss i  dans  p l  ) . A l o r s  a ~  = a ~  t ,  
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a = a , m® = _~Bt , e t c . . .  En  o u t r e ,  

si X ((a®) - _  (Pt I) = {H E _a q IV cc E P'l 

on a les r e l a t i o n s  : 

a ~ ,  ( P ' ) =  a_~ (P) En f f n ,  

, Q, (H)  < 0} et Y E a~) ( ~ 1 )  

Q £,® (k, exp X , Y ,  F) = 

(X + pp, ) i x )  

x ( x ( I )  + ~ + ( 9 ) , ~ l a  =~J P / t ' ~ - ~ ' ( k ' X + Y ' F ) e  1 

o~J P~t est  la demi somme des r a c i n e s  de ~1 compt~es  avec m u l t i p l i -  
1 1 

c i t e s ,  v a l a b l e  y c o m p r i s  a p r e s  d~ve loppemen t  des P / , , p I  en monomes.  

( iv )  On peut  d & r i v e r  t e rme  & t e rme  la s ~ r i e  donnan t  F (k a exp X)  pa r  

tou t  ~16ment de U (k) et S (a®) tou t  en p r & s e r v a n t  le mode de c o n v e r -  

gence d ~ c r i t  en ( i ) .  De m6me on peut  d ~ r i v e r  t e r m e  & t e rme  le d ~ v e l o p -  

de Ql.~,p, ® (k, exp X , Y , F )  de ( i i i )  pa r  tou t  ~ l~ment  de S (a_ G) pement  

tout  en p r ~ s e r v a n t  le mode de c o n v e r g e n c e  d ~ c r i t  en ( i i i ) .  

R~f@rences : 

P o u r  ( i ) ,  c f .  [ v . d . B  ] ,  § ? et 8. / e  po i n t  ( i i )  r ~ s u l t e  de [ C a . M . ] ,  

lemme Ao 1 .7 .  P o u r  { i i i ) ,  on u t i l i s e  le ~ l~ve ioppement  r e ] a t i f  & ~>1 de 

F (k exp {X + Y))  donn& en 2. 1, p u i s  on pPocede ~ un r e g r o u p e m e n t  des 

t e rmes  c o r r e s p o n d e n t  & des ~, ayan t  m~me r e s t r i c t i o n  & a_® On 

ob t i en t  c l ops  un d ~ v e l o p p e m e n t  du type  de c e l u i  d ~ c r i t  en [ i )  p o u r  

e×p X)  v a l e b l e  p o u r  log a dens  ( e 2 ) - ( ~ l  1) et X dens F (k e 

a s '  (£T)  = a ;  (~)  Dmapres I l u n i c i t ~ ,  d 6 c r f t e  en ( i i ) ,  

d w un te l  d~ve loppemen t ,  on o b t i e n t  I l i d e n t i t ~  v o u l u e .  P o u r  les  d ~ r i v a t f o n s  

t e rme  & repine de ( i v ) ,  les  p r o p r i ~ t ~ s  ~ l ~ m e n t a i r e s  des s ~ r i e s  e n t i e r e s  

p e r m e t t e n t  de c o n c l u r e .  
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2 . 3  S o i t  F une f o n c t i o n  comme c i - d e s s u s .  A l o r s  on n o t e r a  

e ( £ , F )  = { [  I P x , 9  ( . , . , F )  ~ 0} et e ( ~ , ® , F )  = { # I Q # , £  , @ ( . . . . . .  F ) ~ 0 } .  

On r e m a r q u e r a  que pou r  tout  £v &omme en 2 . 2  ( i i i ) ,  on a auss i  I 'Egal i t@ : 

e ( £ , ® , F )  = {IJ I #  = k } a  ® , k E e ( £ t , F ) }  En e f fe t ,  u t i l i s a n t  le d e v e l o p -  

pement  des QF[,~,® donne en 2 . 2  ( i i i )  dont  I~unic i tE es t  assu rEe  g r a c e  au 

lemme A .  1 .7  de ECa. M.~, on v o l t  que si QFL,~,® ---- 0 on a PX,£1 - 0 

des que k l a_® = F~ 

/ e  lemme s u i v a n t  es t  une c o n s e q u e n c e  immed ia te  de I lun ic i t@ des f o n c t i o n s  

O.#,p, 8 (cf.  2 . 3  ( i i i ) ) .  

L.emme 1. 

A v e c  les n o t a t i o n s  c i - d e s s u s  on a 

(i) V k , k E K , V a E A ® , V X E a® , 
0 

Qp, p,® (k 0 k , a , X ~ F )  = QI.I,£, @ ( k , a , X ,  L k _  1 F) 

0 

-1 a m E A ® ( i i )  D l a u t r e  p a r t ,  si m E M~ (q K [q H v E r i f i e  m 

un a E A ® on a : 

p o u r  

V k ( K  , V X E_a® , Q # , £ , O  (k m ' a ' X ' F )  = ¢'t#,P,® ( k ' A d m - |  a , X , F )  . 

R e m a r q u e  : 

/ e s  pEsu l t a t s  c o n c e r n a n t  les  p o l y n o m e s  Q s l a p p l i q u e n t  aux p o l y n o m e s  

P en f a i s a n t  ® = ~ , c a r  P k , £  = QX,£ , (~  
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3. C O N S T R U C T I O N  D E  M O R P H I S M E S  E N T R E  R E P R E S E N T A T I O N S  

H - S P H E R I Q U E S  E T  R E P R E S E N T A T I O N S  I N D U I T E S .  

3. 1 On se donne  un sous  m o d u l e  de H a r i s h  C h a n d r a  V de C °O ( G / H )  

annul@ p a r  I l id@al de c o d i m e n s i o n  f i n i e  Z (9),  I On n o t e r a  

e ( P , V )  = L.) e ( P ~ F )  et  e ( P , ® , V )  IWensemble des  r e s t r i c t i o n s  
F E  V 

& a® des  & l~men ts  de e ( £ ~ V }  . On i n t r o d u i t  un o r d r e  _< sup ~ _a¢, C 

( r e s p .  <__ sup ) de  la fa•on s u i v a n t e  : £,0  e--O, O 

k<-X' 
P 

p -< p' @ p' - p E ~+  (~,®) 
P,O 

On n o t e r a  eg ( P , V )  ( r e s p .  eg ( P , 0 , V ) )  les @l@ments m i n i m a u x  p o u r  

_ ( r e s p .  _ ) de  e ( ~ V )  ( r e s p .  e (£~@~V) . D t a p r e s  2 .1  et  2 . 2  
P ~ , 8  

ces  e n s e m b l e s  son t  non v ides~ d i s c r e t s  et~ dWapres [ v . d . B .  ]~ th .  3.4~ 

e e ( ~ V )  es t  f i n i .  

L e m m e  2, 

S o i t  X 0 E eg ( P , ® , V )  P o u r  F E V on no te  Jk (F)  la f o n c t i o n  s u r  
0 

A ® & valeurs clans S (a_O) qui & a E A 0 associe la fonction polyno- 

m i a l e  sup 98 , X * QX ~£~0 ( e , a , X , F )  
0 

A l o r s  : 

([) S i  D E n 0 (P)  , J)~ ( D F )  = 0 , pour t ou t  F E V 
0 
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( i i )  55oit ad la r e p r @ s e n t a t i o n  ad j o i n t e  de a@ clans 55 (ge)) et 

X 0 + p£,® le c a r a c t e r e  de a_® c o r r e s p o n d a n t  ~ ce t  @l@ment de a(~,C 

+ ) ]  (D) (Jx (F)}  A l o r s ,  s i  D t 55 (a®) , JX ( D F )  = tad  ® (X 0 p£,® 
0 0 

( i i i )  II e x i s t e  un e n t i e r  n te l  que p o u r  tou t  

JX (F}  {a) est  de de£1r@ i n f @ r i e u r  & n clans 
o 

F E V  et 

S (a®) . 

e 

( i v )  P o u r  tou t  F ( V et tou t  D ( S (a £9} ~ on a : 

L D (.l x [F) )  = Jk ( LD  F) 
0 o 

{v) P o u r  tou t  F E V et D { m_® @ h , 

JX [ L D  F)  {0} = 0 . 
o 

D@mons t ra t i on  : 

{ i}  P o u r  p r o u v e r  [ i } ,  on peu t  supposer~  pa r  l i n ~ a r i t ~  que D E gC~ ou gCL + 

avec  o. { ~ et C~la ® J 0 . A l o r s ,  p o u r  tou t  a E A ~  avec a C~ / 1 

o n  a 

D = f l  {a) (D + 0 D) + f2 (a) A d  a - I  (D + 0 D) 

20c T a 1 
avec f l  {a) = ' f2 {a) - 

a 20c a -Co -T- a °c 
1. T 

A l o r s  on peu t  c a l c u l e r  {L  D F} [exp X)  p o u r  X 6 a(~ [P) en d i f f ~ r e n t i a n t  

t e r m e  & t e r m e  la s ~ r i e  donnan t  F (exp X)  {o f .  2. 1}, y c o m p r i s  a p r e s  

d~ve loppemen t  des  p o l y n o m e s  P• p en monomes.  On o b t i e n t  a l n s i  
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pour X E a_(~ (P] : 

(L D F) {exp X) = 
~. + pp {x )  

2b f l  (exp X) ( L D + 0 D P A ~ )  (e, e x p X ,  F}e 
X ( e {£, F) 

avec conve rgence  abso lue,  y compr i s  apres  d@veloppement des P/~,p en 

monomes et done aussi  des LID + 0 D PX~6~ 

Par  a i l l e u r s  on peut d@velopper f l  (exp X) : 

OO 

V X ~ a ( ~  (P) , f l  (exp X) = -T- L, 
n = 0 

(+ 1)n e(2 n + 1)C~ (X} 

avec convergence  abso lue.  On peut a l o r s  r@@crire le p rodu i t  des deux 

s@ries donnant (L  D F) (exp X) en g roupant  les termes diff@remment : 

V X E a_~ (P) , (L D F) (exp X) = S 
k E e (P,F) , nC N, X + (2n+ l)c~ =v 

(L D + 6 D P ~ , ~ )  (e, exp X , F )  e (v  + P£) (X) 

avec conve rgence  y compr i s  apres  d@veloppement des / D  + 8 D PX~£ en 

monomes. Ce d@veloppement do l t  co i 'nc ider  avec le d&veloppement de L D F  

rappe l~  en 2. ! ( i) dWapres son u n i c i t ~  (cf.  2 . 1 . ( i i ) ) .  II en r@sulte que si 

P V ~  (e ,exp  X ~ L D F  ) est non ident iquement  nu l ,  v est de la forme 

X + (2 n + 1)0c avec X E e ( P , F )  S o i l  a l o r s  ~0 E e e ( £ , ® , V )  et 

= S i  on ava i t  PX,P (e, exp X ; L D F )  ~ 0 X E ( a ~ ) c  avec k l a  ® ~0 

on au ra i t ,  d l a p r e s  ce qui pr@cede, k - (2n  + 1)co E e ( £ , F )  pour  au 

moins un n E N . En u t i l i s a n t  le l i en  en t re  e (P ,@,F)  et e [ £ , F )  

{cf. 2 .3 )  , ce la  c o n t r e d i r a i t  la minimal i t@ de ~. 
0 
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D 'o~  PX (e, exp X,  D F )  s 0 p o u r  tou t  X E (a_~)C te l  que Xla_® = X. 0 

A l o r s  ( i)  r ~ s u l t e  des r e l a t i o n s  e n t r e  les p o l y n o m e s  

( c f ,  2 . 2  ( i i i ) ) ,  
0 ~ 

D~mont rons  ( i i ) ,  P o u r  ce l a  on d~r ' i ve  t e rme  & te rme  p a r  D E S (a e)  le 

d~ve loppemen t  de F (a exp X} ,  a E A ® , X E a~) (~)  de 2 . 3  ( i ) ,  g r a c e  

& 2 . 3  ( i v ) .  LWunicite~ du d~ve loppemen t  de ( L  D F) (a exp X)  i m p l i q u e  

imm~d ia tement  ( i i ) .  

D ~ m o n t r o n s  ( i i i ) .  D ' a p r e s  (i) I l a p p l i c a t i o n  JX passe  au quo t i en t  p a r  
0 

n O (£ )  V O r  V 1 = V / n ®  [ P ) V  est  un modu le  de H a r i s h  C h a n d r a  pour" 

ME) A® (cf .  [ H . S . ] ,  p r o p .  g . 2 4 ) .  En p a r t i c u l i e p ,  V 1 est  annu l~  par" un 

id@al de c o d i m e n s i o n  f i n i e  de S (a®) . A l o r s ,  g r a c e  ~ ( i i ) ,  on en d@duit 

q u ' i l  e x i s t e  n E N te l  que p o u r  tou t  D E a® ~ F ~ V et a E A ~ 

( l a d  ® (X + pf . ) ]  (D) - (k + PP) (D))n (Jk (F)  (a)) =- 0 
o o o 

Ce la  s i g n i f i e  que .i X (F)  (a) es t  annu l~  pap (ad D) n p o u r  tou t  a et 
0 

D E a 8 , ce qu i  i m p l i q u e  que J~. (F)  (a) est de d e g r 6  i n f ~ r ' i e u r  ou 69al  
0 

& n et cec i  acheve  de p r o u v e r  ( i i i ) .  

P r o u v o n s  ( i v ) .  En  d@r ivan t  t e rme  & t e r m e  le d@veloppement  de 2. I ( i) 

pa r  D E S (a_ 8)  , g r a c e  & 2..1 (v j ,  on o b t i e n t  P k , ~ ( e , X ~ L D F )  en 

* = 
f o n c t i o n  de P k , £  (e, X ,  F) p o u r  X ~ a ~  et X ~ (a~)  C avec ~ l a  ® 

En r e p o r t a n t  ce t t e  f o r m u l e  darts I l e x p r e s s i o n  de Q # ~ £ , 8  ( e ~ e x p X ~ Y ~ L  D F )  

donn@e p a r  2 . 2  ( i i i ) ,  on peu t  e x p r i m e r  ce t te  quant i t@ & I l a i d e  des 

Pk £ ( e , X  + Y , F )  P e r  a i l l e u r s ~  on o b t i e n t  le m@me r@sul ta t  en d@r ivant  

t e r m e  & t e r m e  pa r  D E S [a {9) l l e x p r e s s i o n  de Q 
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donn6e p a r  2 . 2  ( i i i ) ,  en f o n c t i o n  des  PX,(~ ( e , X  + Y , F )  ( g r $ c e  & 2 . 2  ( i v ) ) .  

D ' o 5  I ' i d e n t i t 6  p o u r  X ~ (a_e) - (£1) et Y E a8  de 

L D ( Q N , £ , ®  (e, exp  X , Y , F )  et  Q~L,£,® {e, exp X , Y ,  L D F )  DWo~ le 

r 6 s u l t a t  v o u l u  par" p r "o l ongemen t  a n a l y t i q u e  des  i d e n t i t 6 s .  

P r o u v o n s  (v) .  II nous  fau t  6 t u d i e r  ( L  D F )  (exp X)  p o u r  D E _r~ N h 

et X C a® Ma is  m® et a_® c o m m u t e n t  et  F es t  i n v a r i a n t e  & 

d r o i t e  p a r  H . OVoQ (L  D F )  (exp X)  = 0 p o u r  tou t  X clans a ~  et 

I l a s s e r " t i o n  en r 6 s u l t e .  

3 . 2  On no te  V 1 = V / n @  (P) V N o t o n s  V 2 le s o u s - e s p a c e  de 

S (a®) e n g e n d r 6  p a r  les  JX (F)  (a) , o~ F d 6 c r i t  V et  a d 6 c r i t  
0 

A® . D l a p r e s  le l emme 2 { i i i ) ,  V 2 es t  de d i m e n s i o n  f i n i e .  On c h o i s i t  

une f o r m e  l i n 6 a i r e  non n u l l e  s u r  V 2 ,  ~, qu i  se t r a n s f o r m e  sous  la  

+ ) p a r  le c a r a c t e r e  ( -  X ®) de c o n t r a g r e d i e n t e  de ad @ (X ° P e , 8  0 - Pe, 

a® . A l o r s  & F clans V on a s s o c i e  la f o n c t i o n  i X (F)  s u r  
0 

M® / M® O H d 6 f i n i e  de la fa~on s u i v a n t e  : 

S i  m E M® s 1 6 c r i t  m = m 1 a h avec  m 1 < M® N K , a ~ A ® et 

h t H , on p o s e  i X {F)  (m) = 8 (JX ( L  -I F)  (a))  
0 0 m 1 

On va  m o n t r e r  que i X (F)  es t  a n a l y t i q u e  sup M® . II r 6 s u l t e  de la 
0 

d 6 f i n i t i o n  et  du f a i r  que F es t  K - f i n i e  que i X (F)  es t  M® N K - f i n i e .  
0 

Comme,  d l a u t r e  p a r t ,  p o u r  k ~ M® N K , X ~ p N q N _m® , 

i X (F)  (k exp  X)  = i X ( L  -1 F )  (exp  X) , pour" d6mon t re r "  I ' a n a l y t i c i t ~  
0 0 k 

de i k (F)  p o u r  tou t  F dar ts  V , i l  s u f f i t  de p r "ouve r  l l a n a l y t i c i t 6  
0 

sur" p N q__ N _m® de X ~ i X (F)  (exp  X)  p o u r  tou t  F clans V 
0 

(4) V o i r  no te  a p r e s  la b i b l i o g r a p h i e  de l ' a r t i c l e .  
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On i n t r o d u i t  la f o n c t i o n  o2 F de _.p n q clans 

pa r  

Coo (M® N H n K} d ~ f i n i e  

( { ' F  (X} ) (m}  = (i x {F})  (exp (Ad m . X)}  
0 

-- (i x (F)}  t[m exp  X) = [ i  X ( L  - I  F ) ) ( e x p  X) 
o 0 m 

p o u r  m E M® I"/ H FI K et X E p I"1 q Iq m® o 

L e  f a i l  que i X (F) so i t  M® /-/ K - f i n i e  i m p l i q u e  que ~ F  est  A v a l e u r s  
o 

dans un s o u s - e s p a c e  de d i m e n s i o n  f i n i e  E de C °o (M® n K R H) s t a b l e  

p a r  les r e p r & s e n t a t i o n s  r ~ g u l i e r e s  de M® (q K n H On no te  F[ la 

r e p r e s e n t a t i o n  r ~ g u l i e r e  d r o i t e  de M® Iq K n H dans  E Mun i ssan t  

p I"1 q Iq m® de I l a c t i o n  a d j o i n t e  de M® I"1 K [q H ~ on v o l t  que "~F 

® 
est  # - s p h 6 r i q u e ,  En o u t r e  o~ F r e s t r e i n t e  & a co l 'nc ide  avec  

X--* ~ {iX [ L  -1 F} (exp X))  qui  es t  c l a i r e m e n t  a n a l y t i q u e .  On veu t  
0 m 

c a l c u l e r  (L  D ~ ) [ 0 )  p o u r  D (- S (a2) . II r ~ s u l t e  du lemme 2 ( iv)  que 

L D  (iX (L  -1 F))  = JX ( L D  L -1 F) 
o m o m 

DVo~ ( (L  D ~) (0)) (m) = i X (L  D L - I  F) (0) O r  m ( M® n K n H 
0 m 

et i X (L  D L -1 F) es t  i n v a P i a n t e  & d r o i t e  p a r  M® n H 
0 m 

Donc ( L  D ~F[0))  (m) = i X (L  D L -1 F) (m -1 )  , so i t  e n c o r e  ; 
o m 

I L D  @F (0}} (m) = i x (L  m L D L -1 F) (0} 
o m 

On pose  a l o r s  q~ (D) : ( L  D • F) {0) p o u r  D ~ S ( £ )  DWautre p a r t  

on no te  ~ la s y m ~ t r i s a t i o n  de S (9) darts U (g} . A l o r s  on d ~ f i n i t  

une a p p l i c a t i o n  l i n ~ a i r e  ~ de S (_p R q [q m®) clans E p a r  : 

V D ~ S (_P n q fl m~} , v m ~ M@ n H n K , ( ~ (D } ) (m)  = i x {L  mL[3 ( D ) L  -1 F) [0)  
o m 
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II es t  c l a i r  que ~ est  lJ - s p h 6 r i q u e  et p r o l o n g e  M . On peut  a l o r s  

a p p l i q u e r  la p r o p o s i t i o n  A.1 de IWappendice p o u r  c o n c l u r e  que @F est  

a n a l y t i q u e  et cec i  acheve  de p r o u v e r  que i X (F) est  a n a l y t i q u e .  On no te  
0 

au passage  que,  t o u j o u r s  dWapres la p r o p o s i t i o n  A .  1~ on a 

(L~ ( D ) F )  (0) = (t~ (D)) ( 0 ) =  i x 0 ( L ~  (D) F) (0) 

pou r  tout  D ~ S (p N q N m®) 

On va m o n t r e r  i X (L  D F) = L 9 i X (F)  p o u r  tout  D darts U ( r ~ )  
0 o 

P o u r  c e l a  i l  s u f f i t  de c o m p a r e r  les s ~ r i e s  de T a y l o r  • IWorigine~ p u i s q u e  

ces  f o n c t i o n s  sont  a n a l y t i q u e s .  I1 faut  donc v o i r  que : 

"f D E U (m®) , i X (L  D F) (0) = (L  D i X (F)) (0) 
0 0 

La  d ~ c o m p o s i t i o n  m® = (m® N k__) ~ (p N q O  m(¢) • (p N h N m®) m o n t r e  

que Iron a : 

U (m®) = U (h N m®) ~ (S ( p n q  N m®)) U (k N m®) 

S o i t  D = D 1 D 2 t U ( m ) )  avec  D 1 ~. h n m® II es t  a l o r s  c l a i r  que 

(L. D i X (F))  (0) = 0 ~ p u i s q u e  L.D2 i X (F) es t  i n v a r i a n t e  & d r o i t e  p a r  
0 0 

M® N H . D l a u t r e  p a r t ,  d t a p r e s  le lemme 2; (v),  on a 

j x 0 ( L D 1  ( L D 2 F ) )  (0) -~ 0 dto~ i X (L  D F )  (0) = 0 On a donc I t ~ g a l i t ~  
0 

v o u l u e  p o u r  D E (h N m@) U (m®) D~au t re  p a r t  on a f a c i l e m e n t  : 

"f D ~ U (m0 R k) i X (L  o F) = L D i x (F) 
0 0 

II s u f f i t  dor ic de p r o u v e r  I I ~ g a l i t ~  p o u r  tout  F et tout  D E ~ (S(p N q N _m®), 

ma is  c e l a  a d~.i& ~t~ vu p l us  hau t .  On a donc b ien  : 

"f D E U (rn 8}  , i X (L D F) = L D i {F) 
0 0 
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D l a u t r e  p a r t ,  d l a p r e s  le lemme 2 ( i i ) ,  on a : 

, + ) (D) Jk (F)  V D E S (a®) JX (D F) : (ad ® X ° PC,® 
0 0 

D'o~ : i X (L o F) = (X + pe,G) (D) i X (F} 
o o 

En r@sum@ i X e s t u n  m o r p h i s m e  de M® A@ - m o d u l e s  de H a r i s h  
0 

C h a n d r a  de V / t ] 8  (C) V dans  C °° (ME) / M® N H) ® C X + 
o Pc,® 

On note  V,  1 c C °° (ME) /  M® N H) I1image de i x A l o r s ~  d l a p r e s  la 
0 

r ~ c i p r o c i t @  de F r o b e n i u s  (cf .  [H.S.], 4 . 1 1 ,  p a r  e x e m p l e )  on v i e n t  de 

c o n s t r u i r e  un m o r p h f s m e  [non nu l )  de V 1 darts 

Ind V v ® C X ® 1 %  
M e A® N® (C) t G 1 0+PC,® (C) 

3 . 3  Lemme 3 : 

A v e c  les  n o t a t i o n s  c i - d e s s u s ,  so i t  e l  1 un e n s e m b l e  de r a c i n e s  

® 
p o s i t i v e s  du sys teme de r a c i n e s  de a clans _m® c h o i s i  comme en 

2 . 2  ( [ i i ) .  A l o r s ,  si X ~ e ( C I I , V I  1 ) , (oCJ V l  1 = i z ( V l } )  , on a 
0 

X + X E e (CI,V) 
o 

D@monst ra t ion  : 

P o u r  F E V , on d~du i t  du d ~ v e l o p p e m e n t  de 2 . 2  ( i i i )  de QZ ,C,® 

o 

un d@veloppement  de i k (F) du type  2. 1 ( i ) .  L t u n i c i t 6  de c e l u i - c i  
0 

p e r m e t  de c o n c l u r e .  
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4.  R E S U L T A T S  P R I N C I P A U X .  

4. 1 L e  r 6 s u l t a t  s u i v a n t  a 6t6 annonc6  i l  y a p l u s i e u r s  ann6es  p a r  

Osh ima  {cf .  [ 'O ] ) .  

T h 6 o r e m e  1 : 

S o i t  V un s o u s - m o d u l e  de H a r i s h  C h a n d r a  de C °° ( G / H )  . A l o r s  

e e {~ V)  , i l  e x i s t e  un s o u s - m o d u l e  p o u r  tout  ~ E ~ et tou t  X ° , p 

i r r ~ d u c t i b l e  de d i m e n s i o n  f i n i e  du 

et un m o r p h i s m e  non nu l  de 

Ind (] ® e 0 ® | 

ce m o r p h i s m e  est  i n j e c t i f .  

M ~  - m o d u l e  C c° { M ~ /  M ~  I-1 H) , ~ , 

[gpK)  - modu les  de V darts 

En p a r t i c u l i e r ,  si V es t  i r r 6 d u c t i b l e ,  

D 6 m o n s t r a t i o n  : 

II s u f f i t  d l a p p l i q u e r  la c o n s t r u c t i o n  de 3.2. avec  ® = ~ p o u r  

o b t e n i r  un m o r p h i s m e  non nul  de modu les  de H a r i s h  C h a n d r a  p o u r  

M ~  A ~  , i X , de V / n ~  (P) V = V 1 dans  C ° ° ( M ~ / M ~  n H) ® CX0+p P . 
0 

O r  M ~ /  M ~  I-/ H est  compac t .  Donc  tout  s o u s - m o d u l e  de H a r i s h  C h a n d r a  

p o u r  M ~  de C ° ° ( M ~ / M ~  r7 H) est  u n i t a r ' i s a b l e ,  c a r  C ~ ( M ~ / M ~ r l  H) 

est  con tenu  dans  / g ( M ~ /  M ~  N H) . On en d6du i t  que i X ( V l )  es t  
' 0 

s e m i - s i m p l e  et lyon peut  c h o i s i r  p o u r  0 un f a c t e u r  d i r e c t  non nu l  de 

i X (V 1 ) M o n t r o n s  que q est  de d i m e n s i o n  f i n i e .  P o u r  c e l a  r a p p e l o n s  
0 

{cf. E o . s . ] ,  § 8) que m ~  = m 1 • m 2 ( p r o d u i t  d l a l g e b r e s  de L i e )  avec  

_m I c k et m 2, c h . II en r '~su l te  f a c i l e m e n t  que tout  s o u s - m o d u l e  de 

H a r i s h  C h a n d r a  p o u r  la c o m p o s a n t e  n e u t r e  M~Z ~ de M(Z ~ de 

C °° [ M ~  //M~z~ rl H) es t  de d i m e n s i o n  f | n i e .  Comme,  en o u t r e  M(Z~ = F" M~Z ~ 
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ave(:: F sous  g r o u p e  f i n i  de K , ce l a  i m p l i q u e  la m~me a s s e r t i o n  

p o u r  tou t  s o u s - m o d u l e  de H a r i s h  C h a n d r a  de Coo {M~  / / M ~  rl H) p o u r  

M ~  et don(:; (3 es t  de d i m e n s i o n  f i n i e .  On acheve  la d ~ m o n s t r a t i o n  du 

t h~o reme  | en u t i l Tsan t  la r ~ c i p r , o c i t ~  de F r o b e n i u s  {cf .  F H . S . ]  4 . 1 1 ) .  

4 . 2  On (:lit q u ' u n  s o u s - m o d u l e  de H a r i s h  Chandr,a~ V , de Coo ( G / H )  

est  H - t emp~r~  si  et seu lemen t  s i  p o u r  tou t  ~ E ~ et k ~ e (~ ' ,V }  

on a Re k {X) ~ 0 p o u r  tou t  X E a ~  { ~ 3 )  R a p p e l o n s  que V est  

con tenu  clans L 2 ( G / H )  des que les  i n ~ g a l i t ~ s  c i - d e s s u s  sont  s t r i c t e s  

pour` tou t  X non cent r ,a l  dans  la c l o tu r ' e  de a ~  (~ )  (c f .  [ v . d . B .  ] , 

th.  9.4-). L e  th6or 'eme s u i v a n t  a ~t6 ~ga lemen t  annonc& par` Osh ima .  

T h ~ o r e m e  2 : 

S o i t  V un s o u s - m o d u l e  de H a r i s h  C h a n d r a  H - temp~r '~ de 

C °O ( G / H )  . A l o r , s  i l  e x | s t e  un sous -g r ,oupe  p a r a b o l i q u e  de G con tenan t  

P ~  {e)  p o u r  un e E ~ , de la f o rme  Pe (P) = Me  A ~  N® (P) , une 

s~r, ie d i s c r e t e ~  6 , pour` M e / M® 19 H { i . e .  un s o u s - m o d u l e  de 

Har , i sh  Chandr ,a  i r , r ,~ductTble de Coo (M e // M e n H) con tenu  danS 

E i a~  et un mor ,ph isme non nu l  de {g~K) - L 2 (M e / Me N H) } , v 0 , 
s) 

modu les  de V Clans Ind 6 ® e 0 ® |N® {~)  
Pe (~ - ) t  G 

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

S o i t  P E ~ et ~ = { O , | , . . . ~ 0 L e }  I t ensemb le  des r a c i n e s  s i m p l e s  de 

~ . S o i e n t  ~ } 1 , . . . , ~  e E a_'~; d ~ f i n i e s  par` ( c t i , ~  l) = 6 i j  et ~ j (c )  = 0 

o~.1 {. ~o) est  la for 'me dua le  de B la(Z ~ x a~D et c_ es t  I l i n t e r s e c t i o n  
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du c e n t r , e  de  g a v e c  a ~  On se f i x e  a l o r s  ~ E ~ et  X 0 E e ( P , V )  

t e l  q u e  IWensemble  d e s  ~i o r t h o g o n a u x  ~ IRe X 0 s o i t  de  c a r , d i n a l  

m a x i m a l .  On  n o t e  a l o r , s  ® IWensemble  d e s  &i  E ~,~ t e l s  q u e  

On v a  vo i r ,  q u e  "0 e s t  un  [Re  X 0 ~ ~ i  ) ~ 0 On n o t e  v0 = k01e_® 0 

~ l ~ m e n t  de  e~ ( £ ~ ® ~ V )  S o i t  v E e ( P , ® ~ V )  a v e c  "~ <_ v 
~ , ®  o 

On v a  v o i r '  q u l a l o r s  v = v Pour c e l a  on c h o i s i t  X E e ( £ ~ V )  t e l  
0 

= "J [ c f .  2 . 4 ) .  L - l h y p o t h e s e  v --< "~ se  t r a d u i t  p a r  q u e  X I a® £ , 8  o 

8 

X - X° = i = 1 C  x.i c~.l a v e c  x.i E - N  s i  ct i ~/ ® L ' h y p o t h e s e  que  

V e s t  t e m p ~ r ' ~ e  i m p l i q u e  q u e  p o u t  t o u t  i , (Re  X , ~  i) >_ 0 

C a l c u l o n s  a l o r ' s  ( R e  X , ~ i )  pour`  ~ i  ~' ® . On a (Re  X 0 , 6 i )  = 0 

D I o 5  

(Re  X,~  i )  = (Re  (X - A 0 ) , ~  i )  = x i E - i N  . 

On en d@dui t  (Re  X , ~  i )  = 0 s i  ~ i  ~ ® 

= R e  ( v  - V ) = R e  (X - X ) Or" v - v ° 0 0 la® D W o ~  

o ~i ~® 
(Re  {X - X0) , ~ i  ) c~ i , 

e t  ~ = ~ d t a p r , ~ s  ce  qu i  p r , ~ c ~ d e .  C e  quJ a c h ~ v e  de p r o u v e r ,  q u e  
0 

v ° E e ¢ ( P , @ , V )  . A l o r s  on  p e u t  c o n s t r u i r e  un m o r p h i s m e  non  nu l  i v 
0 

V / n @  [ £ )  V d a n s  C °° [M® / M® rq H) ® C v + ( c f .  3 . 2 )  
o PP,® 

I1 r , e s t e  & v o i r  q u e  l t i m a g e  de  i e s t  d a n s  1 2  e t  "0 i m a g i n a i r e  
"0 0 

o 

p u t .  D t a b o r d ~  c o m m e  V ®st t e m p 6 r ~ e ~  on  a R e  k n u | l e  s u r  c . 
0 

8 
A l o r s  Re  X = C Yi ° ' i  e t  R e  v = C Yi Q'i 

o i =  1 o ~i ¢ e I N  

de  
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O r  -JY' = {Re  )~ , _i3 i )  e s t  n u l  s i  c~,l E ® D o n c  v e s t  i m a g i n a i r e  
0 0 

p u r .  R e p r e n o n s  m a i n t e n a n t  l e s  n o t a t i o n s  du  l e m m e  3.  S o i t  

® 
k ~ e (Pt I , i v {V ) )  II n o u s  f a u t  m o n t r e r  q u e ,  p o u r  t o u t  X E a_ v ~ r i -  

0 

f i a n t  c~ (X )  <_. 0 p o u r  t o u t  o. E £ I  I e t  X n o n  c e n t r a l  c lans m e 

o n  a R e  k (X )  <_ 0 . P o u r  c e l a  o n  r e m a r q u e  q u e  dWapres  le  l e m m e  3 ,  

k + v ~_ e ( P I , V )  e t  c o m m e  V e s t  t e m p ~ r ~  IRe(h  + v0) = O O 

0 Ic 

N o t o n s  2~:,t = { a l  1 , . . . , c o l e }  , @t = Zpw N p t l  e t c . . .  II n o u s  r e s t e  

p r o u v e r  q u e  p o u r  131 i E ® l  o n  a { R e  X ,  ~T i )  >" O . C o m m e  V e s t  

H - t e m p ~ r ~  e t  h + v E e ( £ t ~ V )  on  a,  p o u r  t o u t  i , 
0 

(IRe (k + v ) ,131 i ) _  >_ O . P a r  a i l l e u r s  o n  a v u  q u e  R e  v = 0 D to0~  
0 0 

p o u r  t o u t  i , ( R e  X ,  ~3t i )  = ( IRe(A + VO) , 131 i )  > O E n  o u t r e ,  s i  

~31 i ¢ ® !  , o n  a [ R e  k ,~3~ i )  = O c a r  l e s  ~31 i ~./®! s o n t  o r t h o g o n a u x  

{a~)) " ) ( ' _  . S i  o n  a v a i t  [ R e  k ,13~ i )  = 0 p o u r  un  ~i E ~ , c e l a  

c o n t r e d i r a i t  l a  p r o p r i ~ t ~  de  ~. ( c a r  C a r d  ®~ = C a r d  @ ). D~o~ 
0 

{Re  ~ , f3~ i )  >~ O p o u r  t o u t  13~ i ~ ®~ D o n c  i x (V )  e s t  d a n s  L 2 { G / H )  . 
0 

A l o r s  o n  p r e n d  p o u r  6 un  f a c t e u r  d i r e c t  d e  i [ V )  (qu i  e s t  u n i t a r i s a -  
A 

0 

b l e )  e t  o n  a p p l i q u e  l a  r ~ c i p r o c i t ~  d e  F ' r o b e n i u s  p o u r  a c h e v e r  la  d ~ m o n s -  

t r a t i o n  du  t h ~ o r e m e  2. 

4 . 3  

T h ~ o r ~ m e  3 : S o i t  V un  s o u s - m o d u l e  d e  H a r i s h  C h a n d r a  de  Coo ( G / H )  . 

A l o r s  i l  e x i s t e  un  s o u s - g r o u p e  parabolique de G contenant P c  (P) 

p o u r  un  • E ;2 ~ d e  l a f o r m e  P® (P)  = M® A ®  N ®  ( ~ )  , t un  

s o u s - m o d u l e  M G N H - t e m p ~ r ~  d e  C °o (M® / M ®  N H}  ~ V O E ( a ® )  C 

t e l  q u e  R e  < v ,c~ ~ < O p o u r  t o u t  c~ r a c i n e  d e  a ~  da r t s  n ~  [IP) 
0 

e t  un  m o r p h i s m e  n o n  n u l  cle ( g ~ K )  - m o d u l e s  d e  V da r t s  

l nd  (T ® e v ® 1 
Pe [~)T G % {rJ)) 
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S o i t  £ E ;~ 
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N o t o n s  C = { k  E a~; I (kl0~) < 0 , V cc E P} 

P o u r  X E a ~  , on note  i p  sa p r o j e c t i o n  sue le c6ne c o n v e x e  ferm@ 

C . S u p p o s o n s  que lyon a i t  i _< A v . On va  v o i r  q u l a l o r s  

I Ikp l l ->  IIkIpII avec  69al i t@ seu lemen t  si Xp = )tvp En e f fe t ,  d l a p r ~ s  

les  p r ' o p r i 6 t 6 s  de la p r o j e c t i o n  su r  un c o n v e x e  f e r m 6 ,  on a 

k - Xp E C 0 = {k  ( # ~  IV  I.~ ( C , ( h i l t )  <_ 0}  C l a i r e m e n t  C ° s t i d e n  - 

t i f i e  au cSne des c o m b i n a i s o n s  l i n@ai res  & c o e f f i c i e n t s  p o s i t i f s  dm61@ments 

de £ En o u t r e ,  k - kp et k~, sont  o r t h o g o n a u x .  A l o e s  : 

llXell 2 = llXll 2 -Ilk -x£112 

P a r  a i l l e u r s ,  les  p rop r i@t6s  de la p r o j e c t i o n  su r  C i m p l i q u e n t  : 

I lk - ~11  < - I l k  - x '£1 /  , 

p u i s q u e  kvp E C . DVo~ = 

/ lXp l l  2 - >  I /k l l  2 - I lk - k'£112 (~)  

Or  : 

Ilill 2 - ll~ - xt~It 2 = llA~pll 2 + 2 (i - Xwp I X'p) , 

Par aiffeurs on a : 

(X' - X'P I ~-'p} = 0 i.e. (k' I k'p} = (k' e I Xtp) 

O'o~ : 

llxll 2 - IIA - x'ell 2 = Ilk'ell 2 + z (x - x, I .~,£) 

Mais  k ~. k w et Xtp E C i m p l i q u e n t  que : 

(x - ~., t y t, e)_> o 

Donc• 

llxll 2 -Ilk - x'£I12 - > llx'ell z 
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Ceci, ~o in t  ~ {$('), d o n n e  : 

!IXpll 2 _> llX,pll 2 

Lorsque ll;kpll = llX'pll on voit que lWon a n~cessairement 

IJ ~- - ;klpII = II • - ;kpII , d l o ~  ~.p = ;LIp C e c i  a c h ~ v e  de p r o u v e r  n o t r e  

a s s e r t i o n .  C e c i  m o n t r e  que  la  f o n c t i o n  s u r  e ~3 ,V)  d@f in ie  p a r  

X ~ {iRe XpII a t t e i n t  son  m a x i m u m  en un p o i n t  de I l e n s e m b l e  f i n [  e e { P , V ) .  

On c h o i s i t  a l o r s  ~ E ~ et  ~0 E e { ~ , V )  te l  que  l lRe  ~°~I / s o i t  

m a x i m u m  {on m a x i m i s e  p a r m i  t o u s l e s  ~ et  ~. p o s s i b l e s ) .  

On n o t e  ® I l e n s e m b l e  des  r a c i n e s  s i m p l e s  de P r e l i e s  que 

{Re ~0 t c~) = 0 On n o t e r a  v0 = %01a_® = ;~0 A i o r s  on a b i e n  

{Re v 0 I 0c) < 0 p o u r  t ou t  cL r a c i n e  de a_® d a n s  n 0 (P)  On va  

v o i r  @galement  que  V 0 es t  un ~ l ~ m e n t  de e~ ( ~ , ® , V )  P o u r  ce ia~ 

<_ v 0 . A l o r s  on a s o i t  ~ E e { P , V )  te l  que  / ~ 1 ~  P,® 

<_ Re  v 0 . A l o r s ,  c o m m e  on a Re  ;k°~ E a$~ , on a 

{Re X - Re  ;k0£ I R  e ; k0 )  = (Re ; k la  ® - Re  ;k°£ I R e  ;k_°~j) 

- -  = Z ;  mc~ CC Par ailleurs on a Xla_® ;k0 0~ E ~¢a - ®  la--® 

v 

A l o r s ,  c o m m e  Re  ;k0£ = ~)0 E aZ~ ) N C" , on  a f i n a l e m e n t  

a v e c  m E - IN . 
cc 

{Re ;~ - Re ~,°p I Re x°p) = Z~ rn ( ~ I , ~  ° )  _> o 
c~ E ~ p - ®  ct 

et  It@galit@ n , e s t  v a l a b l e  que si  l es  m son t  t o u s  n u l s  i . e .  
c~ 

k l a ®  = ;k0£ = ~)0 D e  fa~jon a n a l o g u e  ~ ce  qu i  pr@cBde on v o l t  que  

(-;~ ~,~') i m p l i q u e  II~Oll >_ I1~0£1/ a v e c  in@gali t@ s t r i c t e  s a u f  s i  {~',- -;e) es t  

une  @galit@. DVapr@s l l h y p o t h e s e  s u r  k 0 ~ on v o l t  que  c e c i  imp l~que  

= ;k0£ = "~ que  (-;$ ~$) es t  une  ~ga l i t@ et  done  /~ I_a® 0 
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A u  b o u t  du  c o m p t e  o n  v i e n t  d e  p r o u v e r  q u e  v 0 E e e [ P ) 0 , V )  . O n  

c o n s t r u i t  a l o r s  ( c f .  3 . 2 )  un  m o r p h i s m e  n o n  n u l  d e  m o d u l e s  d e  H a r i s h  

C h a n d r a  p o u r  M® A@ , i , d e  V/n_® ( ~ )  V d a n s  
0 

C °° (M@ I M 8  rl H)  ® C v A l o r s ,  g r a c e  & l a  r ~ c i p r o c i t ~  d e  F r o b e n i u s ,  
0 

i l  s u f f i t ,  p o u r  a c h e v e r  la  d 6 m o n s t r a t i o n  du  t h ~ o r e m e  3,  de  p r o u v e r  q u e  

i v (V )  e s t  M® [/ H - t e m p ~ r r ; .  O n  e m p l o i e  l e s  n o t a t i o n s  du  l e m m e  3.  
0 

S o i t  FL ( e I011 , i v {V ) )  . A l o r s  o n  a ,  d l a p r e s  c e  l e m m e ,  
0 

X = ~J + "~ ( e ( p l , V )  . O r  (Re  v I c~) = 0 s i  a E p t  c a r  
0 0 | 

R e  v E ";~ ® t  . ~ 0 , _a® e t  0c E (a__, -;~ D t a u t r e  p a r t ,  s i  cc E p i  e t  COla ® 
0 

o n  a o, E £ p a r  d ~ f i n i t i o n  a e  p i  e t  on  a a l o r s  ( R e  v ~cc) < 0 
0 

D I o ~ j  ( R e  v ) p I  = R e  v . A l o r s  I t ~ g a l i t ~  (Re  k - R e  v I R e  v ) = 0 
0 0 0 0 

i m p l i q u e  q u e  I IRe  X£111-> I IRe v II a v e c  @gali t@ s i  e t  s e u l e m e n t  s i  
0 

XpI  = R e  v Par"  d ~ f i n i t i o n  d e  v o n  d o i t  a v o i r  @ga l i t& ,  d o n c  
0 0 

~'£1 = R e  v A l o r s  d e s  p r o p r i ~ t ~ s  d e  la  p r o j e c t i o n  i I  r ~ s u l t e  q u e  
0 

p = X - %pi e s t  d e  la  f o r m e  Z; x Cc a v e c  x >_ 0 p o u r  t o u t  C~. 
0c E ~  ~ c~ c~ 

M a i s  # e s t  nu l  s u r  a 0 C e l a  i m p l i q u e  q u e  x = 0 d e s  q u e  

cc E £ l  e t  CCla--®l ~ 0 . D IoQ IJ = %;, x cc e t  I r on  a b i e n  
cc ( P ' !  cc 

(X )  _< 0 p o u r  t o u t  X v 6 r i f i a n t  c~ ( X )  ~ 0 p o u r  t o u t  a ~ P~ 
1 

C e c i  m o n t r e  q u e  i v (V )  e s t  t e m p ~ r ~  e t  a c h e v e  d e  p r o u v e r  le  t h ~ o r e m e .  
0 

4 . /4  E n  c o m b i n a n t  l e s  t h @ o r e m e s  2 e t  3 e t  u t i l i s a n t  l l i n d u c t i o n  p a r  

@tage o n  a : 

C o r o I l a i r e  du  t h ~ o r & m e  3 : 

S o i t  V un  s o u s - m o d u l e  d e  H a r i s h  C h a n d r a  d e  C °o {G/H) A l o r s  

i I  e x i s t e  un  s o u s - g r o u p e  p a r a b o l i q u e  d e  G c o n t e n a n t  P ~  (P)  p o u r  
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un £ E 3 , de la forme P® (P) = M® A 0 N~) (P} , une s~r ie  

d i sc re te ,  5 , pour M®/M® [q H , un 616ment "~ de {a@)~C dont 

la pa r t i e  r ~ e l l e  est dans la c lo tu re  de la chambre de Weyl n~gat ive 

a~ (£) e t u n  morphisme non nul de (_9, K) - modules de V clans 

Ind {6 ® eV ® 1N® (£)) 
P® {e)t G 
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A p p e n d i c e  

p a r  E r i k  van  den  B A N  et P a t r i c k  D E L O R M E .  

Cet  a p p e n d i c e  es t  d i v i s ~  en deux  p a r t i e s .  L a  p r e m i e r e  p a r t i e  ~ t a b l i t  un 

r@su l ta t  d i e × t e n s i o n s  de f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  de a ~ p u t i l i s ~  d a n s  

IWar t i c le .  Ce r & s u l t a t  c o n t i e n t  en p a r t i c u l i e r  le t h ~ o r ~ m e  de r e s t r i c t i o n  de  

C h e v a l l e y p o u r  les f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s .  N o t r e  d ~ m o n s t r a t i o n  o r i g i n a l e  

r e p o s a i t  s u r  des  r ~ s u l t a t s  de K o s t a n t  R a l l i s  a n a l y s a n t  la s t r u c t u r e  de 

S { p ) K  - m o d u l e  de S (p) a i n s i  que le th~or@me de r e s t r i c t i o n  de C h e v a l l e y  

p o u r  les  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s .  Au  l i eu  de c e l a  nous  u t i l i s o n s  le r ~ s u l t a t  

de la d e u x i ~ m e  p a r t i e  { l emme  B.  1). Nous  r e m e r c i o n s  T .  O s h i m a  p o u r  nous  

a v o i r  f o u r n i  une d ~ m o n s t r a t i o n  d l u n  r & s u l t a t  de m~me n a t u r e .  Sa  d ~ m o n s -  

t r a t i o n ,  qu i  u t i l i s e  une p r o p r i ~ t ~  c l a s s i q u e  d e s  p o l y n o m e s  de T c h e b i s h e f ,  

p o u r r a i t  @tre a d a p t ~ e  p o u r  o b t e n i r  ce  l e m m e .  

Ce  r ~ s u l t a t  a p p a r a r t  comme une c o n s & q u e n c e  i m m e d i a t e  d lun  

r ~ s u l t a t  de J.  K o r e v a a r  et  J .  W i e g e r i n k  (c f .  E K . W . ] ~  ma in  l e m m a ) . N o u s  

le r ~ u t i l i s e r o n s  u l t ~ r i e u r e m e n t .  

A .  1. L e s  n o t a t i o n s  son t  c e l l e s  de 1. ! et  1 . 2  . On no te  a un s o u s - e s p a c e  

ab@lien m a x i m a l  de p ~ M { r e s p .  M I) le c e n t r a l i s a t e u r  ( r e s p .  n o r m a -  

l i s a t e u r )  de a dar ts  K , W = Mt//M le  g r o u p e  de Wey l  c o r r e s p o n d a n t .  

S o i t  ~ une r e p r e s e n t a t i o n  u n i t a i r e  de K d a n s  un e s p a c e  de d i m e n s i o n  

f i n i e  E . 

P r o p o s i t i o n  A .  1 S o i t  ~ : S [ p ) - - )  E une f o n c t i o n  ~j - s p h ~ r i q u e  

{ i c i  K a g i t  s u r  S [p) p a r  r e p r e s e n t a t i o n  a d J o i n t e ) .  S o i t  • : a "* E une 

f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  s u r  E On s u p p o s e  que : 

V D E S (a_.) , ( L  D ~ )  (0) = ~; (D) 
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A l o r s  i l  e x i s t e  u n e  u n i q u e  f o n c t i o n  • - s p h ~ r i q u e  "~ : p --) E t e l l e  q u e  

~ l a  = • D e  p l u s ,  ~ e s t  a n a l y t i q u e  e t  p o u r  t o u t  D ~ S (p]_ o n  a 

( L  D ~} .  (0)  = ~ (D)  ( I c i  p e s t  r e g a r d ~  c o m m e  un  g r o u p e  c o m m u t a t i f  e t  

L d 6 s i g n e  la  d i f f ~ r e n t i e l l e  d e  sa  r e p r e s e n t a t i o n  r ~ g u l i e r e  g a u c h e } ,  

P r e m i e r e  p a t t i e  d e  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  : 

L 1 u n i c i t @  de  , s i  e l l e  e x i s t e ,  r @ s u l t e  du  f a i r  q u e  p = A d  K c l  a , 

o~J c l  a_- e s t  l a  f e r m e t u r e  d l u n e  c h a m b r e  d e  W e y l  a -  du  s y s t B m e  d e  

r a c i n e s  /k (g , a )  d e  a d a n s  g__ 

A . 2 ,  O n  r a p p e l l e  q u e  c e s t  le  c e n t r e  de  g . O n  r e m a r q u e  q u e  

c [q p c a , P o u r  p o u r s u i v r e  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  de  la  p r o p o s i t i o n  A ,  1 n o u s  

a u r o n s  b e s o i n  du l e m m e  s u i v a n t  : 

L e m m e  A .  1 : 

S o i t  X E c f7 p t e l  q u i l l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  p - s p h @ r i q u e  
0 - -  - -  

l i n @ a i r e  ~ X  : S (p ) - - )  E t e l l e  q u e  : 
0 

V D E S (a)  t~X (D} = ( L  D ~) [ X  ) 
~ 0 

0 

A l o r s  i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e ,  A v a l e u r s  c lans  E 
, - x  , 

0 

d ~ f i n i e  s u r  un  v o i s i n a g e  V X d e  X 0  c lans _P , q u i  p r o l o n g e  ( ~ I V x  tq a 
0 

0 

e t  v ~ r i f i a n t  ( L D  ~ X  ) [ X 0 )  = ~ X  (D)  p o u r  t o u t  D d a r t s  S (_p} 
0 0 

En  o u t r e j  s i  l a  s ~ r i e  d e  T a y l o r  d e  • e n  X c o n v e r g e  sup  l a  b o u l e  
0 

B ( X  ~ 6} pour"  u n  6 >" 0 l a  s ~ r i e  d e  T a y l o r  de  x~ r  en  X c o n v e r g e  
a 0 ' . .  0 

0 

sup  l a  b o u l e  B_p (N O , c /13)  o~J E3 e s t  u n e  c o n s t a n t e  { d ~ p e n d a n t  s e u l e m e n t  

de  n = d i m  p ), E n f i n  ~ X  e s t  p - s p h 6 r i q u e  s u r  B ( X  0 , ¢ / /B)  
- p 

0 
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N o t a t i o n .  S i  F e s t  un e s p a c e  n o r m S ,  n o u s  a v o n s  e m p l o y 6  la  n o t a t i o n ,  

p o u r  x E F e t  ¢ ~ 0 , 13 F ( x ,  ¢) = ~.y E F- I II x - Yll < 6}  • 

D 6 m o n s t r a t i o n  : 

On se  f i x e  une  b a s e  o r t h o n o r m ~ e  H I ~ . . .  ~ H n de  p . A l o r s ~  p o u r  

u~ E S n-1  { s p h e r e  u n i t 6  de  R n ) e t  UJ. H = w 1 H 1 + . . . +  u0 n H n E a 

on a : 

( X  + t ( w .  H) )  = Z; 1 
0 .] _> 0 j ! ~ X 0 ( l u "  H) j )  t j 

la  s o m m e  6 t a n t  a b s o l u m e n t  c o n v e r g e n t e  p o u r  t E ] - C ,  c[  S o i t  

13 E ] 0 ,  6 [  . A l o r s ,  g r a c e  a u x  i n 6 g a l i t 6 s  de  C a u c h y ,  i l  e x i s t e  une  c o n s t a n t e  

c > 0 t e l l e  q u e  : 

(1) Y w E S n-1  1 ) ]  , w .  H E a ~ I /~X ( ( w . H ) J ) ] I  <-- c ( ~ -  .] ! ( j  E N) 
0 

A l o r s ,  s i  ~J e s t  un  ~16ment  q u e l c o n q u e  de  S n-1  ~ i l  e x i s t e  un k ~ K 

t e l  q u e  (Acl k)  ( w .  H) E a . De  p l u s ,  Acl k @tant une  t r a n s f o r m a t i o n  

o r t h o g o n a l e ,  on  a (Ad  k)  ( w .  H) = w' . H p o u r  un w w E S n -1  

C o m m e  ~X  e s t  bt - s p h 6 r i q u e ,  on  a ~X  (W.  H) j )  = h i ( k )  -1 ~X  ( ( ~ j t .  H) j )  . 
0 0 0 

G r a c e  au f a i t  q u e  # e s t  u n i t a i r - e  on v o l t  q u e  (1) i m p l i q u e  " 

%" u~ E S n -1  , ~ X  ( ( w .  H) J)" " _< c q - J  J ! , j E N 
0 

A l o r s ~  s i  B e s t  l a  c o n s t a n t e  du  l e m m e  B . I ~  on  en d ~ d u i t  : 

e 1 
V 6 E iN n , I I~X (H 1 

0 
. . .  Hnn ) l  I _< c (-~--) 16 J e ! 

• • • ow  ! OQ I ~ I  = e I + . . . +  e n , e ~ = ~1 v en 
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II en r@sulte que la s.@rie entiere : 

•n ~I ~1 n) t l  . . .  tn , (3} ~ ~ t~X (H 1 . . .  H n 
~ ¢ iN n e !  0 

c o n v e r g e  a b s o l u m e n t  p o u r  I%1 < -  13 ~ 1 <_ j <_ n P a r  c o n s e q u e n t ,  i l  
B 

e x i s t e  une f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  "2-r X : B ( X  0 , q / B )  ~ E a v e c  
P 

o - 

&tr X (X + t .  H} @gale & (3) p o u r  t a s s e z  p e t i t  clans r~ n . P u i s q u e  13 
0 0 

a @t@ c h o i s i  q u e l c o n q u e  dar ts  ] 0 ,  e[  ' ~ X  sV@tend en une f o n c t i o n  a n a l y -  
0 

t i q u e  s u r  B (X ° , g / B )  A y a n t  la mEme s@rie de T a y l o r  en X , 
P 0 

"#X01B a- (X ° , g / B )  d o i t  c o i h c i d e r  avec  ~lBa__( X0 ' g / B )  F i n a l e m e n t ,  

chaque  t e r m e  de la s@rie de T a y l o r  de ~ X  en X es t  t 4 -  sph@r ique  
0 

o 
( c a r  Ad  K f i x e  X )~ donc  x~ x e s t  1.1- s p h E r i q u e  et c e c i  ach£~ve de 

0 
0 

prouver le lemme A.I. 

A .  3. L e m m e  A .  2 : 

S o i t  C;~ I l e n s e m b l e  des @l@ments x de c fl p te l  quai l  e x i s t e  
0 - -  - -  

une application lin@aire #X : S (_p)-> E 
0 

a) ~X es t  t4 - sph@r ique  . 
0 

b) t~X (D) = ( L  o ~ )  [X  ) V D ~ S ( a . )  
0 ~ 

o 

A l o r s  ~'~ es t  @9al & £ r] _p 

v ~ r i f i a n t  

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

PaP h y p o t h e s e  C,~ c o n t i e n t  0 D l a p r e s  le  lemme A .  1, ~P es t  o u v e r t .  

E n  e f f e t ,  s o i t  X 0 E ;,~ et  s o i t  ¢ >" 0 , ~[.r X : B p  ( X  0 ~ e / B )  ~ E 
0 
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comme dar ts  le l emme A .  1 A l o r s ,  p o u r  Y E [ ]  (X 0 , ~ / B )  fl c 
• 0 P - -  

d ~ f i n i t ,  p o u r  D E S (p) , 

p t -  s p h ~ r i q u e  et que A d  K 

comme ~ X  c o [ h c i d e  avec  
0 

on 

t~y (D) = ( L  D "~X ) (Y0)  Comme ~ X  es t  
0 0 0 

c e n t r a l i s e  Y , (a) e s t  v @ r i f i 6 .  De p l u s ,  
0 

s u r  [ ] a  (-x0 ' c / [ ] )  , (b) es t  v r a i .  Donc  

B a (X0 , c / B )  f'l _c c ;,~ et  ~ es t  o u v e r t .  

M o n t r o n s  que ~ e s t  f e r m i .  P o u r  c e l a  il s u f f i t  d e  v o i r  q u e  I m i n t e r s e c t i o n  

de ~ avec  la f e r m e t u r e  c l  B (0, R} , de B ( 0 , R )  , es t  ferm@e p o u r  
g a_ 

t ou t  R >~ 0 P u i s q u e  ~ es t  a n a l y t i q u e  clans un v o i s i n a g e  de I l e n s e m b l e  

c o m p a c t  c l  (B  {O,R))  , il e x i s t e  u n  ¢ ~ 0 t e l  q u e  p o u r  t o u t  
a 

X E c l  (B ( 0 , R ) )  , la s ~ r i e  de T a y l o r  de 4i- en X c o n v e r g e  s u r  a 

B ( X , c )  . S o i t  Y a d h e r e n t  g ~ N  c l  B ( O , R )  O n  p e u t  t r o u v e r  a a 

X E ~2~lq c l  (B (0, R))  te l  que II X - Y l l  < e / B  . Ma i s  d , a p r e s  la  p r e m i e r e  a 

p a t t i e  de la d ~ m o n s t r a t i o n  [ ]  {X , e / B )  19 c es t  c o n t e n u  clans 
a 
I 

F i n a l e m e n t ,  ~ es t  f e r m ~  clans c De p l u s ,  i l  es t  o u v e r t  et  non v i d e  

d l a p r e s  la p r e m i e r e  p a r t i e  de la d ~ m o n s t r a t i o n ,  donc  ~ga l  A c [7 p 

A . 4  L e m m e  A .  3 : 

II e x i s t e  une f o n c t i o n  t ~ -  sph@r ique  ~.2": p ~ E qui  p r o l o n g e  

C e t t e  f o n c t i o n  c o i h c i d e  avec  ~ X  (c f .  l emme A .  1) au v o i s i n a g e  de tou t  
0 

X E c ;q p . E l l e  e s t  dor ic  a n a l y t i q u e  au v o i s i n a g e  de tou t  p o i n t  X de 
0 - - 0 

£ n p  

D 6 m o n s t r a t i o n  : 

D , a p r e s  le  lemme A .  1 i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  • a n a l y t i q u e  d@finie s u r  
0 

un v o i s i n a g e  Ad  K - i n v a r i a n t  de 0 , U ,  # - sph@r ique  et t e l l e  que 

~0Lal f7 U = @kal rq u S o i t  Y ( p . A l o r s  i l  e x i s t e  k ( K , X ( a  P 
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te l  que  Y = ( A d  k}  X S i  k '  C K , X '  E a v @ r i f i e n t  Y = (Ad  k ' )  X '  , 

on  a p (k}  ~ (X)  = p (k I) ~ (X  I) P o u r  le v o i r  on c o n s i d e r e  la f o n c t i o n  

a n a l y t i q u e  f : ~R ~ E d@f in i e  p a r  f (t} = p (k}  '# (t X )  - # (k I} r~ (t X I) 

S i  t e s t  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  on  a t X ~ t X t E U et  

f ( t)  = ~ (t ( A d  k)  X)  - ~ (t ( A d  k I} X I} = 0 . P a r  p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e  
0 0 

on  en d@dui t  q u e  f e s t  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e .  On  p e u t  d o n c  d @ f i n i r  une  

f o n c t i o n  ~v : p -4, E p a r  ~ ( l A d  k) X )  = # [k )  ~ [X )  p o u r  k E K e t  

X E a . C e t t e  f o n c t i o n  e s t  c l a i r e m e n t  p -  s p h @ r i q u e  e t  c o i h c i d e  a v e c  

"~ s u r  a C e l a  i m p l i q u e  i m m ~ a i a t e m e n t  q u e ~ p o u r  t o u t  X ~ c 

"~ c o l h c i d e  a v e c  ~r X s u r  un v o i s i n a g e  A d  K i n v a r i a n t  de  X d a n s  p .  
0 

0 
C e c i  ach£~ve de  p r o u v e r  le  l e m m e .  

A .  5. F i n  d e  la  d @ m o n s t r a t i o n  de  la p r o p o s i t i o n  A .  1. 

O n  p r o c @ d e  p a r  r @ c u r r e n c e  s u r  la  d i m e n s i o n  de  G . S i  G e s t  de  

d i m e n s i o n  1~ G e s t  c o m m u t a t i f  e t  c 13 p = a D o n c  9 e s t  a n a l y t i q u e  

g r a c e  au l e m m e  A .  3. D o n c  la p r o p o s i t i o n  A .  1 e s t  v r a i e  I o r s q u e  d i m  G : 1. 

O n  la  s u p p o s e  d@montr@e p o u r  t o u s  l e s  g r o u p e s  d e  d i m e n s i o n  s t r i c t e m e n t  

p l u s  p e t i t e  q u e  c e l l e  de  G . I1 r e s t e  & p r o u v e r  q u e  ~" e s t  a n a l y t i q u e  en 

t o u t  p o i n t  d e  p C o m m e  ~ e s t  p -  s p h @ r i q u e ,  i l  s u f f i t  d e  le v o i r  en 

t o u t  X de  a S i  X E c c e l a  r @ s u l t e  du  l e m m e  A . 3 .  S i  X ~ / c  , 
0 -- 0 -- 0 

le centralisateur G x ( r e s p .  ~ X  } d e  X d a r t s  G ( r e s p .  g} e s t  d e  
o - 

0 o 

d i m e n s i o n  s t r i c t e m e n t  i n f @ r i e u r e  & c e l l e  de  G . A l o r s  on  a p p l i q u e  I t h y p o  - 

t h e s e  de  r @ c u r r e n c e  & G X , qu i  e s t  c l a i r e m e n t  c lans la  c l a s s e  d t H a r i s h  
0 

C h a n d r a ~  p o u r  v o i r  q u e  "~1 = W [ P N  e s t  a n a l y t i q u e  s u r  -Px  = p  I-I f iX  . S o i t  
o 0 

0 
s un s u p p l @ m e n t a i r e  cle k X =_k  N --gX Clans k . A l o r s  l l a p p l i c a t i o n  f 

0 0 

de  s_ x P X  c lans p d@f in ie  p a r  : 
0 

"~ X E s ~ V Y E P X  ' f ( X , Y )  = ( A d  ( e x p  X ) ) Y  , e s t  un d i f f ~ o m o r -  
0 

p h i s m e  a n a l y t i q u e  l o c a l  au v o i s i n a g e  de  ( 0 , X  } . P o u r  le v o i r ~  i l  s u f f i t  
0 
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de v 4 r i f i e r  que 19 = 19X 6~ [ s ,  X 0 ]  p u i s q u e  la d i f f 4 r e n t i e l l e  de f en 
0 

( O , X )  es t  donn4e  p a r  ( X , Y )  E s_ x - P x  -e ] X , X  ] + Y . O r  d l a p r e s  
0 0 0 ' 

[ W a r ] ,  p r o p .  1 . 3 . 5 . 4 ,  on a g = 9_X (~ [9_ ,  X0] En 4crivant 

o 

9 X  = k x  @ P X  ' g - =  k x  ® P-- ¢ s et  en u t i l i s a n t  [ k , _ p ]  C_p , 
0 0 0 0 

[_p ,p ]  c k_ , on a f a c i l e m e n t  1149al i t4  v o u l u e .  A l o r s ,  s o i l  V un v o i s i n a g e  

de X dans  p s u r  l eque l  f - I  es t  d 4 f i n i  et a n a l y t i q u e .  N o t o n s  
0 

J : V --> s ( r e s p .  h : V e PX ) la c o m p o s 4 e  de f -1  avec  la p r o j e c t i o n  
0 

de s_ × PX s u r  s_ ( r e s p .  -Px ) . A l o r s ,  p o u r  tou t  X clans V , on 
0 0 

a : 

(X) = '-~ l A d  (exp  ( j  (X) ) )  [ h ( X ) ) ]  

= p (exp  (J (X) ) )  ~ i  (h {X))  . 

D'oi ' ,  i l  r@su l te  que ql es t  a n a l y t i q u e  au v o i s i n a g e  de X . C e c i  ach@ve 
0 

de p r o u v e r  que '-~ e s t  a n a l y t i q u e  s u r  p L e  f a i t  que ,  p o u r  D E S (_p) , 

( I -  D ~ )  {0} = ~ (D) e s t  une c o n s 4 q u e n c e  du lemme A .  1 et  du f a i t  que ~r 

c o | h c i d e  avec  • au v o i s i n a g e  de 0 [ l e m m e  A .  3}.  C e c i  ach&ve de p r o u v e r  
0 

la p r o p o s i t i o n  A .  1. 

E3, 

S o i t  D I , . . . , D  n la  base  s t a n d a r d  de lk n . S i  W E ~n on p o s e  

w . D = w 1 D I + . . . +  w n D n On u t i l i s e r a  les  n o t a t i o n s  u s u e l l e s  p o u r  les  

m u l t i i n d i c e s .  
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L e m m e  B. ! .  

S o i t  ~ un o u v e r , t  non  v i d e  de  la  s p h e r e  u n i t 4  S n -1  c lans R n 

A l o r , s  i l  e x i s t e  une  c o n s t a n t e  B > 0 t e l l e  q u e  

( i )  S i  ~ e s t  une  a p p l i c a t i o n  l i n 4 a f r , e  de l ' a l g e b r e  s y m 4 t r i q u e  ( c o m p l e x e )  

S (R n) de  R n da r t s  un e s p a c e  n o r m 4  de  d i m e n s i o n  f i n i e  E , a l o r , s  : 

1 e 1 e 
('~e) ~ I1~ (D 1 . . -  Dn n) l l  <- sup  I1~ ( (w  • D)  le [)11 B I g  i 

( i i )  S i  p ( t )  = 2 al~ t 8 e s t  un p o l y n o m e  h o m o g e n e  de  

e ~ Nn, l ~ l = m  

deg r ,4  m & n v a r , i a b l e s  & v a l e u r , s  d a n s  E , 

, , le l  e'--~ I lag l l  --< sup  IP ( t ) l  B 
t ~ n t e l ;  

D 4 m o n s t r a t i o n  : 

I I  s u f f i t  de  p r 'ouver "  ( i ) .  G r ,~ce  & [ K . W . ] ,  l e m m e  p r i n c i p a l ,  on  p e u t  

t r ,ouver ,  d e s  f o n c t i o n s  i n t 4 9 r a b l e s  98 ' g ~ Nn ' sur,  ~ , r e l i e s  q u e ,  

pour`  t o u t  6 6 iN n : 

8 1 
( ~ )  ! D 1 . . .  D n _  1 [~ g~ ( w ) ( ~ .  D) le l  d 

e., n l e l '  

I c i  d O e s t  l a  m e s u r e  e u c l i d i e n n e  suP S n -1  . De  p l u s  on a : 

v e 6,Nn , [f~ Is e (~)t do_< B lel 
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Comme ~ se r e s t r e i n t  & une a p p l i c a t i o n  l i n ~ a l r e  c o n t i n u e  de S (Rn}m 

clans E p o u r  tout  m E N , (-~-X-} i m p l i q u e  

e I 
1--- ~ (D 1 . . .  D n n )  = 
e !  

1 ~ g 8 (w) ~ ((W . D) t61) d(~ 
lel: "n 

D ' a p r e s  (-),~-}~,e) c e l a  i m p l i q u e  (-x-). 
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