INUECTION DE MODULES SPHERIQUES
POUR LES ESPACES SYMETRIQUES REDUCTIFS

DANS CERTAINES REPRESENTATIONS INDUITES

par Patrick DELORME (i)

{
Avec un appendice d'Erik van den BAN (i %) et Patrick DELORME,

0. INTRODUCTION,

Soit G un groupe réel réductif dans la classe de Harish Chandra

{cf. [H.C.]), o une involution de G et H un sous-groupe ouvert du
groupe GcI des points fixes de g , Scoit 8§ une involution de Cartan
de G commutant & o (cf, |[v.d.B], prop. 1.1) et soit K le groupe
des points fixes de § , Clest un sous-groupe compact maximal de G ,

o - stable, Soit g I'algébre de Lie de G . Dans cet article on appellera
g - module H -~ sphérique un sous (g,K) - module admissible de longueur
finie {en abrégé G - module de Harish Chandra) de C% (G/H) , ou, ce
qui revient au méme, d'aprés [v.d.B, D], la donnée d'un G - module de
Harish Chandra et dlun vecteur dans son dual algébrique,fixé par K N H
et llalgébre de Lie h de H .
Nous établissons pour les modules H - sphériques irréductibles

des résultats analogues aux premiéres étapes de la classification de
Langlands des G - modules simples, Pour cela, nous utilisons les pro-~
priétés asymptotiques des fonctions K - finies et Z (g) - finies de

c® (G/H) , établies dans [v.a.B] . Ici Z (g) est le centre de llalgébre

enveloppante de g

. Nous établissons (th. 1) un analogue du théoréme du
sous-module de Casselman, résultat annoncé il y a plusieurs années par
Oshima ({cf. [O. ], prop. 12). Puis nous montrons (Corollaire du théoréme 3)
que tout module H - sphérique peut 8tre réalisé comme sous-module d'une

induite Ind b ® e)\ ® IN d'un sous-groupe parabolique

MANTt G

P =MAN de G vérifiant les propriétés suivantes :
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L = MA est un sous-groupe de Levi de P, g et § stable, A est

le sous~groupe vectoriel du centre de L constitué des éléments g de

1 1

celui-ci vérifiant g6 (g) =g~ , olg) =g~ et N le radical unipotent

de P ; en outre, & est une sous-représentation irréductible de

L2 (M/M N H) (série discrete de [lespace symétrique M/M N H) et X
une forme linéaire sur a = Lie A tel que Re A soit dans la fermeture
de la chambre de Weyl négative déterminée par les racines de a dans
n = Lie N ., Au passage nous montrons gque les représentations H -
sphériques irréductibles tempérées peuvent &ire réalisées comme sous-
représentations dlune induite du type précédent avec A unitaire {(résultat
déja annoncé par Oshima), Ceci fait ['objet du théoréme 2,

Nos démonstrations doivent beaucoup a ltarticle de Hecht et Schmid ([H.S.])
ainsi qu'ad [article de Carmona ([Car]).

En outre nous utilisons un résultat diextension de fonctions analytiques de
A a G tout entier, Ce résultat est une conséquence de I|l'appendice qui

. . (*)
est un travail commun avec Erik van den Ban,

1. NOTATIONS,

1.1
Si V est un espace vectoriel, on notera V' son dual, Si V est

réel, on note VC son complexifié, S (V) IDalgébre symétrique de VE que

3

Ilon identifie aux fonctions polynomiales sur V lorsque V est de dimen-
sion finie,

Si S est un groupe de Lie réel, SO désignera sa composante neutre,
s son algébre de Lije, U (s) I'algébre enveloppante de la complexifiée
S, de s et Z {s) le centre de U (s} . On notera s - L_
(resp, s - Rs) la représentation réguliére gauche (resp, droite} de S
et X~ L, (resp. X~ Rx) fa représentation de U (s) obtenue par

différentiation.

(=] wvoir note apreés la bibliographie de ['article .
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N
Si S est un groupe compact, on notera S son dual unitaire, Si

N
6 €S et (u, E) est une représentation de S , on notera E{5 la
composante isotypique de type o et ES les invariants de E sous S .,
Enfin, si X est un espace muni dlune action de S on appellera fonc-

tion | - sphérique sur X toute fonction f sur X & valeurs dans E

teite que :

¥Tx€X ,¥VseS , fis.x)=pls)fix) .

On retient les notations de Ilintroduction, Soit p (resp, q) le
sous-espace propre pour la valeur propre - 1 de ltendomorphisme 0

{resp, 0) de g . On note ¢ le centre de g et 9, =[g,g] .

On fixe une forme bilinéaire B sur g , négative définie sur k et

positive définie sur p , qui colhcide avec la forme de Killing sur 9

et telle que g] et ¢ soient orthogonaux,

Soit ng un sous-espace abélien maximal de p naq . On note
gce =kNh®png i.e, 959 est ltensemble des points fixes de llin-
volution 08 de g ., On note Aoe (resp. &4 = A (g, % )) liensemble
des racines de §® dans 956 (resp. g). Pour o €A, le sous-espace radiciel
correspondant est noté ga . 1l est stable par ¢ et 0 et llon note
gi (resp. 90‘_) le sous-espace propre de l'endomorphisme 0§ de ga
pour la valeur propre + 1 (resp, -1) . Ona g € AO o si et seulement
si gcj_ # 0 et en général gi =g N gOL . Notez que A est le
= = 200 = g 0

systéme de racines de (gce , §¢) puisque §® est un sous-espace de

Cartan de g On se fixe une fois pour toutes un ensemble de racines

=gg °

positives A;e de Ace . On définit _aé la chambre de Weyl négative
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correspondante i, e, i;b = {H € %(q(H)<O,V a € A;e} .

On rappelle que l'application de K x {p N cl) x (pNh) dans G définie par
h,X,Y) » k exp X exp Y est un difféomorphisme sur G . En outre,
pour tout X € p N g , il existe Y dans cl Q;D (fermeture de 9{5 )
tel que X =Adk Y pour un k € K n H® Enfin, pour tout g € G ,
il existe un unique a € exp gé tel que g ¢ KaH® [(cf. [v.a.B.],

prop. 1.3 et cor, 1,4),

On note €_¢ le centralisateur de ag dans g . On a

L, =8 D ¢ ® a, de ol ¢ =, NkNgq etc...
—¢ —@,kq ‘@,Kh _(D —@,ph ! _¢:kq —Qj - =

Clest une algébre de L.ie réductive qui contient g@ dans son centre.

Montrons que m_ = ¢ S ¢ D ¢ est une sous-algébre de
9 —QS -Qﬁ:'kq _®’kh —¢’ ph
§_¢ . Le seul point non trivial est que :

4 [4 c . Mais on : 2 2 < = a4 .
Loy, car by, pnl Cmg « Maisona [2g g ly onl iy, a2
Or ¢ est réductive et a dans le centre de ¢ . Donc

¢ 2y ®

[£¢,£®]ﬂg¢={0} . Donc [ggé kq,2_¢ ph]=0 . Ce qui démon-

tre notre assertion,

On note & la famille des ensembles de racines positives de A

contenant A;e . Un tel ensembie sera dit compatible avec A;e .
Soit £ un élément de 3F , On notera alors n. ) = @& g* et
@ o € P

B¢ (P) = m¢ 3 é‘@ <] g¢ ). Soit P¢ () le sous-groupe parabolique de G
dlalgébre de Lie B@ (P) . On note ng le sous-groupe de G engendré
par le sous-groupe analytique de G dtalgébre de Lie m® et le centra-
lisateur dans K de ag - Alors on a Py (®) = M¢ A® N® () ou

A¢ et N¢ () sont les sous-groupes analytiques de G dlalgébres de

Lie ag et r_\@(P) . On notera gzé(P)={H€_a_®\a(H)<0,Va€P} .
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On a CI g;b = U ci é-g}j ®) . Enfin M¢ est laissé stable par o et §
£ F

et [lespace symétrique Nb/ M;D N H est dans la classe d'Harish Chandra.

On notera, pour P €3 , o = —;— £  (dim ga)o. ,

o €

+ 3%
Z (P = {i E_a_é.])\ =Ino; , ou n €N et a €P} , Iy I'ensem-
i
ble des racines simples de £ , Pour & C EP on notera ay = n Ker a ,
a €6
g® le centralisateur dans g de ag - On note Mg Ilorthogona!l dans
g® de ag pour la forme bilinéaire B restreinte a _€_® . Comme ag
et donc 8_® sont o et B stables, il est aisé de voir que B restreinte
a g® est non dégénérée, que mg est une sous-algébre de Lie de €_® ’
© g e _ CA
o et 0 stable qui vérifie e_® =m. D ay - On note a = My, n QQ s
n, () = & g 0 = p
-0 =2 PP, P
o € ¢ ’ q\ 7{ 0 y ) li@ )
a
paC
t .0 +
z (P,08) = {)xla | A €= {P)} . On notera Py (P) le sous-groupe
<9

parabolique dlalgébre de Lie Pg (P = Mg &) ay &) ng ) . On a alors
P® (®y = Nb A@ N® () , ou A® (resp. N® (f)) est le sous-groupe ana-
Iytique de G dlalgébre de Lie ag (resp. Ng () et Nb est le sous-
groupe de G engendré par M® et le sous—-groupe analytique de G

dtalgébre de L.ie m® . Alors M® est stable sous o et 6§ et llespace

symétrique M® /M@ N H est dans la classe d'Harish Chandra,
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2. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES FONCTIONS K - FINIES ET

Z (g) - FINIES SUR G/M .,

2.1 Nous allons maintenant rappeler, sous une forme appropriée,des
résultats de van den BAN ([v.d,B]),

Soit | un idéal de Z (g} de codimension finie, Alors il existe un
ensemble fini X (I) dans (_af%)c possédant la propriété suivante :

pour toute fonction F , K finie et c® sur G/H , annulée par | ,

il existe des fonctions sur K x ag notées {k,X) > P x,X,F) , ou

A, P
A déerit X () + 7 (P) , vérifiant :

(i) Pour k fixé, les fonctions X - Px o ik, X,F) sont polynomiales
2

R 0+ pp) (X)
VX Eag (P, Flkexp X) = ; Py p k, X, F)e )

rexu + <

sur a¢ . De plus,

En outre, la convergence est valable aussi lorsqu'on développe les polynomes

PK P (k,X,F) en monomes, en utilisant des coordonnées sur g¢ .
1

(ii}) Pour Kk fixé, les fonctions polynomiales X - P)\ P k,X,F) sont
?

entierement déterminées par (i). Il suffit méme que la convergence soit

valable sur un ouvert de g;a stable par dilatation.

(iii) LLa convergence de la série dans (i) est absolue et uniforme, y compris

aprés développement des P, en monomes, sur tout translaté de g_?ﬁ )

dont la fermeture est entiérement contenue dans gé ).
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{iv) Les fonctions X » P (., X,F) sont des fonctions polynomiales sur

A,
g® a image dans un sous-espace de dimension finie et K - fini de
A
c® (k) {(si F est de type u € K , P, p (.,X,F) est également de

3

type U ). En outre, pour F fixé, leur degré est borné indépendamment

de » € XU+t (@) .

(v} On peut dériver terme a terme par tout élément de U (QQ) et de
U (k) la série de (i), y compris apres développement en monome, les

modes de convergence de (i) et {iii) étant préservés,

Références :

Pour exhiber X (I} et les P>\,P satisfaisant (i), il suffit diutiliser
les théorémes 3,4 et 3,5 de [v.d.B,] et de développer en série de Taylor
& ltorigine les fonctions Fzs',m du théoréme 3.5 de cet article, Alors (i)
résulte du lemme A, 1.7 de [Ca.M,]. Enfin (iii), (iv) et (v} résultent des

points précédents, des théorémes 3,4 et 3.5 de [v.d.B. ], ainsi que des

propriétés élémentaires des séries entiéres,

2,2

Nous aurons besoin aussi des développements asymptotiques le long
des murs, On conserve les notations de 2.1, On se fixe P € 5 et 0O
un sous-ensemble de [lensemble des racines simples de On notera

+
X 1,8) (resp. = (©,8)) Itensemble des restrictions a ag des éléments
de X (I} (resp. £ {(P)) . Alors, pour tout F comme en 2,1, ilexiste
des fonctions (k,a,X) > Q o o (k,a,X,F] od p décrit
M, 8,8

X (1,8) + 27 (P,8) , définies sur K x A® X ag (ici A® = exp a
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vérifiant :

(i} Les fonctions Q sont polynomiales sur a pour k et a
M, P, 3 =6
fixés et analytiques en a € A® pour k et X fixés, En outre, pour

k et a fixés, on a:

VXégé(P)={H€g®lVa€P,a\g®7fO,CL(H)<0} )

L+ pp’®) (X}

Fkaexp X}= 2 @ k,a,X) e ,

o M,0,F

la convergence étant également valable aprés développement des polynomes

sur  ag , Qu ® (k,a,.,F) en monomes (en utilisant des coordonnées sur
2

g@).

(i) Les fonctions Op,@,ﬁ- sont entierement déterminées par (i). Il suffit
méme que la convergence (aprés développement en monomes) soit valable sur
un ouvert de §®_ () stable par dilatation, En outre, la convergence est
uniforme et absolue sur tout translaté de gé (i’) dont la fermeture est

contenue dans ag (F) .

1

(iii) Soit ©, Illensemble des racines de & s'annulant sur ag . Clest
un ensemble de racines positives du systéme des racines de §® dans Mg -

Soit 6"'1 un autre ensemble de racines positives de ce systéme iel que si

+ . e
aEAOe est nul sur agy on ait 0.66'] .

Soit Pt = P'] J{o €8P |qla # 0} . Alors P! est ensemble de racines
=0

H

positives compatible avec A;‘ i.e. Pr¢c & . On notera 8! les raci-

e 7

nes simples de P {qui sont simples aussi dans P! )} ., Alors 2y = 2yr»
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e 1 - .
éu = _® » Mg = Mgy , etc... Enoutre, a, (P =3 (P) . Enfin,

@1 ®

si X ¢ (g®)_ (Pll)={He§@[va eer a (H < 0} et Y e% (pe)
on a les relations :

> (>\+pp,1)(><)
Q (k,exp X,Y,F) = P o (k,X+Y,Fle

b, 0 A EXMW) +t (o), n, . =u MF
lay
ol Pe1 est la demi somme des racines de P'l comptées avec multipli-
1

cités, valable y compris aprés développement des P

/\,P| en monomes,

{iv) On peut dériver terme a terme la série donnant F (k a exp X) par

tout élément de U (k) et S (§_®) tout en préservant le mode de conver-

>

gence décrit en (i}, De méme on peut dériver terme a terme le dévelop-
pement de Qp p.g Koexp X, Y, F) de (iii) par tout élément de S (g®)
b b

tout en préservant le mode de convergence décrit en (iii),

Références :

Pour (i), cf. [v.a.B ], § 7 et 8, Le point (ii) résulte de [Ca.M.],

lemme A, 1,7, Pour {iii}), on utilise le développement relatif & 0"] de

F (k exp {(X+Y)) donné en 2,1, puis on procéde & un regroupement des

termes correspondant a des ) ayant méme restriction a On

g8 -
obtient alors un développement du type de celui décrit en (i) pour

F (k a exp X) valable pour loga dans (g®)_ (9'1) et X dans

ag (#') = gé () . Dlapres llunicité, décrite en (ii),
d' un tel développement, on obtient I'identité voulue, Pour les dérivations

terme 3 terme de (iv), les propriétés élémentaires des séries entieéres

permettent de conclure,
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2.3 Soit F une fonction comme ci-dessus, Alors on notera

e (P,F) = {X\PK,P .,.,F) # 0} et e(P,08,F) ={H\QM’P 0 (.,.,.,F)Z 0},

On remarquera que pour tout P! comme en 2.2 (iii), on a aussi |'égalité :

e (P,B,F) = {p|u = Ma , A € e (P,F)} . En effet, utilisant le dévelop-
=0

pement des Qp P.o donné en 2.2 {iii) dont itunicité est assurée grice au
’ H

lemme A,1,7 de [Ca.M.], on voit que si QM:P;@) =0 on a P)\,Pl =0

dés que x$a® =\

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de llunicité des fonctions

QM,P,(@ (cf. 2.3 (iii)).

L.emme 1,

Avec les notations ci-dessus on a

(il vk ,k €K ,Va€A® , ¥ X €ag

QH,P,@ (i<O k,a, X, F) = Qu,P,@ (K,a,X,L_k_l Fy .

0

(i1} Dtautre part, si m € Mp NKNH vérifie m~ ! am € A® pour

un aEA® on a :

-1
YTkEK , ¥VXC€ag , QM,P,® (k mya, X,F) = QM’P,®(k,Adm a, X, F) .

Remarque :

Les résultats concernant les polynomes @ s'appliquent aux polynomes

P en faisant ® =@ , car PK,P = Qx,P,@
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3. CONSTRUCTION DE MORPHISMES ENTRE REPRESENTATIONS

H - SPHERIQUES ET REPRESENTATIONS INDUITES,

3.1 On se donne un sous module de Harish Chandra V de c” (G/H) ’

annulé par l'idéal de codimension finie Z (g), | . On notera
e (P,V) = U e (P,F) et e (P,0,V) Ilensemble des restrictions
Fev
a a des éléments de e (P,V) . On introduit un ordre < sur a,
=1e) P =@, C
13
(resp. <  sur ar ) de la fagon suivante :
o 2g, ¢
,0
+
A=A © M- A€z (P)
P

S W e }.L'—LJ.61+(P,®)

On notera e, (P,V) (resp. e, (P,0,V)] les éléments minimaux pour

4 2

< [resp, < )} de e (P,V) (resp. e (P,0,V) . Dlapres 2.1 et 2.2
P ?,0

ces ensembles sont non vides, discrets et, dl'aprés [v.d.B, |, th, 3.4,

e, (P,V) est fini.

Lemme 2,

Soit )\O € e, (P,8,V) ., Pour F €V on note

I (F) la fonction sur
0

® .
A a valeurs dans S (_a_®) qui a a ¢ A® associe la fonction polyno-

miale sur gy , X - Q)‘O’P’® (e,a,X,F) .
Alors :
(i) Si D € ng (°y , N (DF) =0 , pour tout F €V |,

0
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(ii) Soit ad la représentation adjointe de ag dans S (§®) et

N
"

& rrespond a cet élément de a .
)\o + pP,® le caractére de ag correspon ant é 29, ¢

Alors, si D ¢ S (ag) , j,)\o(D F} = [ad ® G, +pP,®)] D) (JXO(F)) .

(iii) 1l existe un entier n tel que pour tout F € V et a € A® ,

I, (F) (a) est de degré inférieur 3@ n dans S (a.) .
)\O =0

(iv) Pour tout F € V et tout D € S (_a_®) , on a:

Lo G, ) =1, WP .
0 0

(v} Pour tout F € V et Deémgnh ,

JKO(L_D F) (0} =0 .

Démonstration :

(i) Pour prouver (i}, on peut supposer, par !inéarité que D € gi ou gO_L_

avec a € P et Otl

# 0 . Alors, pour tout a € A avec a* #1
ag @

oNn a 3

D=7 fa)(D+8D)+f, (a Ada”' (D +0D)
- 2&

avec f. (a) -ta” ,  f, (a) = S .
1 aza a” % ¥ a*

T

Alors on peut calculer Ly F)} (exp X) pour X € g_?ﬁ (P) en différentiant
terme a terme la série donnant F (exp X) (cf, 2.1}, y compris aprés

développement des polynomes P en monomes, On obtient ainsi

A, P
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pour X € Qg_é {©)

A+ pp X)
(I_D F) (exp X) = Z f. (exp X) (L ) (e, exp X, Fle

P
r € e, F) ! D+6D A,i

avec convergence absolue, y compris aprés développement des P)\ P ©n
?

monomes et donc aussi des LD +9D F’)\’63 .

Par ailleurs on peut développer fl {exp X} :

2t lla X

VXt_g?ﬁ(P), f] lexp X) = F
0

g

’
n

avec convergence absolue, On peut alors réécrire le produit des deux

séries donnant (l_D F)} (exp X) en groupant les termes différemment :

VXEQEA(P),(I_DF) fexp X) = T 2
- Vv A€fel@,F),nfh, A +2n+1)g=v

(LD + 6 DP)\,P) {e,exp X, F) e(\) + QP) (X)

avec convergence y compris aprés développement des L. en

D+oDAP

monomes, Ce développement doit coincider avec le développement de LDF

rappelé en 2,1 (i) dlaprés son unicité (cf, 2.1.(i}}. Il en résulte que si
P\) I (e, exp X, LD F) est non identiquement nul, Vv est de la forme
?

A+ 2n+1)a avec ) € e (P,F) . Soit alors )\o € e, (P,0,V) et
A€ (g—;é)c avec A . Si on avait

Xl_a.® = A, PX’P(e,exp X,LDF)?'O ,

on aurait, dlaprés ce qui précéde, \ - (2n+ 1)g € e (P,F) pour au
moins un n € N . En utilisant le lien entre e (P,8,F) et e (P,F)

{cf. 2.3)

, cela contredirait la minimalité de >\o
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D'ou P)\ (e,exp X,DF) = 0 pour tout A € (g®)C tel que Xlg(@ o

et P

Alors (i) résulte des relations entre les polynomes QXO,P,® A, P

(cf. 2.2 {iii)).

Démontrons ({ii}. Pour cela on dérive terme a terme par D € S(g@)) le

®

développement de F (a exp X), a € A" , X € g—é () de 2,3 (i), gréce

a 2.3 (iv), L'unicité du développement de (I_D F) (a exp X) implique

immédiatement (ii).

Démontrons (iii}, D'aprés (i) [tapplication passe au quotient par

I
0
ng (P) v . Or v, = V/Q® (P) V est un module de Harish Chandra pour

Nb A® (cf. [H.S.], prop. 2.24), En particulier, V] est annulé par un

idéal de codimension finie de S (Q@) . Alors, grice a (ii), on en déduit

qulil existe n € N tel que pour tout D € a F &€V et ac A®

@ ?

N (F) a}) =0 .
0

Cag ® 4+ p)] ©) - 0+ pp) OO G

Cela signifie que I (F) (a) est annulé par (ad D) pour tout a et
o]

D € ag » ce qui implique que Iy (F) {a) est de degré inférieur ou égal
o
a4 n et ceci achéve de prouver (iii).

Prouvons (iv). En dérivant terme a terme le développement de 2.1 (i}

par D € S (§®) , grice a 2,1 (vj, on obtient P (e,X,LDF) en

A, ¥

) v * =
fonction de P)\,P(e,x,l:) pour Xcg® et A« (_a_¢’c avec )‘\g@ M

En reportant cette formule dans llexpression de Qu .0 (e, exp X,Y,I_D F)
3 ?

2

donnée par 2,2 (iii), on peut exprimer cette quantité i I'aide des

PX ple, X + Y,F) . Par ailleurs, on obtient le mé&me résultat en dérivant
?

»

terme & terme par D € S (g®) I'expression de QH P.6 fe,exp X,VY,F)
3 H
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donnée par 2.2 (iii), en fonction des P, ple,X +Y, F)} (grice a 2,2 (iv)).
H

Diol I'identité pour X € (g®)_ (Pl) et Y € a_ de

®
Ly (QU,Ps® {e,exp X,Y,F) et Q\J,P»® {e, exp X,Y,LDF) . Dtou le

résultat voulu par prolongement analytique des identités,

Prouvons (v). Il nous faut étudier Ly F} (exp X) pour DE€ mg Nh
et X & ag - Mais mg et ag commutent et F est invariante a

droite par H . Dol (LDF) {exp X) = 0 pour tout X dans a, et

Itassertion en résulte,

3.2 On note V, = V/Q® (?) V . Notons V, le sous-espace de

S(g_®) engendré par les N (F) (a) , oy F aécrit V et a décrit

0

A® . D'apres le lemme 2 {ili), V est de dimension finie, On choisit

2

une forme linéaire non nulle sur V, &,

contragrediente de ad ® U\o + pP’®) par le caractére (- )\o - pp’®) de

qui se transforme sous la

ag - Alors 3 F dans V on associe la fonction i)\ (F) sur

0]
Mg / Mg N H définie de la fagon suivante :

Sim€M® slécrit m =m, ah avec m, «c M. N K , atc A et

1 1 ®

h<H , onpose i (F) (m) = ¢ u, w F) ta)) .

0 0 m]

. . (x) .
On va montrer que N (F) est analytique sur M® . H résulte de la

0
définition et du fait que F est K - finie que i>\ (F) est Mg N K - finie,
o}

Comme, d'autre part, pour k & My N K , XephNghn My

N (F}) (k exp X} = iy (L 11:) {exp X) , pour démonirer Ilanalyticité
<

6] o]
de i)\ (F} pour tout F dans V , il suffit de prouver [lanalyticité
[¢]
sur pNgNmg de X- ix (F) {exp X) pour tout F dans V .
o}

(*}] Voir note apres la bibliographie de Ilarticle,
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On introduit la fonction ¢

= de pnNg dans c” Mg N H N K} aéfinie

par

T (X)) {m) = G, (F)) (exp (Ad m , X))
0

=G, (F}} (m exp X) =G, L F)) lexp X)
0 o m

pour m6M®ﬂHﬂK et XEpﬂqﬂm® .

e fait que i)\ (F) soit M® N K - finie implique que @F est a valeurs
0

dans un sous-espace de dimension finie E de c® {M® N K n H) stable

par les représentations réguliéres de M® NKnNnH . On note p la

représentation réguliére droite de M_ N K N H dans E . Munissant

®
P Ngn mg de I'action adj]ointe de M® NKMNH , on voit que w

[=
est U - sphérique, En outre (I)F resireinte a §® colncide avec
X->e g, L, F) (exp X)) qui est clairement analytique., On veut
0 m
calculer (L @)0) pour D €S (g®) . Il résulte du lemme 2 (iv) que
Ly (J)\ w _ F)) = I Ly L 1 F) .
o m o m

Dlot  {lLp &) {0)) (m) = i)\o(LD l_m_] F}y ©) . Or mE€ Mg N K N H
et i)\o(L.D Lm_l F) est invariante a droite par M® nH .

_ . -1 . )
Donc (L *F(O)) {(m) = N (I_D L -1 F} (m™) , soit encore :

o m
Ly ¢ (0)(m) = 'xo("m Lp |_m_1 F) ) .

On pose alors ¢ (D) = (I_D CPF) (0) pour D <« S (§®) . Dlautre part
on note @ la symétrisation de S (g) dans U (g) . Alors on définit

une application linéaire § de S {p N g N m®) dans E par :

VDeESpPNnanmy), ymeMg NHNK, (§{D)m) = i.)\O(L_mL.B (D)l_m_, F)(0)
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Il est clair que | est U - sphérique et prolonge @ . On peut alors
appliquer [a proposition Al de l[tappendice pour conclure que tI>'___ est

analytique et ceci achéve de prouver que i)\ (F) est analytique, On note

o]

au passage que, toujours dl'aprés la proposition A, 1, on a

L F = =i

( 8 D) ) (0) (¢ (D)) (0) I>\0(LB (D)F) {0)

pour tout DtS(pﬂqﬂm®) .

On va montrer |>‘O(LD F) = Lo |)\O(F) pour tout D dans U (m®)

Pour cela il suffit de comparer les séries de Taylor a llorigine, puisque
ces fonctions sont analytiques, Il faut donc voir que :

VD EUmg) , ixo(LD F) 0) = (L i)\O(F)) (o) .

La décomposition mg = My Nkl @ (p N 9_011@) ® (p ﬂgﬂm®} montre
que lton a :

Ulmg) =U b Nmy)B (SNaNmy))ukn mg) .
Soit D =D, D, £ U (m,) avec D, € hNmg . Il est alors clair que

2

(. (F)) (0) = 0 , puisque Lo i>\ (F) est invariante 3 droite par

2 "o

M® N H ., Dlautre part, dlaprés le lemme 2 (v), on a

D "
0

(I_Dl (LDZF)) (0) = 0 d'ol i)\o Ly F) (0) = 0 . On a donc 1'égalité

voulue pour D € (h N n_'1®) u (m®) . Dtautre part on a facilement :

In
o}

YDeUmg Nk , i (LyF) =L F) .

0

D D '\
o}

Il suffit donc de prouver I'égalité pour tout F et tout D €8S Ngn m®),

mais cela a déja été vu plus haut, On a donc bien :

VDEU(m®) sy (LDF)=LDiA(F)

A
0 o]
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Dlautre part, diapreés ie femme 2 {ii}, on a :

VDESI@g , JXO(D F) = {ad ® A, +pp,®) D) JXO(F) .

Dtol : iho(LD F) = + pﬁ,@) (D) i}\o F) .

En résumé i)\ est un morphisme de M® A® - modules de Harish

6}
Chandra de V/ng ®)V dans C¥ Mg /Mg NH & C

)\O + pp’®

On note V!, c c” (M®/ Mg N H) 1timage de i

1 Alors, d'aprés la

A
o]

réciprocité de Frobenius (cf, [H.S.], 4,11, par exemple) on vient de

construire un morphisme (non nul) de V'I dans

ind vVt,. @ C ® 1 .
)\o+pP,® N@ ®)

1
Mg Ag Ng (P}t G

3.3 Lemme 3 :

Avec les notations ci-dessus, soit P'] un ensemble de racines
i

cer . . ® -
positives du systéme de racines de a dans m@ choisi comme en

2,2 (iii). Alors, si A ¢ e (P ,vr) , (ou V=i (V])) , on a
0

1
A+ xo € e (PLV) |

Démonstration :

Pour F €V , on déduit du développement de 2,2 (iii) de Q>\ £ e
o’ ]

un développement de N (F) du type 2.1 (i}, L'unicité de celui-ci
0

permet de conclure,
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4, RESULTATS PRINCIPAUX,

4,1 Le résultat suivant a été annoncé il y a plusieurs années par

Oshima (cf. [O] ).

Théoréme 1 :

Soit V un sous-module de Harisn Chandra de C (G/H)} . Alors
pour tout & € 3F et tout ')\O € e, {v,V} , 1l existe un sous-module
irréauctible de dimension finie du Mg - moaule c® (M¢/ My N H) , o,

et un morphisme non nul de (g,K) - modules de V dans
\ =2

Ind c®e’® IN ®) En particulier, si V est irréductible,
P¢ ()1 G @

ce morphisme est injectif,

Démonstration :

Il suffit d'appliquer la construction de 3,2 avec © = @ pour

obtenir un morphisme non nul de modules de Harish Chandra pour

. - (ee]
M¢ A¢ . l)\o , de V/Q¢(P) V =V, dans C (M®/M¢DH)®C>\O+DP
Or M¢/ M® NN H est compact, Donc tout sous-module de Harish Chandra
pour My de c” (M¢/M¢ N H) est unitarisable, car C°°(M¢/M¢ N H)

est contenu dans L2 (M¢/ Mg 0 H} . On en déduit que i, (V) est

0
semi-simple et Iton peut choisir pour ¢ un facteur direct non nul de

i)\ (Vl) . Montrons que 0 est de dimension finie, Pour cela rappelons

0

cf. [0.8.], §8) que my=m &m (produit dlalgébres de Lie) avec

1 2
m1 C Kk et m, Ch , Il en résulte facilement gue tout sous-module de
Harish Chandra pour la composante neutre M?ZS de MQS de

c” (M?¢ /M% N H) est de dimension finie, Comme, en outre M¢ =F M?Zﬁ
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avec F sous groupe fini de K , cela implique la m&me assertion
pour tout sous-module de Harish Chandra de C (M¢ /M¢ N H) pour
M¢ et donc ¢ est de dimension finie, On achéve la démonstration du

théoreme 1 en utilisant la réciprocité de Frobenius (cf. [H.S.] 4.11),

4.2 On dit qulun sous-module de Harish Chandra, V , de C™ (G/H)
est H - tempéré si et seulement si pour tout £ € 3F et A € e (#,V}
ona Re A (X)) 0 pour tout X € a;b (P} . Rappelons que V est
contenu dans Lz (G /H) des que les inégalités ci-dessus sont strictes

pour tout X non central dans la cloture de Q‘?Q (P) (cf. [v.a.B. ],

th. 9.4}, Le théoradme suivant a été également annoncé par Oshima.

Théoréme 2 :

Soit V un sous-module de Harish Chandra H - tempéré de
c®(G/H) . Alors il existe un sous-groupe parabolique de G contenant

P¢ () pour un P € F , de la forme P (°) = Mg Ag Ng () , une

série discréte, & , pour M® /M® N H f{i.e. un sous-module de

Harish Chandra irréductible de C~ (M® / M® N H) contenu dans

I._2 Mg /M® nH), Vo €1 g%é , et un morphisme non nul de (E’K’ -

v
modules de V dans Ind db®e 991 .
Py (F) 1 G Ny (®)
Démonstration :
Soit P €34 et Ly = {al,...,ae} itfensemble des racines simples de

¢ . Soient B,,...,B, € g*;j aéfinies par (a;,B) = 8; et B/lc) =0

iy

ot (.,.) est la forme duale dce B et ¢ est llintersection
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du centre de g avec ag - On se fixe alors & € F et Xo € e(P,V)
tel que Itensemble des Bi orthogonaux a Re )\O soit de cardinal
maximal, On note alors ® I'ensemble des o € ZP tels que

Re A, » 8, # 0 . On note Vo T A, . On va voir que v estun
la
=0

élément de e, (7,8,V) . Soit v € e (¥,0,V) avec v<<v |
P,0 0
On va voir qutalors v = \JO . Pour cela on choisit A € e (P,V) tel

que X | a = v ({cf, 2.4}, L'hypothese v = v, se traduit par
3y

,0
4
) >\o = X oy avec  x; € -N si a; ¢ @ , Lhypotheése que
i=1
V est tempérée implique que pout tout i, (Re i, Bi) z 0,

Calculons alors (Re )\,Bi) pour Bi d® ., Ona (Re )\O,Bi) =0 .

Dtou
(Re 1,8;) = Re O - 1 ),B;) = x; € -n .

On en déduit (Re x,si)=o si sigl@ .

Or Vev =Re{(Vv-v)=Re { -1 . Doy
) 0 O\Q@

V-V = I (Re (x-xo),Bi)ai )

o] ai¢®

et v = \)0 dlaprés ce qui précéde, Ce qui achéve de prouver que

Vo € ee(P,@),V) . Alors on peut construire un morphisme non nul i\) de
0

v/% (P)V dans C” Mg / Mg N H) & C (cf. 3.2),
[¢]

N . . . 2 . o
Il reste & voir que ['image de N est dans L et \)o imaginaire
o}

pur, Dtabord, comme V est tempérée, on a Re A nulle sur ¢ .
o <

e

Alors Re >\O = y. o, et Re Vo = Z Y. O .

p b a-¢®"|§®
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Or vy, = (Re )\o s Bi) est nul si o, €8 . Donc v, est imaginaire
pur, Reprenons maintenant les notations du lemme 3, Soit

A E e (P'l ) 1y, (V})) . Il nous faut montrer que, pour tout X € g® véri-
o]

fiant o (X) € 0 pour tout ¢ € P'] et X non central dans Mg

ona Re A (X) <0 ., Pour cela on remarque que d'aprés le lemme 3,

A+ v, c e(PL,V) et comme V est tempéré Re () + vo) =0,

c
Notons I, = {cx'l,...,on'a} , @' =125, NP1 etc... Il nous reste
3 prouver que pour B'i €@ on a (Re )\,B'i) >0 , Comme V est

H - tempéré et A + Vo € e (PL,V) on a, pour tout i ,

(Re (L + \)O),Bli) = 0 ., Par ailleurs on a vu que Re v, = 0 . Dtou,
pour tout i , (Re i ,B‘i) = (Re{r + \)O), B‘i) > 0 ., En outre, si

B, 0" , ona (Re ), B',) =0 car les B!, ¢ @' sont orthogonaux
a (g®)* . Si on avait (Re )\,B'i) =0 pour un B! €0' , cela

contredirait la propriété de Ao (car Card &' = Card @ ), D'ou

(Re »,8')> 0 pour tout ', €®' . Donc I, (V) est dans LZ(G/H).
0

Alors on prend pour & un facteur direct de i/\ (V) [(qui est unitarisa-
0
ble} et on applique la réciprocité de Frobenius pour achever la démons-

tration du théoréme 2,

4.3
Théoréme 3 : Soit V un sous-module de Harish Chandra de C° (G/H) .
Alors il existe un sous-groupe parabolique de G contenant P¢ ()

pour un F € 3 , de la forme P

(P) = M. A N®(P) , T un

@ ® "0

0 ¥*
sous-module Mg 0 H - tempéré de C Mg /M® nH , v, € (9-®)C
tel que Re < \)o,a » < 0 pour tout o racine de ag dans ng (®)

et un morphisme non nul de (g,K) - modules de V dans

tnd (t @ e’ ®1 5
Py (P) 1 G Ny (7)
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Démonstration :

Soit £ € & . Notons C={)\€g_);§l(>\la)<0,\70c€‘°}

&
7

3 \ .
Pour ) € ng » ONn note A sa projection sur le cbne convexe fermé

P

C . Supposons que llon ait A <Al ., On va voir qulalors

0.‘1

HXPH = |a avec égalité seulement sj XP = X'P . En effet, d'apreés

ol

les propriétés de la proJection sur un convexe fermé, on a

a4
W

A= hp €CY={) € ag |vuec, (Alu) <0} . Clairement C° stiden-
tifie au cbne des combinaisons lindaires a coefficients positifs diéléments

de ¥ , En outre, A - ) et A sont orthogonaux, Alors :

P P

O TN [ W

Par ailleurs, les propriétés de la projection sur C impliquent :

A = el = A = Al

puisque Alg €T . Dlou:

2

pl® = % - i - A )

ol

2

2 = = arp? = H)\'PHZ +2 (A = A

ol o latg) .

Par ailleurs on a :
ot - A'P | X'P) =0 i.e. '] A'P) = We | A'P) .
Diou :
2 2 2 :
IV =l = Mgl = el ™ + 2 00 - ar | atg)
Mais A € A' et Mo € C impliquent que :
v

O -

>

'!xrp)zo R

Donc :

0% = = argl? = gl?



131

Ceci, Jjoint a (%), donne :

el 2 gh® .

Lorsque MPH = H)\.PH on voit que llon a nécessairement

~ Al o= Un = 1ot = )1 i &
X Py PH A )\PH , dlou AP Mo o Ceci achéve de prouver notre
assertion, Ceci montre que la fonction sur e ,V) définie par
A = ||Re XPH atteint son maximum en un point de llensemble fini ee(P,V).
On choisit alors P € 3 et 2° € e (P,V) tel que |IRe )\OPH soit

maximum (on maximise parmi tous les £ et )\ possibles),

On note @ I'ensemble des racines simples de P telles que
Re 19 | a) =0 . On notera V° = AO‘a = )\OP . Alors on a bien
=@

(Re W0 | @) < 0 pour tout o racine de ag dans ng () . On va

voir également que VO est un élément de e, (P,8,V) . Pour cela,
soit ) € e (P,V) tel que Al < V0 . Alors on a
25 p,0
Re X\ < Re VO ., Alors, comme on a Re \% € a_ , on a
la ! £ - =0
=8 ¢,
o] 0 - 0 0
(Re A - Re \% | Re 1) = (Re xl%-Re 2 | Re AT)
Par ailleurs on a )\ia - KOP = z m ala avec m_ € -N |,
20 a €z, -0 “ '@ ¢
Alors, comme Re )\OP =0 ¢ ;(; N C , on a finalement
0 4 0 — o] VRS
Re A - Re 1% | Re a) = 2 m | Vv)=o0 (% )
a € EP -8
et [tégalité nlest valable que si les mOL sont tous nuls i,e,
A =29 = . De fagon analogue & ce qui précéde on voit que
|§.@ P 0

G+ %) implique H)‘P“ -] HXOPH avec inégalité stricte sauf si (¢ %) est
une égalité, D'aprés I'hypothése sur A° , on voit que ceci implique

que (¢ %) est une égalité et donc Ala =30 = v .
-0
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Au bout du compte on vient de prouver que Woe € (P,9,V}) , On

construit alors (cf, 3.2} un morphisme non nul de modules de Harish

Chandra pour Mg Ay ivo,de V/og (P) V. dans

o (M® \ M® NnH CV . Alors, gréce a la réciprocité de Frobenius,
0

il suffit, pour achever la démonstration du théoréme 3, de prouver dque

i\) (V) est M® N H - tempéré, On emploie les notations du lemme 3,
0

Soit € e (P!, i {(V}} . Alors on a, dlaprés ce lemme,
0

A=u+v €elPLV) , Or (Revola)=0 si o €0 car

Y

4 O

Re v €a. et g € %) . Drautre part, si a € 1 et ¢ #0
© ® - li@

on a g € P par définition de P!' et on a alors (Re \)O,o,) <0
Dot (Re v ),, = Re v_ ., Alors Itégalité (Re A - Re v |Re v) =0
o'P 0 0 0

implique que |Re }‘P'H > ||Re \)OH avec égalité sl et seulement si

AP' = Re Voo Par définition de v, on doit avoir égalité, donc
)‘Pl = Re vo . Alors des propriétés de la pr'ojection‘ il résulte que
M= A - .)‘Pl est de la forme = X o avec x = 0 pour tout o .
o a
a € Pt

Mais | est nul sur ag - Cela implique que ><OL = 0 dés que
a €P et g 0 . Dot p= 2 X a et Iton a bien

la 5 a

=0 a € ™

u (X) £ 0 pour tout X vérifiant o (X} £ 0 pour tout g © P'I

Ceci montre que i\) (V) est tempéré et achéve de prouver le théoréme,

0

4,4 En combinant les théorémes 2 et 3 et utilisant l'induction par

étage on a :

Corollaire du théoréme 3 :

Soit V un sous-module de Harish Chandra de C° (G/H) . Alors

il existe un sous-groupe parabolique de G contenant F’¢ (P) pour
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, de la forme Py (P) = Mg Ag Ny (P) , une série

s

i

discreéte, & , pour M®/M® NH , un élément v de (g®} dont

¢

la partie réelle est dans la cloture de la chambre de Weyl négative

_a_® (P) et
Ind
P®(P)T G

un morphisme non nul de (g,Kj - modules de V dans

Vv
e @ 1N® (P)) .
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(*) Note ajoutée en cours d'épreuve

W, Casselman vient de me communiquer des notes manuscrites
rédigées par lui en 1975 sur les équations différentielles satisfaites par les
coefficients matriciels des représentations admissibles des groupes réductifs
réels, 1l est facile d'en extraire une démonstration du fait que

i)\ (F} est c® . Pour conclure que i (F) est analytique il suffit alors
(-]

XO
de remarquer qulelle est annuiée par un idéal de codimension finie du centre
de U(_rﬂ®) et dlutiliser un argument standard,

Cette démonstration n'utilise pas les appendices et est donc plus
élémentaire, La partie "méthode de descente! de Il'appendice A est toutefois
commune aux deux preuves,

Je remercie vivement W, Casselman de mtavoir communiqué son

manuscrit,
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Appendice
par Erik van den BAN et Patrick DELORME,

Cet appendice est divisé en deux parties, La premiére partie établit un
résuitat d'extensions de fonctions analytiques de a 3 P utilisé dans
larticle, Ce résultat contient en particulier le théor&me de restriction de
Chevalky pour les fonctions analytiques, Notre démonstration originale
reposait sur des résultats de Kostant Rallis analysant la structure de
S (E)K - module de S (E) ainsi que le théoréme de restriction de Chevalley
pour les fonctions analytiques, Au lieu de cela nous utilisons le résultat
de la deuxieéme partie (lemme B.1). Nous remercions T. Oshima pour nous
avoir fourni une démonstration d!un résultat de mé&me nature, Sa démons-
tration, qui utilise une propriété classique des polynomes de Tchebishef,
pourrait &tre adaptée pour obtenir ce lemme,

Ce résultat apparalt comme une conséquence immédiate d'un
résultat de J, Korevaar et J, Wiegerink (cf. [K.W.], main lemma).Nous
le réutiliserons ultérieurement,
A.1. Les notations sont celles de 1,1 et 1,2 . On note a un sous-espace
abélien maximal de P, M (resp. M!) le centralisateur (resp. norma-
lisateur) de a dans K , W = MI/M le groupe de Weyl correspondant,
Soit |  une représentation unitaire de K dans un espace de dimension

finie E .,

Proposition A,1 Soit § : S (p) > E une fonction | - sphérique

{ici K agit sur S (E) par représentation adjointe), Soit ®: a > E une

fonction analytique sur E ., On suppose que :

¥vDE€ES(@ , (LD@)(0)=¢(D) .
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Alors il existe une unique fonction u - sphérique ¥, p > E telle que
\Ifla =& , De plus, ¥ est analytique et pour tout D € S ({p) on a
(LD ¥} (0) = § (D) (lci p est regardé comme un groupe commutatif et

L. désigne la différentielle de sa représentation réguliere gauche ),

Premiére partie de la démonstration :

Ltunicité de ¥ , si elle existe, résulte du fait que p=AdK cl a ,
oli «cf g- est la fermeture dlune chambre de Weyl g" du systéme de
racines A (g, a) de a dans g .

A.2, On rappelle que ¢ est le centre de g ., On remarque que

c Np<a ., Pour poursuivre la démonstration de la proposition A, 1 nous

aurons besoin du lemme suivant :

Lemme A,1 :

Soit XO € ¢ N p tel qulil existe une fonction | - sphérique

lindaire by + S (E) > E telle que :
0

VD €S , iy, ©) =y X) .
0

Alors il existe une fonction analytique, a valeurs dans E , \Ifx s
0
définie sur un voisinage on de XO dans p , qui prolonge lex Na
0

et vérifiant (L \Ifxo) (XO) = q;xo(D) pour tout D dans S (p) .

En outre, si la série de Taylor de & en XO converge sur la boule

Ba (XO, e} pour un ¢ > 0 , la série de Taylor de ‘l’x en xo converge
- 0

sur la boule Bp (XO, ¢/B) ol B est une constanie (dépendant seulement
de n =dim p ). Enfin est u - sphérique sur Bp (XO , /B) .

U
0
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Notation, Si F est un espace normé, nous avons employé la notation,

pour x € F et ¢>0 |, BF(x,e)={y€F\Hx—yH<€}-

Démonstration :

On se fixe une base orthonormée Hl""’Hn de p . Alors, pour
w € sn-1 (sphere unité de R ) et w.H = Wy Hy oot g M €a ,

on a

e +tlw.H) = T g o)
° =0 ' %
la somme étant absolument convergente pour t € ]— €, E[ . Soit
n € Jo, e[ . Alors, grice aux inégalités de Cauchy, il existe une constante

c > 0 telle que :

1) v ges™! » woH € a = |lyy Hw.F)) < ¢ (%ij TG e
o]

Alors, si w est un élément quelconque de Sn_] , il existe un k € K

tel que (Ad k) (w,.H) € a . De plus, Ad k étant une transformation
-1
orthogonale, ona (Adk) (w.H) =w,H pour un w' € s" .

Comme y, ~ est u - sphérique, on a (w. H)J) = M(k)—l Uy (lwt, = .
0 o o

Grice au fait que | est unitaire on voit que (1) implique :

1

@ vwes™ , g wu.H)scnTyr, ren
o}

Alors, si B est la constante du lemme B,1, on en déduit :

2 4
n 1 n B.|2
veen, Hq:xo(H, ce HM s c (7]-;\ Loy

ol \e\=ei+...+en s ! P e Bt
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Il en résulte que la série entiére :

14 4 e e

. 1 1 n 1 n
(3) Z n?_' \IJX (Hl ...Hn)t] "‘tn s
e & N : 0
converge absolument pour \tJ\ < , 1 €1 <n ., Par conséquent, il
B
existe une fonction analytique \Ifx : Bp (XO , N/B) > E avec
0 —
\lfx (XO + t.H) égale & (3) pour t assez petit dans 7. Puisque M
0
a été choisi quelconque dans ]0,6[ , \I/x stétend en une fonction analy-
0
tique sur Bp (>(O , ¢/B) . Ayant la méme série de Taylor en Xo ,
X |B. (X_, ¢/B) doit coincider avec ®|B X, ¢/B) Finalement,
o' a o a o
chaque terme de la série de Taylor de ‘Ifx en XO est | - sphérique
0
(car Ad K fixe XO ), donc \lfx est | - sphérique et ceci achéve de
0

prouver le lemme A, 1,

A.3. Lemme A,2 :

Soit & llensemble des éléments XO de ¢ N p tel qulil existe
une application linéaire by + S (o) » E vérifiant
0
a) Uy st u- sphérique .
0
bj ¢xo D) = (L, @) (xo) , YD €S (a) .

Alors & est égal a cNp

Démonstration :

Par hypothése P contient 0 . Dlaprés le lemme A, 1, A& est ouvert,

En effet, soit XOE'/t’ et soit ¢> 0 , V¥, :Bp (Xo,e/B)—>E ,
0 —
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comme dans le femme A.1 . Alors, pour Y € B X e/B) Nc , on

p
définit, pour D ¢ S (p) , by (D) = Ly ¥y ) (Yo} .  Comme 1Ifx est
0 0 0
W - sphérique et que Ad K centralise YO , (a) est vérifié, De plus,
comme \Ifx coihcide avec $ sur Ba (><O , ¢/B) , (b) est vrai. Donc
0 a

B, X, e/B)ncc b et A est ouvert,

Montrons que Jﬁ est fermé, Pour cela il suffit de voir que lIlintersection

de X% avec la fermeture cl B, 6,R) , de B, (0,R) , est fermée pour

tout R> 0 ., Puisque & est—analytique dans :n voisinage de llensemble

compact cl (Ba (0,R)) , il existe un ¢ > 0 tel que pour tout

X € ¢l (Ba 0,R)) , ta série de Taylor de % en X converge sur

B, {(X,e) . Soit Y adhérent a K el B, (0,R} . On peut trouver

X e ®&n el (Ba 0,R)} tel que ||X -Y| < ¢/B . Mais d'aprés la premiére
partie de la dé—monstration B, X, ¢/B) N c est contenu dans &

Finalement, & est fermé dans ¢ , De plus, il est ouvert et non vide

dl'aprés la premiére partie de la démonstration, donc égal a c 0

e}

A.4 Lemme A, 3 :

Il existe une fonction 1 - sphérique ¥ : p - E qui prolonge & |,

Cette fonction coinhcide avec ‘ifx (cf. lemme A.1) au voisinage de tout
0

XO € ¢ N p . Elle est donc analytique au voisinage de toui point XO de

1o}

ﬁg.

Démonstration :

Dilapreés le lemme A, 1 il existe une fonction \I/O analytique définie sur
un voisinage Ad K - invariant de 0,U, |1 ~ sphérique et telle que

v = : . .
°|gﬂu (LIQQU . Soit YEP . Alors il existe k € K, X€a,
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tel que Y = (Ad k)X , Si k' € K, X!'¢ a vérifient Y = (Ad Kt) Xr o,
ona (k) ¥ (X)=u (k) « (X1) ., Pour le voir on considére la fonction
analytique f : R~ E définie par f(t) = p k) @t X) -y (k') & X1)
Si t est suffisamment petit ona t X, t X! € U et

F) = ‘5{0 t (Ad k) X) - \Ifo (t (Ad k') X'} = 0 , Par prolongement analytique
on en déduit que f est identiquement nulle, On peut donc définir une

fonction ¥:p > E par ¥ {(Adk) X) =y (k) ¢ (X} pour Kk € K et

X € a ., Cette fonction est clairement | - sphérique et coihcide avec

€ sur a . Cela implique immédiatement que,pour tout XO cc ,

Vv colhcide avec \Ifx sur un voisinage Ad K invariant de Xo dans p.
0

Ceci achéve de prouver le lemme,

A.5, Fin de la démonstration de la proposition A, 1,

On procéde par récurrence sur la dimension de G ., Si G est de

dimension 1, G est commutatifet c N p=a . Donc ¥ est analytique

grice au lemme A, 3, Donc la proposition A.1 est vraie lorsque dim G =1,

On la suppose démontrée pour tous les groupes de dimension strictement

a

plus petite que celle de G ., Il reste a prouver que ¥ est analytique en

tout point de p , Comme V¥ est | - sphérique, il suffit de le voir en

tout X  de a . Si X, € ¢ cela résulte au lemme A, 3, Si XO dec

le centralisateur G>< (resp,

) e XO dans G (resp. g} est de
0

Sx
o}

a

dimension strictement inférieure & celle de G . Alors on applique I'hypo-

thése de récurrence & GX , qui est clairement dans la classe d'Harish
o]

Chandra, pour voir que ‘I’I = ‘Ifl est analytique sur Py =P n % - Soit
0 0

s un supplémentaire de 5)( =k N 9% dans k . Alors ltapplication f

de EXEX
0

VXé€s ,VYep, ,f (X,¥) =(Ad (exp X)) Y , est un difféomor-
¢}

dans p définie par :

phisme analytique local au voisinage de (O,XO) . Pour le voir, il suffit
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de vérifier que p =p, @ (s, XO] puisque la différentielle de f en
0
(O,XO) est donnée par (X,Y) € s x Py [X,XO] +Y . Or, dapreés
0

[War], prop. 1.3.5.4, on a g=9x ® [g, XO] . En écrivant
0

Iy T Ky GBEX , g=5x®g ® s et en utilisant ['S.’B]CE )

[B,E] C k , on a facilement I'égalité voulue. Alors, soit V un voisinage

-1 est aéfini et analytique, Notons

J:V-—>s (resp,. h: V=~ P ) la composée de f—] avec la projection
0

de XO dans p sur lequel f

de §><Ex sur s (resp. px) . Alors, pour tout X dans V , on
0 0

Y (X) = ¥T[Ad {exp (j{X)))(n(X))]

Mo lexp (7 X)) &, (h (X)) .

Dot il résulte que ¥ est analytique au voisinage de Xo . Ceci acheve
de prouver que ¥ est analytique sur p , Le fait que, pour D €S (E) ’
Ly ¥ {0) = § (D) est une conséquence du lemme A,1 et du fait que ¥

coihcide avec \Ifo au voisinage de O (lemme A.3), Ceci achéve de prouver

la proposition A, 1,

Soit D]”“’Dn la base standard de k' | Si w € &7 on pose

w. D= W, D1 +...t W, Dn . On utilisera les notations usuelles pour les

multiindices,
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Lemme B,1,

. N sy -1 n
Soit 1 un ouvert non vide de la sphére unité s" dans R

Alors il existe une constante B > 0 telle que

(i) Si { est une application lindaire de I'algébre symétrique {complexe)
S (R") de R" dans un espace normé de dimension finie £ , alors:
1 [4

’ e
() 71 v (DII Dnn)l\ < sgpQ Iy Ww . D)‘e l)\\ {—?T
w .

(i) si p @)= : a te est un polynome homogéne de

e €N, el =m

degré m & n variables & valeurs dans E ,

él" lagll = sup |p t)] 1 Blel .
) t€q

lels

Démonstration :

11 suffit de prouver (i), Grice a [K.W.], lemme principal, on peut
trouver des fonctions intégrables g, , ¢ € N , sur Q , telles que,

pour tout ¢ € N

S ¢ 1 le|
Ge) — D ...D"=— [ g, @ (w.D" ao
¢! el “n
Ici do est la mesure euclidienne sur Sn_1 ., De plus on a :

prw)  veen" | f |g, (0] a0 <8¢
a
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. L. . n
Comme ¢ se restreint & une application linéaire continue de S (R )m
dans E pour tout m € N , (%) implique

Ly oD - ] ! 9, Wy tw.D)yao
TR IR KRR T AL :

D'aprés (#3%%) cela implique (%),
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