
Invent. math. 105, 305-346 (1991) 
I~veYl tione$ 
mathematicae 
�9 Springer-Verlag 1991 

Coefficients g6n6ralis6s de s6ries principales 
sph6riques et distributions sph6riques sur Ge/G~* 
P. Delorme 

D6partement de Math6matique-lnformatique, Faculte des Sciences de Luminy, 163, 
avenue de Luminy, 13288-Marseille Cedex 9, Unit~ de Recherche Associ~e au C.N.R.S. n ~ 225 

Oblatum 13 XII 1990 

0 Introduction 

Soit G u n  groupe de Lie semi-simple complexe, connexe, simplement connexe, 
d'alg6bre de Lie g. Soit b une forme r6elle de g e t  e la conjugaison par rapport  
/t b. On note aussi a l ' involution correspondante de G et H l e  sous-groupe 
de G form6 des points fixes de a. On suppose que H admet un sous-groupe 
de Cartan compact T. Soit 0 une involution de Cartan de G commutant  /t a, 
K le groupe des points fixes de 0. On peut choisir T inclus dans K. Si t est 
l'alg6bre de Lie de T, on note a = i t c g ,  A = e x p  a. Alors TA est un sous-groupe 
de Cartan de G. Soit P =  TAN un sous-groupe de Borel de G (qui est a0-stable). 
Pour 2ea~,  on introduit  la s6rie principale sph6rique C ~ de G, (~x, lz). Par 
restriction des fonctions fi K, 14 est isomorphe fi I - C ~ ( K / T ) .  On notera r7 a 
la repr6sentation de G sur I d6duite de ~, par transport de structure. Notons  
p la demi-somme des racines de a dans l'alg6bre de Lie de N (regard6e comme 
r6elle). Pour R e ( 2 - p )  strictement dominant,  la fonction ix sur G d~finie par: 

~x(g)=0 si gC~HP 

~x(htan)=a x-p, Vh~H,t~T, aeA, n~N 

est une fonction continue sur G (cf. [1, 13] et w 3.2), et permet de d~finir sur 
I x une forme lin~aire continue, not6e encore ~a, par: 

Vfe lx ,  ( i x , f )  = S ~a(k) f (k)dk .  
K 

Par transport sur I, la famille de formes lin6aires 2--* ~'x se prolonge en une 
fonction m6romorphe sur o~/t valeurs dans Y ( K / T )  (cf. [1, 13]). Par ailleurs 
~a est invariante par H, G agissant sur I~, dual topologique de Ix, par la repr6sen- 
tation contragr6dient6 de ~z~, rr~. Lorsque ~ et ~-x sont d~finies, il n'est pas 

* ,~ ma m6re 
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difficile de voir que, pour q)~C~(G/H), z~(q~) ~h s'identifie ~i un +16ment de 
I_ ~ et l 'expression 

<~.(q~) ~h, ~-,~> = 0~(~) 

a un sens. On d6finit ainsi une distribution sur G/H, Oh, qui est invariante 
/l gauche par H et propre sous l'alg6bre des op6rateurs diff6rentiels G-invariants 
sur G/H, qui d6pend m6romorphiquement  de 2. 

L'objet  de cet article est d'etablir certaines propri6t6s de Oh. 
On sait d'apr6s P. Harinck ([10]) que Oh est une fonction localement int6gra- 

ble sur G/H. De plus, notant  A reg l 'ensemble des 616ments r6guliers de A, O~ 
est une fonction analytique sur l 'ouvert  HA reg H qui v6rifie (au moins pour 
2 dans un ouvert  de a '0 :  

d(x,  ~) a - ~  

(*) Va~A ~g, O,~(aH)= :,~w 
A.,~(a) 

off W e s t  le groupe de Weyl de (G, A), A~(a) est une fonction ind6pendante 
de 2 (voir d6finition au w 7.2), et les d(x, 2) sont des complexes d6pendant m6ro- 
morphiquement  de 2. 

Le probl6me r6solu dans cet article est la d6termination des d(x, 2). Notons  
WH= {we WIw a un repr6sentant dans H}. Alors on montre en particulier que 
d(x, 2 ) = 0  si xC WH. 

En outre, on montre que: 

VwCW n, u  r Oh(waH)=O. 

Ces r6sultats font l 'objet du Th6or6me 3 (w 7.1) et permettent de comparer  Oz 
aux distributions construites par P. Harinck dans [10]. 

L'id6e pour &ablir ces propribt6s est d'6tudier Oh(waa, H) lorsque t --* + ~ ,  
o6 a t = e x p  tX  o et X 0 est un 616ment r6gulier de a. 

Mais O h 6tant pr6sentee comme distribution, il faut passer par les fonctions 
tests. On se limitera dans la suite de cette introduction h w = 1. 

On construit d 'abord (w 4.1) des fonctions C~ sur G/H port6es par HAH. 
Pour cela on note C u n e  chambre de Weyl dans a pour W(pas n6cessairement 
6gale ~ la chambre C § correspondant  fi N). On pose H = e x p  C c A .  On note 
f2(C) = HHH qui est un ouvert  dans G/H. Si r e C~ (H/T) et q~ e C~ (H) ( c C~ (a)) 
on d6finit q~ = el) (~9, q~) e C~ (G/H) par: 

4~(gH) = 0  si gHCf2(C) 

@(haH)=~(h)q~(a) VheH, VaeH. 

On prend X 0 e - C  et on d6finit q~te C~ (H) par: 

qh(a)=0 si aatCH 

~t(aa,)=~o(aat) si aateH. 
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Lorsque x e W et C = - x C  +, on 6tudie de deux faqons diff&entes: 

lira a; -'(*+~ O,(eb(O, qh)) 

(pour des valeurs convenables de )J. 
La premi6re m&hode consiste fi partir de (*) e t / l  utiliser la formule int6grale 

(+tablie/t la Proposition 3, w 2.7): 

V fe C.(g?( C)) ( c C~(G/H)), 

f ( g H ) d g = C .  ~ j f (haH)D(a)dadh,  
D ( C )  H / T  "ff 

off Ca est une constante d+pendant des normalisations des mesures et D une 
fonction expScite sur A, 

On trouve facilement (Lemme 18, w 7): 

lira at -~(a+~ Oa(~/'(O, (0t))= e(x) d(x, 2) ( j O(h T) dl~) ( ~ q)(a) a- ~'~ +;)da) 
t ~ + ao t t / T  

off ~(x)= _+ 1. 
La deuxi6me m6thode d'6tude de cette limite consiste g 6crire la d6finition 

de Ok et fi 6tudier d 'abord lim a;-X(z+~ ~ot)) ~ ,  qui est un ~l~ment 
t ~ -t- oo 

de 1_ a (identifi6 ~i un  sous-espace de I; 0. 
On d6montre (Th6or6me 1, w 4.3) que cette limite dans I - z  existe et est 6gale 

/~: 

off 

et 

0 si xCWH 

C~uz,~ si xeWe, 

u:t.:~ = ~ ~ ~k(hT)q~(a)a-Z*o rda(hwa)rla.x dt~da 
H I T  ~' 

_ , Wo.~  rh,,, - A (wo, 2) 6~.~ o. 

Ici A(wo, 2) est l'int6grale d'entrelacement de 14 vers Iw-z (qui converge avec 
nos restrictions sur Z), A'(wo, 2) est son transpos~ et 6~~ est l'~l~ment de I~o a 
d~fini par: 

<b~wo,f) = f (x  Wo) Vf~Iwoz, ~o~ 

(ta formule pour rh, ~ 6rant 6tablie au Lemme 11, w 5). 
Pr6cisons que ce r~sultat est obtenu par un argument de convergence domi- 

n6e, les majorations n6cessaires etant obtenues au w 4. 
On a alors: 

lim a;-X(a+P)Ox(~(~O,~ot))~O si xq~Wn 
t ~ + o o  

~CG(ua,~,  ~ - z )  si x6WH. 
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On utilise alors les propri6t6s des int6grales d'entrelacement (entrelacement, pro-  
pri6t6s relatives h la transposition) et on fait passer l'int6grale d 'entrelacement 
fi droite (en transposant) pour obtenir:  

o~ 

Vx~W,~, (U~,x ,~_D=(va,x ,A ' (wo,  - W o , ~ ) ~ - D  

Va, x= ~ ~ O(hT) -~(,~+o) ' ~o~ " q)(a)a gwoa(h)6~wo dhda. 
H/T 

On calcule alors l'effet des int6grales d 'entrelacement sur r ~ (Th6or6me 2, w 5) 
en se r6duisant aux groupes de rang 1 (SL(2, ~)), pour lesquels les calculs sont 
faits explicitement (w 6). 

On volt  alors que le support de v~,x est contenu dans un ouvert  sur lequel 
A'(wo, --Wo 2) ~_a est une fonction C~ Le calcul s'ach6ve par l 'emploi d 'une 
formule int+grale. La comparaison des r6sultats obtenus par les 2 m6thodes 
donne le th6or6me cherch6. 

Situons notre travail par rapport  ~ ceux d'autres auteurs. 
Dans le cas SL(2, ~)/SL(2, ~,~) le r6sultat principal (Th6or6me 3) est dO 

explicitement ~i P. Harinck ([20, Th. 3.4]) et repose sur les r6sultats de Farau t  
([8]). Le cas GL(n, C)/U(p, q) a 6t6 6galement trait6 par N. Bopp et E Harinck 
(travail en cours). Ce r6sultat j o u e  un r61e important  dans la d6rivation de 
la formule de Plancherel pour ces espaces sym6triques, en permettant  d'identifier, 
dans les formules d'inversion du type de celles obtenues par S. Sano ([21]), 
des distributions sph6riques /l des coefficients g6n6ralis6s (cf. [20, w 4]). Not re  
m6thode diff6re de celles de ces auteurs. 

Remerciements. Je remercie vivement Pascale Harinck pour d'utiles conversations dans lesquel- 
les elle m'a expliqu6 ses r6sultats sur SL(2, 112). Je remercie 6galement Jacques Carmona pour 
m'avoir patiemment 6cout6 et fait b6n6ficier de ses critiques 6clair6es pendant l'~laboration 
de ce travail. 

1 Notations-Conventions 

1.1 

Si X est un ensemble, on notera IXI son cardinal. 
Si E est un espace vectoriel r6el, on notera Er son complexifi6. 
Si E est un espace vectoriel complexe et F un sous-espace vectoriel r6el 

de E avec F c~ iF = {0} on identifiera parfois Fr ~ F + iF c E. 
Si E est un espace vectoriel localement convexe s6par6, on notera  E' son 

dual topologique. Le crochet de dualit6 sera not6 ( , )  et parfois ( , ) e . e , -  Si 
A est un op6rateur continu de E dans F (avec E, F e.l.c.s), on notera A'  le 
transpos6 de A qui envoie F '  dans E'. 

Si r o n  a une repr6sentation n d 'un  groupe G dans E, e.l.c.s, par des op6rateurs 
continus, on notera n' la repr6sentation contragr6diente d6finie par n'(g) 
= ( n ( g -  1)) ' . 

Si E est un espace de Hilbert (r6el ou complexe) on notera ( , )  le produit  
scalaire (lin6aire en la l~re variable). 
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1.2 

Si L est un groupe de Lie, on notera l son alg6bre de Lie, U(1) l'alg6bre envelop- 
pante de lr L'action r6guli6re gauche (resp. droite) de De U([) (resp. geG) sur 
f, fonction C ~ sur L, sera notre Lof(res  p. RDf, resp. Lgf, R~f). 

1.3 

Pour les g6n6ralit& qui suivent nous renvoyons fi [3, w 2], [4, w 1.3] et [17]. 
Si X est une vari&6, on notera @(X)= C~(X), g ( X ) =  C~(X) munis de leur 

topologie usuelle et ~ ' (X)  (resp. ov'(X)) l'espace des distributions (resp. distribu- 
tions fi support compact) sur X. Si X est un groupe de Lie (resp. un espace 
homog~ne d 'un  groupe de Lie) muni  d 'une mesure de Haar  (resp. invariante) 
A gauche, on identifie ~(X)  (resp. ~(X))  fi un sous-espace de ~ ' (X)  (resp. E'(X)). 
Si G est un groupe de Lie (unimodulaire pour simplifier) muni d 'une mesure 
de Haar  dg, pour  ~0, fonction sur G, on note q~ la fonction sur G dhfinie par 
~b(g)=~0(g-~). On &end cette op4ration aux distributions (par transposition). 
Si (~, I) est une reprhsentation C ~ de G sur un  espace localement convexe 
s6par6 complet, il existe une repr6sentation de l'alghbre de convolution E'(G) 
darts I, not6e 7r, telle que: 

(1) Vz~g'(G), V f~ l ,  VT~I', 

(~ ( z ) f  T)L r = (z, c:. T)g'.r 

Off C:, Test le coefficient de 7r d6fini par 

c :, T(g)= ( ~z(g) f T) .  

II existe aussi, sous les m~mes hypoth&es, une repr6sentation de #'(G) sur I', 
not6e ~z' telle que: 

(2) 

Alors (1) et (2) impliquent:  

(3) 

u fEl ,  Tel '  

( f ,  ~'(~) T )  = (~ ,~ : .T) .  

w e g ' ( o ) ,  (~(~))' = ='(T3 

2 Quelques faits  sur |a structure de G/H et une formule int~grale 

2.1 

Soit G u n  groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et simplement connexe 
d'alg+bre de Lie 9. 

Soit D une forme r6elle de g. On note a la conjugaison de 9 par rapport 
b, ainsi que l ' involution de G qu 'on  en d6duit. On note H l 'ensemble des 
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points fixes de a dans G. On suppose dans tout cet article que H admet un 
sous-groupe de Cartan compact. 

Soit q = {X ~ g [ tr (X) = - X}. On a g = [~ | q et q = i b. On se fixe une involution 
de Cartan, 0, de G qui commute  /t a. On note K le sous-groupe des points 
fixes de 0 et p=i t={X~g lO(X)=  - X } .  

On se fixe un produit  scalaire sur g (regard6e comme r6elle), ~ ,  d6fini par: 

VX, Y~q, ~ ( X ,  Y)= - T r ~ ( a d X  ad(0(Y))). 

On note T u n  sous-groupe de Cartan compact de H contenu dans K. On note 
a = i t = q  et A le sous-groupe analytique de G d'alg6bre de Lie a. Si P e s t  un 
sous-groupe parabolique minimal de G contenant  TA on notera Np (ou N) 
son radical unipotent. On note W le quotient du normalisateur dans K de 
a, NK(a ) par son centralisateur dans K (qui est 6gal ~ T). C'est aussi le groupe 
de Weyl de (K, T). On note W u le quotient du normalisateur dans Kc~H de 
a par T q u i  est aussi le groupe de Weyl de (KocH, T). On a Wn=W. Si w ~ W  
on notera de la m~me fagon un repr6sentant de w dans Nr(n ). Noter  que, comme 
T=H,  on a w ~ W  n si et seulement si tout repr6sentant de wes t  dans H. 

Remarque 1 Le fait de ne pas distinguer entre 616ments de W e t  repr6sentants 
ne conduira pas dans cet article ~ des probl6mes fficheux. En effet, h chaque 
fois qu'une construction fera intervenir un repr6sentant de we W, on verra que 
celle-ci ne d6pend pas du choix de celui-ci. Cela permettra un certain all6gement 
des notations. 

2.2 

On se fixe un parabolique minimal de G, P, contenant  TA. On note A l 'ensemble 
des racines de t .= t |  dans g et A § (ou A +) l 'ensemble des racines de tr 
dans 1t. On notera pc (ou pc, e) la demi-somme des 616ments de A +. On notera 
6i, i =  1, . . . ,  E les poids fondamentaux de A (relativement a A +) et pour  chaque 
i, on note (gi, Vii) la repr6sentation irr6ductible holomorphe  de G de plus haut  
poids 6i, que l 'on munit d 'un produit  scalaire invariant par K. On notera e6, 
un vecteur de plus haut poids de ~i et de norme 1, et e~ = e6,, e~ . . . .  , e"g une 
base or thonorm6e de V~ form6e de vecteurs-poids sous tr (e~ 6tant de poids 

n, 

, i __ e i ( ~ ( e i )  off ((el)') est la base /aj). Dans Vi| / on consid6re le vecteur v n -  ~ j J' 
j - -1  

duale de (e~). On munit V/ du produit  scalaire d6duit naturellement de celui 
sur Vii. Notez  que v~ cor respond/ l  l'identit6 dans 1'identification de Vi@ V/avec  
Endr et ne d6pend pas du choix de la base or thonorm6e choisie. On d6finit 
alors une fonction ei sur G par: 

Vg~G, ei(g)=((ni(g)| (e~,| vn).i 
On a aussi 

Vg~ G, ei(g) = (xi(g) e~,, n'i(a(g)) e'~,). 

La fonction e ies t  analytique sur G e t  v6rifie 

Vh~H, geG, t~T,a~A, neN, ei(hgtan)=aZ~'ei(g). 
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Ici on  a not6 a ~ a 2a '  le quasi-caractdre de A de diff6rentielle 26~1 .. Plus g6nbrale- 
ment,  si ,~ est une forme lin6aire sur tr ou a, on  note  x ~ x a l e  quasicaractare 
de T A  ou A de diff6rentielle 2. No tons  que la demi-somme des poids de a 
dans n (regard6 comme r6el), p (ou Pe) est 6gal fi 2pr 

2.3 

Lemme 1 Si w est un repr~sentant d'un ~lOment de W,, iT (w- l )  w e s t  un OlOment 
de T indOpendant du reprOsentant choisi, et notO tw. On a t 2 =  1 et ~ ( w - 1 )  w 
= w 1 tT(w) = tw. De plus tw = 1 si et seulement si w E W H. 

DOmonstration. Si t ~ T, w t w-~ est dans T et donc fix6 par  (~. D 'o~  w t w - ~ =  tr(w) 
t a ( w ) - 1 .  Donc  ~r(w) ~w centralise T et c'est un 616ment, tw, de T. D 'au t re  part,  
si t ~ T ,  a ( w t ) - ~ w t = t - ~ a ( w ) - ~ w t = t - l t w t = t w  . D o n c  tw est ind6pendan t  du 
r ep r&en tan t  choisi. On  a a(tw) = tw puisque twe T. 

Alors:  

t 2 = t w ( T ( t w ) =  O'(W)-1W(O" (O'(W)- 1W)) 
= ~ ( w ) -  1 w w -  1 ~ ( w ) =  1. 

D'ofi:  

Ma in t enan t :  

Donc :  

t w = t ~  1 et a ( w ) - ' w = w - X a ( w ) = t w .  

tw= i c~tT(w)-  l w =  1 

~*w=a(w). 

tw = l ~ w ~ WH . [] 

2.4 

On rappelle que les doubles  classes ouvertes de G modu lo  (H, P) sont  exactement  
les ensembles  H w T A N = H w A N  off w e W ( n o t e z  que w T n e  d6pend que de 
w e W )  (cf. [ i ,  Prop. B.1]). 

E tud ions  les fonct ions ~i sur ces doubles  classes. 
O n  a, avec les no ta t ions  6videntes: 

Or: 

e i ( h w t a n ) = a  2~' r,i(w ). 

el(W) = Qzi(w) e ~,, 7z;(er (w)) e; , )  

= (rci (a(w)-  'w)  eo,, e;,). 

D'ofi  ei(w ) = t~d. 
C o m m e  t2~ = 1, on  a t~ = + 1. C o m m e  G est s implement  connexe, les caract6- 

r e s t - - *  t ~' engendren t  le groupe des caract~res de T. D o n c  t ~ =  1 pour  tout  i 
6quivaut  ~ tw = 1, i.e. we  WH. 
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Proposition 1 (i) Les fonctions e i sont rdelles et de signe constant sur chaque 
double classe ouverte de G modulo (H, P). 

( i i)  G -  U H w A N =  ei(g)=0 . 
w ~ W  

(iii) H A N =  {g~Gle~(g)>0, V i=  1 . . . . .  #}. 

DOmonstration. On a vu (i). Pour  (ii), voir la d6monstration du Th6or6me 2.5 
de [13]. Les fonctions consid6r6es par Olafson ne sont pas exactement les m~mes 
que les n6tres ou du moins sont pr6sent6es de fagon diff6rente. Pour (iii), on 
voit que, si g ~ H A N ,  les e~(g) sont strictement positifs. R6ciproquement, si e~(g) 
> 0  pour  tout i, de (ii) on d6duit que g ~ H w A N  pour  un w~W. D'apr6s ce 
que l 'on a vu, e,i(w ) > 0 pour tout i implique we Wn et H w A N  = HAN.  [] 

2.5 

On note que a est un sous-espace de Cartan de q (cf. [10, Def. 2.2]). On note 
s~r le sous-ensemble de Cartan de G[H correspondant (cf. [10, Def. 2.2]), i.e. : 

= {gHEG/H[ga(g) -  1 centralise a}. 

Proposition 2 ( i )  d =  U A w H =  U wAH.  
w 6 W  w ~ W  

( ii ) On a A w H ~ A w' H # O si et seulement si w Wn = w' W u auquel cas A w H 
= A w ' H .  

DOmonstration. On sait d'apr6s [-14, w 3], que d =  ~) Aki  H pour des k ieK.  
i = l  

Soit k e K  tel que ka(k)-1 centralise a (donc T). Alors:  

(Ad k) Ad (6 (k) - 1) (T) = T 

Ad(r~ (k))- I(T) = Ad(k -  ') (T). 

Notons  T l = A d ( k  -1) T. C'est un sous-groupe de Car tan de K. Montrons  que 
T 1 est indus  dans H. En effet, si t l~T1,  on a tl =k  -1 tk  pour un t~ T. Alors 

tl 6 ( t O -  1 = k -  1 t k  or(k)- 1 t -  1 or(k). 

Et eomme ka(k ) -  1 centralise T: 

tl 6(tl )-1 = k -  l t t -  l ka (k ) -  l a(k)= l. 

Done t l ~ H  et T1 est un sous-groupe de Cartan de K ~ H .  I1 existe h ~ H c ~ K  
tel que: 

A d h ( T l ) =  T, soit encore 

Ad(h k -  1) T= T. 

Done hk-~  normalise T ainsi que kh-1.  Alors  kH = w H  pour un w~ W. D 'o6 :  

, . ~  ~ A w H .  
w ~ W  
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R6ciproquement ,  si g =  awh avec aeA, h~H et w6NK(a ) = NK(T), on a: 

ga(g)- t =awa(w)-1 a-1. 

Or a(w)-~w=tw, i.e. w = a ( w )  t~. Doric wet(w) -1 =~r(w) twa(w) -1 =a(wt~w 1). 
C o m m e  w normal ise  T et que ~r fixe T, on a: wa(w) - l=wt ,~w- leT .  C o m m e  
A et T commutent ,  on  a: 

g~r(g) -1 =wtww- l~T ,  

et ga(g)-~ centralise T. Ceci ach6ve de prouver  (i). 
P rouvons  (ii). Soient w, w'~NK(a). Comrne w, w' normal i sen t  A, on a: 

A w H ~ A w ' H ~ : O c ~ w -  1 w' 6AH. 

Or H = exp(p c~ b) (K c~ H) puisque b = ([ c~ b)@(P n b) est une d6composi t ion  de 
C a r t a n  de b. Alors:  

AwHc~Aw'H~:O~-~ao~A, X ~ p ~ b ,  

k ~ K ~ H ,  w-~w'=ao(expX)k .  

C o m m e  w-1 w'6K, en appl iquant  0 aux deux membres  de cette derni+re 6galit6, 
on obt ient :  

ao (exp X) k = ao ~ (exp - X) k, 
soit encore 

a~ = exp ( -  2 X). 

Or  A ~ H  est r6duit ~t l'616ment neutre  et exp est injective sur p. D'ofl  a o =  1 
et X = 0. F ina lement  

AwH=Aw'H,c~w- lw '~Kc~H.  [] 

2.6 Choix des mesures de Haar 

Le produi t  scalaire euclidien M sur .q in t rodui t  en 2.1 permet  de s~lectionner 
sur  les sous-groupes de Lie de G (et sur G lui-m~me) une mesure de Haa r  

gauche q u ' o n  appellera mesure s t anda rd  (cf. [ I  1, w 7]). 
Si L c G est compact ,  la mesure ainsi s61ectionn6e ne sera pas en g6n6ral 

de masse totale  1. On no te ra  vol(L) cette masse. On  appellera mesure normalis6e 
la mesure de Haar  sur  L de masse totale 1. A l 'exception des sous-groupes 
K et T de G pour  lesquels on  util isera les mesures normalis6es (not6es dk, 
d0,  on  utilisera les mesu re s / t  gauche s tandard  (sauf men t ion  expresse du con- 
traire) (not6e d f  pour  un  sous-groupe L). Si Q c L  sont  des sous-groupes de 
Lie de G et qu'il existe une mesure invar iante  ~t gauche sur L/Q, on notera  
d ?  celle qui v&ifie: 

Vf~C~(L), ~ f ( d ) d d =  ~ (~ f(dq)dq)d/ ' .  
L L/Q Q 

2.7 Une formule int~grale 

Avec ces choix, on a la propos i t ion  suivante:  

Proposit ion 3 Soit w~W. Soit Cune  chambre de Weyl dans a relativement fi A 
(pas nkcessairement celle correspondant ?t A § = A~). On note c~ = exp C. Alors: 
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(i)  l'application Fw: H / T x  cg _., G/H d~finie par Fw(hT, a ) = h w a H  est un dif- 
f ~omorphisme de H / T x  cg sur son image notOe f2w( C ). 

(ii) Si r est continue sur G/H dt support compact dans Y2~,(C), on a: 

off: 

j ~o(gH)d~,=Co ~ 5qo(hwaH)Dw(a)dadl~ 
G / H  H / T  

Dw(a)= H ]a-~-a~t~] 2 
a ~ A  + 

= H I a ~ - a - ~ t ; l l 2  
a ~  A + 

= H [ a - ' - a ' G I  
~ E A  

et Co=(k)14t(vol T). 

DOmonstration. Prouvons l'injectivit6 de Fw. 
Supposons h w a H = h ' w a ' H  avec h, h'EH et a, a '6~ .  Si x H = y H ,  on a 

x a ( x - 1 ) = y a ( y - l ) .  Ici cela donne: hwa2a(w 1) h - l=h ,w(a , )2a(w-1)  (h,)-l. 
Mais a(w)- ~ w = G.  D'ofi: 

h w a 2 t w w - l h - l = h ' w ( a ' ) 2 t ~ w - l ( h ' )  -1. 

Donc  a 2 t w et a '2 tw sont conjugu& sous G. Or ce sont des 616ments r6guliers 
du sous-groupe de Cartan TA de G. Donc leurs composantes d6ploy6es sont 
conjugu6es par un 616ment de W. Mais  a 2 e t a  'z sont des 616ments de c#. Donc 
a2= a '2, ce qui implique a = a'. Alors h ' - l h  centralise l'616ment r6gulier de TA, 
waZtww -1. D o n c  h ' - lh  centralise TA. C'est doric un 616ment de TA et m~me 
de T puisque TA ~ H = T. D'ofi h T =  h' T et l'injectivit6 de Fw est prouv6e. Etu- 
dions maintenant  la r6gularit6 de Fw. Pour cela, si h~H,  a~C~, on identifie l'espace 
tangent fi G/H en hwaH fi q en associant fi X ~ q  le vecteur tangent en t = 0  
~i la courbe dans G/H, t ~ (hwa exp tX)  H. De faqon similaire, l 'espace tangent 
en (hT, a) fi H/TxCs  s'identifie ~ t"  x a  off t I d6signe l 'orthogonal  dans b de 

t (pour ~). Pour chaque ~ ~ z] +, on choisit X~ 6.q" avec NX, I L = 1 ~  et l 'on pose 
F -  

Y~ = (Ad w) (X,) + a((Ad w) X,)  

Z~ = i(Ad w) (X,) + cr (i (Ad w) (X~)) 

Alors  (Y,),~a+, ( Z , ) ~ +  est une base or thonorm6e de t • Comme a(w)=wt~ 
(cf. Lemme 1), on  a (en notan t  wX~ au lieu de (Adw) (X~), etc . . . .  ): 

Y ~ = w X ~ + G  wo(X,)  

Z ,=i(wX~- t~w wa(X~)). 

Des 6galit& pour  XEt• 

h(exp X)  wa = h wa(a-  1 w-  1 exp Xwa)  

= h w a exp (Ad (a -  1 w -  1) X)  
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on d6duit, en d6signant par P, la projection orthogonale de g sur q, 

(dFw)(h r,.)(X, 0)= Pq (Ad (a- ' w-  l) X). 

De m~me on voit que: 

VYea, (dF..,)(hr,.)(O , Y)= Y. 

Calculons (dF~)thT,.)(Y~, 0)= Y~'. 
On a: 

I1' = p,(a-~ X~ + t~ a~ a(X~)) 

= �89  + t~ a~cr(X~)--a(a-'X, + t~ a~cr(X~))) 

= �89 X~ + t~ a~ cr(X~)--a-~ a ( X , ) -  t~, a~ X~)) 
- - 1  - - a  :t a - ~ (a  - a  t~) ( X , - ~ ( X , ) ) .  

Soit 
t l - - ~  CZ Ct Y~--z(a --a  t~,) U~ off U,=X~-a(X~).  

De m~me on calcule Z'~=(dFw)~nT.,)(Z,, O) et l 'on a: 

Z , - z ( a  - a  tw) V, off V,=i(X~+cr(X,)). 

Si Hi . . . .  , H e est une base orthonorm6e de a, on volt que la famille des Hi, 
U,, V~ forme une base orthonorm6e de q. La r6gularit6 de Fw en r6sulte. Par 
ailleurs, la mesure sur G/H, (resp. H/T, A) est donn6e par une forme diff6rentielle 
co (resp. col, co2) sur G/H, (resp. H/T, A) qui  vaut 1 (resp. (vol T ) - l ,  1) sur une 
base orthonorm6e de Th,~,H(G/H ) identifi6e/t q comme ci-dessus (resp. Thr(H/T) 
identifie f i t  • comme ci-dessus, resp. T,(A) identifi6e fi a). 

Expliquons le facteur (vol T ) -  1. I1 vient de l 'utilisation de la mesure normali-  
s6e sur T pour la normalisation de la mesure sur HIT. Le calcul de la diff6rentielle 
de Fw en (hT, a) montre  que l 'image r6ciproque de co, forme sur Ow(C), par 
Fw, F~* co v6rifie l'6galit6: 

~r - -  ~ COl A F ~ C O _ v o l T I  ] a-~ a,t~ 2 O) 2 Q 

CtEA + 

D'oti la formule int6grale. On obtient les autres expressions de Dw en remarquant  
que: 

la-~-a~t~l=[t~l  ]a-~-t~ a~l 

puisque t~ = _+ 1. Donc 

[a-~-a~t~l=la~-a-~C~l.  [] 

3 S6rie principale et vecteurs distributions H-sph~riques 

3.1 

Soit 2 ~ a~:. On consid~re (rt~, I e) la representation de la s6rie principale sph~rique 
de G induite  C ~ du caract6re de P d6fini par  tan ~ a x. Plus pr6cis6ment I x = {f :  
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G~ffglf est C ~ et f (x tan)=a-Z-Pf(x), VxEG, teT, aeA, n~Ne} et G agit 
par repr6sentation r6guli6re gauche. 

On omettra  souvent les indices P lorsqu'aucune confusion ne sera ~ craindre. 
On notera I=C~(K/T) muni de sa topologie usuelle. Si f~14 on notera f sa 
restr ict ion/t  K qui est invariante/ t  droite par T. On regardera f comme 616ment 
de I. Alors f ~ f  d6finit une bijection de 14 sur I et on munit  Iz de la topologie 
de I transport6e par  cet isomorphisme. Si f~l  on notera f~ l'616ment de 14 
tel que f4 = f  

On notera ffz la repr6sentation de G sur I dbfinie par transport de structure 
de nz par l ' isomorphisme f-- ,f .  

Grace /t la mesure invariante sur K/T, le dual I'=@'(K/T) contient I 
=C~(K/T) et m~me C(K/T). De m~me le dual I~ de I). contient 1_ 4 et m~me 
C_ 4 = { f :  G --* II; I f continue, f (g t a n) = a 4 - Pf  (g)} sur lequel agit G par repr6sen- 
tation r6guli6re gauche. 

De plus n~ laisse stable I_  4 et C - 4  et co'incide sur l _ a  avec na et sur C 4 
avec Faction r6guli6re gauche. De m~me ~ coincide sur I avec ff_z. 

Le transpos6 de l 'op~rateur 14 ~ I (resp. I ~ I~) d6fini par f ~ f ( r e s p ,  f~f.O 
sera not6 TeI '~ T_4~I' ~ (resp. TeI'~--* T~I'), notations qui sont compatibles 
avec les identifications et notations ant6rieures. 

On a la propri6t6 de r6gularisation suivante: Si q~sC~(G) et T~I'~ on a: 

rc'~(cp) T~I-a. 

Remarque 2 On sait que nz est ~i croissance mod6r6e au sens de [5], comme 
espace des vecteurs C ~ d'une repr6sentation Banachique. Alors si l 'on note 
(I4)tK) le (9, K)-module des vecteurs K-finis de 14, tout op6rateur d 'entrelacement 
de (g, K)-module entre (14)tK) et (14,)~r) se laisse prolonger en un op6rateur d'entre- 
lacement continu de G-modules entre Iz et la,. En particulier lorsque le prolonge- 
ment m6romorphe des int6grales d 'entrelacement est d6fini, il d6finit un op6ra- 
teur continu entre I~ et Iw~ et on peut consid6rer son transpos6 (voi plus loin). 

3.2 

On 6crit 2~a'~ dans la base de a~ formSe des restrictions 8i des fit a a: 

On a 

g 

2 = 2  ~ ),iSi. 
i = 1  

i = !  i = 1  

On suppose 2 - p  strictement dominant  i.e. R e ( 2 i - 1 ) > 0  pour tout i. On intro- 
duit alors des fonctions r P, we W d6finies par 

~,,e(g) = ]~ [ei(g)[a,- 1 
i = 1  

= 0  si gr 

si g~HwP 
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Alors il r6sulte de la Proposition 1 que les fonctions ~ " e  sont continues sur 
G e t  d'apr~s les propri6t6s des e~ on a: 

C'est un 616ment H-invariant  de I~ sous ~'a qui est propre sous Faction de 
U(g) ~, centralisateur dans U(g) de b (cf. [13, Th. 5-1]). Sa restriction g K (ou 
K/T) est une distribution ~'~,.e. La fonction 2 ~  ''P d6finie pour 2ea~ avec 
2 - p  strictement A+-dominant  et ~i valeurs dans @'(K/T)=I'  s'&end en une 
fonction m6romorphe cf. [1] ou [13]. Ici on peut m~me utiliser [2] pour voir 
que les singularit6s de ~, .e  sont situ6es sur une famille localement finie d'hyper- 
plans de a~ (de compl6mentaire connexe). 

On notera encore de la mame fagon les prolongements m6romorphes des 
~'~'" P et ~.~" ~ d6signera (lorsque ~ "  e est d~fini) l'616ment de I~ tel que 

Lorsque ~ " e  et ~_'~ sont d6finis, pour tout qo~Cy(G/H) on a n~(~0) ~ " P ~ I _  a 
et l 'expression 

a un sens et permet de d6finir une distribution O~"e que nous proposons d'6tu- 
dier. On notera ~ ou ~f pour ~,~'e et O~ ou O~ e pour O~ 'P. 

4 Etude du comportement asymptotique des distributions Ok 

4.1 Ddfinition de fonctions sur G/H fi support dans Ow(C) 

On se donne une chambre de Weyl de a relativement ~i A. On reprend les 
notations de la Proposit ion 3. On se donne $~CT(H/T)  et 9 ~ C 7 ( E ) .  On d6finit 
une fonction 4~ = q~'~($, qo) sur G/H par: 

�9 ( g H ) = 0  si gHr 

cb(hwaH)=r si h~H, a~A. 

On se fixe maintenant  X 0 ~ - C  et on note a , = e x p  tX  o, t > 0 .  On d~finit pour 
t > 0 ,  q ~  C~ (cg) par: 

(0,(a)=0 si a e ~  et aa,6C~ 

~o,(a)=~o(aa,) si a ~  et aa, ECg. 

On pose: 4~, - q~($,  9,). 

4.2 

Soit x ~ W  et i t { l ,  ..., f}. Notons  e,~, un vecteur dans l 'espace de nl de poids 
x6 i sous tr et de norme 1, et e~,  un vecteur dans l'espace de n'~ de poids - x 3 ~  
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tel que (e~a,, e ~ , ) =  1. Alo r s  e~,a,| est i nd6pendan t  du  choix  de e~a ,. On  
d6finit une fonct ion C ~ sur G pa r :  

r/t, x (g) = ((rti (g) | re} (a (g))) (e~, | e'~,), e~ a, | e'~a,). 

L e m m e  2 ( i )  V g e G ,  a e A ,  n e N ,  t, t' e T, rh,,(t' g tan)=a2a'rh,~(g)  
(ii) V k e K ,  r/i ,~(k)= t~' I(n/(k) % ,  e~o,)l 2 

( i i )  V g e  G, r/i,~ (g )=  t~' I(rq(g) ea,, e,~,)[ 2. 

D#monstration. (i) r6sulte i m m 6 d i a t e m e n t  de la d6finition. Ident i f ions  l 'espace 
V{ de n~ avec l ' espace  de n i p a r  l ' app l i ca t ion  ant i l inbaire  e ~ e' de V,. dans  V/' 
d6finie p a r  e'(v)=(v,  e). La  no ta t i on  (e~)' est coh6rente  avec cette d6finition. 
Darts  cet te  co r r e spondance  on  a:  

V k e K ,  Ve, f e  Vii, ( e ' , f ' ) = ( e , f )  et n~(k) e' =( lh(k)  e)'. 

Donc :  (ni(k) e' , f ' )=(rr/(k)  e , f ) .  
Par  ail leurs,  c o m m e  a agit  t r iv ia lement  sur T on voit  que n' i et n'~ o a d6finissent 

des repr6sen ta t ions  6quivalentes  (et i r r6duct ibles)  de K. I1 existe donc  un un ique  
op6ra teur  uni ta i re  T:V~'~ Vii' tel que T entre lace  n'i et n'~oa res t re intes  ~t K et 
tel que:  

T e'~ = e '~ . 

S u p p o s o n s  (ce qui  est  possible)  que ex~, = rti(x ) ea,. 
Alor s  e~,~, =n'~(x) e~, et: 

Te'~i = Trc' i (x) e'~, 

= =~(a(x))  Te'~. 

= 7r~ (x tx) e'a,, 

puisque  a ( x ) = x t x  (cf. L e m m e  1) et Te'~, =e; , .  
D 'of l  

re'o,  = t2 ~, =',(x) e;, 
2 =t~'(~zi(x)ea,)', car  t ~ - - l ,  

_ _  a l  , 
- -  tx exa,. 

A lo r s  

(rt~ (a (k)) e;, ,  e'~ a,) = ((~z~ (a (k)) (Te;,), e;,o,) 

= (Tn;(k) e'~,, e~,a, ) 

= (rc'i(k) e;,, T - '  e~,,,) 

= (n;(k) e'~,, t2 ~' e'~,) 

= t~(~t'i(k) e~,, e~,~,) 

= t~'(rci(k) ea,, exa,). 

D'of i  rh,x(k)=t~'l(ni(k ) e6,, exa,)[ 2 ce qui  p rouve  (ii). A lo r s  (iii) r6sulte de (i), (ii) 
et de la d6compos i t i on  d ' I w a s a w a  de G. [ ]  
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Donc  si x e W n ,  rh, ~ est positive ou nulle sur 
A +-dominan t  on peut  d6finir 

f l  2t--I /'/z, x = ~i,x 
i = l  

qui est cont inue sur G et 616ment de C_ a = I~. 

G et 

319 

si 2 - - p  est s t r ic tement  

4.3 

Th6or6me 1 On se f ixe  w, xEW. On suppose que C = - - x ( C  +) off C + est la 
chambre de Weft dOfinie par A +. Doric Xo ~ x (C + ). Soient Ip ~ C~ (H/T), ~o ~ C~ (cg). 
On suppose toujours que 2-- p est strictement d +-dominant. 

( i )  si xr Wu on a: 

lim a~ -~(a+o) n~(q'~(~,, ~o)) ~a O. 
t ~+~o  

(ii) Si x6  Wn, l'dlement de I'~, ua~ dOfini par 

U w - -  a,x-  ~ ~ Ip(hT) q)(a)a-Z'wrci(hwa)rh,:, dl~da 
H / T  

est en fait dans I_  ~ et 

lim at -x(z+p) rc~(~'(O, ~0)) ~a = C G ua~,- 
t ~ + c o  

Dans ( i )  et (ii) les convergences ont lieu dans I_  ~. 

4.4 

Remarquons  qu'il  suffit pou r  d6mont re r  le th6or6me de s ' int6resser aux restric- 
t ions  ~i K des 616ments de C_ a consid6r6s, d 'apr6s la d6finition de la topologie 
sur  I_ a. Nous  utiliserons, entre autres,  le lemme suivant :  

Lemme 3 Soit ( f ) , ~  + une famille d'dl~ments de C ~ (K) telle que 
(i)  VD~ U(f), L D f  admet une limite simple lorsque t tend vers + oe. 

(ii) VD~ U([), 3Co>0, Vk~K,  V t ~  +, ]Lof(k)[<C o. 
Alors ft converge uniformkment vers f E C ~ ( K )  et pour tout DeU([), (Loft) 

converge uniform~ment vers LD f lorsque t tend vers + co. 

Ddmonstration. D'apr6s  [15, Lemme 5.1], il existe Dr ,  . . . ,  D,~ U ([) et C > 0 tels 
que 

VfeC~176 [f(e)[<=C ~ S [(L~),f)(k)[ dk 
i=1 K 
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et en appliquant cette in6galit6 aux fonctions Rrf ,  y ~ K  et l ' invariance de la 
mesure dk, on a 

Vf~C~ Vg~K,  I f (g ) i<C ~ ~ ILo, f(k)l  dk. 
i = l K  

Le th6or6me de convergence domin6e de Lebesgue e t n o s  hypoth6ses impliquent 
que les fonctions Lo, f ,  convergent dans L a (K) lorsque t tend vers + oo. L'in6galit6 
ci-dessus implique la convergence uniforme de (f). On proc6de de m~me pour  
les d6riv6es des ft. []  

4.5 

On va poser ft =(aT *~ 7z~(q~') ~ ) ~  e l .  
Pour pouvoir  appliquer ce lemme, on va 6tudier L o f  t pour D~ U(I). Posons 

Alors 

L o  F, = ~ _ ~ (O) F, 

= ~'~(O) ~'~(~7) ~ 

= zt'z(Lo ~ )  ~ .  

Pour cette raison on s'int6resse/l L D ~ ' ( ~ ,  ~0). On introduit  ~x  l'alg6bre fi 616ment 
unit6 des fonctions sur A reg (ensemble des 616ments r6guliers de A), engendr6e 

1 
- -  a s off ~ x ( A  +) et uelI,, avec lul = 1. par les fonctions 1 - -ua  z~' 

Proposition 4 Soit D e  U(9). Alors il existe p e N * ,  

tels que : 

c, . . . . .  u~e u(b), Y, . . . . .  v ~ e u ( o ) ,  

V~geC~(H/T),  V r E C~ (cg), 
p 

Lo ~*(O, q~)= ~ ~'~(Oi(Lu, O), ei(Lr,  q~)). 
i = 1  

Pour d6montrer cette proposit ion nous allons 6tablir plusieurs lemmes. 

Lemme 4 S i Y e U ( a ) et qh e ~ ~ , alors Ly ~o l e ~ ~ . 

D6monstration. Si Yea,  aEA +, L r ( a ' ) =  - ~ ( Y )  a ~ x  

Une r6currence sur te degr6 de Ye U(a) donne le r6sultat voulu. [] 
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L e m m e 5  Si Xeg ,  il existe V~ . . . . .  V~eb~=Adw-t(b) ,  Yea, Z t . . . . .  Z~eb et 
r~, ..., z,, v~, ..., vse~ x tels que: 

VaEA *~g, X :  ~, z,(a) Vii+ Y+ ~ vj(a)(Ada)(Z,). 
i=1 j = l  

D~monstration. I1 suffit de prouver le lemme pour des 616ments d'une base de 
~. Si X e l ~  ou X e o  le lemme est 6vident. Notons  n~=Adx(rt) .  Alors comme 

g = b | 1 7 4  

on a aussi 

(en changeant de forme r6elle et de parabolique minimal). 
I1 reste donc ~t prouver  [e lemme pour X ~ g  ~ avec c~x(A+). On note a '  

= A d w  ~oaoAdw. C'est une involution antilin6aire de ~q dont l 'ensemble des 
points fixes est [9~. I1 est clair que aa'(.q~)=q ~. Comme aa' est IE-lin~aire, aa' 
agit sur ~q~ par un scalaire u~. Mais, o ,a '  sont des transformations orthogonales 
de ~ (relativement/t  M) donc 

u , =  _+1 

et si X e g  ~ on a: 

Posons 

et 

a'(X)=u~(X).  

z =  x + o(X)eb 

v = x  +a'(x)ebw. 

Alors a(X) et a ' (X)=u~ a(X) sont de poids - a  sous a et l 'on a: 

(Ada) (Z) = a~X + a ~a(X). 
O r  

D'ofl 

i.e. 

V=X +u~o(X). 

X -  u~a-" V+(  ~ )(Ada)(Z)  a~_u~a ~ a ~_ ~a-a 

V uu a ~ 
X = ( l _ u ~ a 2 ~  ) ( l_u~a2~) (Ada) (Z)  

et X a la forme voulue. [ ]  

Ddmonstration de la Proposition 4. Un argument de r6currence sur le degr6 D 
et le Lemme 3, montre qu'il  suffit de d~montrer la proposit ion pour D e f t  Soit 
donc X e g .  D 'abord  Lx q~w(~, ~o) est clairement nulle en dehors de f2,~(C). Mainte-  

dimg 

nant, en utilisant une base (Xe) de g, A d ( h w ) - l X =  ~ ve(h)Xe off les vr sont 
g = l  

des 616ments de C ~ (H).  En appliquant le lemme pr6c6dent aux X l on en d6duit 
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l'existence de Vie[~, Yj~a, Zk~ b, Ogi, 09'~, dk' ~C~(H), tpi, ~o), qCk' ~ x  tels que: 
VaEA reg, Vh~H 

Ad(hw) -  t X = ~. cot(h ) opt(a) Vi 
i = 1  

+ ~ o~}(h)rp)(a) Yj 
j = l  

+ i a)~,'(h) ~o~,'(a)(Ada) (Zk). 
k = l  

En tenant compte  de exp ( -  t X) h w a = h w (exp -- t Ad (h w) - t X) a il vient facile- 
ment,  pour h~H et a~C~ 

(*) (Lx q~(O, rp))(h w al l )= -- ~ cos(h) rp~(a)(Rv, O)(h) q~(a) 
i = 1  

+ ~ ~o)(h) q~)(a) (Lrj rp) (a) 
j = l  

off Ui=(Adw) (Vi). 
En effet, si Ve[?w, U =(Adw)  (V)~t~ et si a~C~ on a: 

d w �9 (~, q))(hw (exp tV) all)it= o = d  q~w(ff, qo)(h(exp tU) waH)l~= o 

=(Rv O) (h) ~o(a). 
De m~me, si YEa, 

d ~ w  (~k, ~o) (h w (exp t Y) a U)lt = o = ~ (h) ( - L r ~o) (a) 

et si Ze[1 
d 
dt @~(~' ~o) (hw(exp(t(Ada) (Z)) all)l,= o = 0. 

Mais  pour U e b ,  en util isant une base (Tk) de b, il existe des fonctions OkEC~(H) 
telles que 

dimb 

(R~ O) (h)= ~. O~(h)(L~ O)(h). 
k = l  

En in t roduisant  ces formules pour  les Rv, tp dans  (*) on arrive g une expression 
de L x q~(t~, r qui est du type de celui de la proposi t ion,  fi ceci pr6s que les 
fonctions ~ son t  dans C~(H) et non dans  C~ i.e. 

P 

(**) L x cPw(~, tp) (hwaH)= ~ ~i(h)(Lv, ~k) (h) qo, (a) (Lr, r (a) 
i = 1  

off UIeU(D), YieU(a), qgieM~, rpieC~(H). 
Mais  @w(~k, rp) (htwan)=~w(~k, rp) (hwaH) pour t eT ,  et @(ht)=~b(h). On 

int6gre alors les deux membres de l'6galit6 (**) sur t e T ( e n  ayant  remplac6 h 
par ht) et on obtient l 'expression voulue. [] 
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4.6 

On revient ~t l '6tude de Loft, De U(f) (c.f. d6but de 4.5). D'apr~s la Proposit ion 4, 
calculant L~ 4~'~(~, ~0), et la formule int6grale de la Proposit ion 3, on a: 

P 

(L.ft) (k)= C~ a; -~(~+~ ~ ~ ~ tpi(hT)(L., t))(hT) 
i =  1 H I T  ~g 

�9 qoi(a) (Ly, ~o,(a)) Dw (a) (~'z (h w a) ~ )  (k) d a d t~ 

off DieU(D), YieU(a), OieC~(H/T), q~ie~'~. 
Mais Ly, qo,=(Lr~ q~)~. Or il est clair que si (peC~(rg) et wC(Cg) on a pour 

tout t > 0 
[. q)~(a) v(a) da= (. ~o(a) v(aa_~) da 

,g, ,r 

(notez que a e ~  et t > 0  impliquent aa_tecg). D'ofl 

P 

(Lvf ) (k)=CGaf  ~+~ ~. ~ ~ (O~LD. O)(hT)~o~(aa-,)(L~, (o)(a) 
i = 1 H / T  

�9 Dw(aa_,) (rc'~(hwa) Tc'~(a-O ~) (k) dadl~ 

formule que l 'on pr6fare r66crire sous la forme 

p 

(LDft) (k)= C~ ~, ~ ~ (Oi LD, ~)(hT) ~p,(aa_t)(Ly~ qo) (a) 
i =  I H / T  

�9 a;- 2~o D~ (a a _ t) (rc'~ (h w a) a~- ~(4 - o) rc'~ (a _ t) ~;~) (k) d a d h. 

On consid6re (LDf0 (k) comme somme d'int6grales sur H / T x  cg d6pendant du 
param6tre t auxquelles on va appliquer le th6or6me de convergence domin6e 
pour voir que les hypoth6ses du Lemme 3 sont v6rifiees. 

Lemme 5 On conserve les hypotheses du Th~or~me 1. 
(i) 3C~ >0,  VkeK,  Vt>O, l a i ~ - P ) ( ~ ( a _ ~ )  ~ )  (k)l _-< Ca 

si x(~ W~ 
(ii) Vk~K, lim a~-*(z-P)(n~(a_,) ~a)(k)= { ~ ~(k) si xe  W n. 

t ~ + o o  

D6monstration. On 6tudie d ' abord  e~(a, k): 
n, 

el(at k) =((~i(a, k)| k))) (e6, | ~ el| 
j = 0  

En utilisant le fair que O(a_t)=a,, a(a~)=a_~, que e~ (resp. (e~)') est de poids 
~ (resp. - /~j)  sous t r  l ' invariance des produits  scalaires sous K, on en dhduit 

nl 

e~(a, k)= F, a~,~(n~(k) e6., el)(ni(a(k)) e;., (el)'). 
j = 0  

Comme a, = exp tXo avec Xo ~ x(C +), on a, pour  tout  j e t  tout t > 0: a 2u~ < a 2.~', 
puisque ~ est de plus haut poids  6~. 
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D'ofl l 'on d6duit, en utilisant l 'unitarit6 de n~ et n'~ comme repr6sentations 
de K:  

(4) 

D'autre  part on a: 

V t > 0 ,  V k e K ,  la~-2~'~'ei(ark)l<=ni. 

lim at2~Z, atZ"~=0 saufsi  # j = x b i  
t ~  q- co 

(ce qui n'arrive que pour  un indice j). 
Alors :  

l im a t  2x'~' ei(a t k)=(ni(k ) e~,, exo,) x (n'i(a(k)) e'~,, e~,) 
t ~  +oo  

i.e. 

(5) l i m a ; -  2~, ei(a~ k) = rli,~(k ) 
t ~ + o o  

(d'apr6s la d6finition de th, ~, c.f. 4.2). 
Or 

(n~(a_t) ~4)(k)= ~z(at k) 
et 

(6) 

(car ~. c C_ 4) 

~ =  I ]  Sup(ei,0) ~'-1 
i = 1  

d'apr6s la d6finition de CA et la Proposi t ion I (iii). 
g 

Alors  (4) implique la majora t ion  du lemme en prenant  C1 = IF] (nl) R~4'- 
i=l 

D'autre  part (5) implique que pour  tout i: 

lim aZ 2x~' Sup(ei(a~ k), 0)=Sup(rh,~(k), 0) 
t ~ -i- a )  

et (6) donne alors:  
g 

lim a~ -x<~-p) ~4(a, k )=  17I (Sup(rk~(k), 0)) 4'- 1. 
i = 1  

Or, si x C W z ,  l 'une des fonctions r/~,~ est toujours n6gatJve ou nulle d'apr~s 
le Lemme 2 (iii) et l 'on a bien la limite voulue. Si x ~ W s ,  cette fois, toujours 
d'apr6s le Lemme 2 (iii), routes les fonctions q~,~ sont positives et la limite est 
bien 6gale fi t/4.~(k ). [ ]  

Lemme 6 Soit U un compact de G. II existe une constante C v > 0  (d@endant 
de 2) telle que: 

V f E C _ z ,  sup J f (uk)J~Cusup] f (k )] .  
(u,  k ) ~ U  x K kE K 

Ddmonstration. En effet U K  est un compact  de G, done contenu dans un sous- 
ensemble de G de la forme KU~ U 2 avec U 2 compact  de A et U2 compact  de 
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N. Utilisant la propri6t6 f (kan)=a~-~ on voit que l 'on peut prendre Cv 
= sup laX-~ I qui est fini puisque/21 est compact. [] 

acUt  

Appliquons les deux lemmes pr6c6dents en prenant:  

U= {hwalh T~Supp ~, aeSupp  q)} 

et posant Ce.o=C v C1 on a 

Lemme 7 (i)  3C~o,q,, VkeK,  t>0 ,  heSupp  ~, aeSupp  ~p 

laf~-~)(n'~(hwaa-,) ~)  (k)l ~ C~,q, 

(ii) Vk6K, t > 0 ,  h~Supp ~, a~Supp q0 

lim a~-~()~ waa ,) ~ )  (k) = ~0  si xql W~ 
,~ +~_. hwa x~ I.(ni( ) t/a ' ~) (k) si % "  

I1 reste pour pouvoir appliquer le th6or+me de convergence domin6e ~ contr61er 
Dw(aa_t) et q)r t) pour t > 0  et a t  Supp ~p. 

A cette fin on va 6tablir: 

Lemme 8 ( i)  Soit v e . ~ .  La famille de fonctions a ~ v(aa_O converge simplement 
(sur c~) quand t ~ + oo. De plus, il existe C,,~, telle que 

VaeSupp q~, u  Iv(a_,a)l<=C~,~ 

(ii) V aeC~(=exp(- x(C+))), 

lim a~ - z~~ Dw(aa_O=a - 2~~ 
t ~ + o o  

et 3Cw.~o, Va~Supp q~, ]at -2~p D~(aa_,)] < C~.e. 

Ddmonstration. Soit o~xA +. Alors (aa_t)~=a~(exp-te(Xo)). Mais Xoex(C+). 
D'ofi ~(X0)>0 et lim (aa_,)~=0. De plus ~ + ~  

3C1,~0, Cz.~E]0, 1[, VasSupp  q~, 

Cu~<(aa-t)~<= Cz.,p. 

En effet a%t<l et si aE~=exp( - -xA  +) on a a ' < l .  Par compacit6 de Supp ~0 
on en d6duit l'existence de C1.~ et C2,~. Ceci implique facilement (i) pour les 

1 
g6n6rateurs de ~ ,  a" et 1 - u a  2 ~ '  o~exA +, lu[ = 1, et doric pour tousles 616ments 

de ~ .  
Prouvons (ii). D'apr~s la Proposition 3 on a: 

D~(a) = ]~ la-~-a~t~l 

= ]-1 la-~-a~t~l 2 

car [a-~-a' t~l=la'--a- ' tg '](car t~= • 1 6 3  
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et 

D'ofl 

Doric 
D~(a)= YI a-2~ll-a2~t~] 2 

~ x A  + 

Dw(aa- , )=a-  Zt ~p a- 2~~ [I  [1-(aa-t)2"t~,[ 2. 
e t~xA + 

lira aF z:,~, Dw(aa -t) = a-  2:,p 

(car t l i m  (a a_ t)2, = 0). 

Par ailleurs la majorat ion de (a a_ t) ~, pour t > 0, ~e x A -~ et a~ Supp q~, donn6e 
ci-dessus permet de majorer at2XPDw(aa_t) comme d6sir6. [] 

4.7 Fin de la ddmonstration du Thdorkme 1 

Le Lemme 7 et le Lemme 8 permettent d'appliquer le th6or6me de convergence 
domin6e/~ l'expression de (Loft) (k) (cf. d6but de 4.6) et d'appliquer le Lemme 3. 
Le Th6or6me 1 en r6sulte. 

5 lnt6grales d'entrelacement 

5.1 

Dans ce paragraphe nous aurons it consid6rer d'autres paraboliques minimaux 
de G que le parabolique de d6part, P. Lorsque nous en aurons besoin nous 
utiliserons P e n  indice (sup6rieur ou inf6rieur) pour indiquer la d6pendance 
en P de nos constructions. Nous l 'omettrons lorsque seul P interviendra. On 
note Vp=O(Ne). Si w ~ W  on normalise la mesure de Haar sur Vvc~w-lNpw 
comme dans [12], ce qui est un choix diff6rent des mesures standard (et des 
choix de [6]). Ces mesures seront encore not6es dr. 

Pour  w ~ W  on note Oe(w)={2~a'clRe(2,a)>O, ValSe(w)} off Se(w) 
= ~ - w - ~ ( ~ ) .  

On d6finit alors pour 2~De(w ) l 'int6grale d'entrelacement Ae(w, 2): e v 
par la formule suivante (cf. [12, Formules 1.7, 1.9]): 

Vfe l z ,  Vx~G, (Ae(w, 2 ) f ) ( x ) =  S f I x w v )  dv 
V p f ~  W -  l N p w  

off l'int~grale converge absolument. 

Remarque 3 On peut consid6rer le transpos6 A'v(w, 2) de Av(w, 2). Mais les int6- 
grales d'entrelacement v6rifient des propri6t6s de dualit6 et l 'on a d'apr6s [12, 
Prop. 7.8 (ii)] et la continuit6 des Ap: 
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D 'au t re  part ,  comme on est dans le cas sph&ique,  Ae(w, 2) ne d6pend pas du 
choix du repr6sentant  de w utilis& 

Pour  we W on d6finit un  op&ateur ,  R(w), de C(G/T) dans  lui-m~me par:  

R(w) f (g)= f (gw). 

I1 est clair que R(w) envoie Iav dans -warwt~w-~ et entrelace n v e t  nw~ww'-'. Encore 
une fois R(w) ne d6pend pas du choix du r ep r&en tan t  de w. 

Le lemme suivant  est a is6/ t  6tablir  et laiss6 au lecteur. 

Lemme 9 Soit we  IV,, cr A et s~e W la sym&rie correspondante. On notera fl= wet. 
Alors s~=ws~w -1. Soit 2~a'r Si s~2~Dv(s~) on a s p w 2 = w s ~ 2 ~ D w w  ,(s~) et 
le diagramme suivant est commutatif : 

lws=,~wPw I A~p~ ,(sp~ws~A) ]w).WPw J 

Lemme 10 Soit 2~ o/r avec Re(A--pe)  strictement A ~,-dominant. Alors, pour we  W,, 
O n  a :  

R (  ~ t , r - l , w P w - l _ ~ w , P  

off R(w)' est le transposO de l'op~rateur R(w): IaP ~ Iwz~Pw-~. 
w P w  - I w P w -  1 D~monstration. I1 est clair que R(w)' agit sur C wa ~ ( I ~  ) par  R (w- l ) ,  

car pour  tout  f, g~C(K/T) ,  

f ( k w ) g ( k ) d l ~ =  ~ f (k)g(kw-~)d!~.  
K / T  K I T  

L'6gali t6/ t  prouver  se r6duit  a lors / t  

VgeG,  ~ ' ~ e w - ' ( g w - 1 ) = ~ ' V ( g ) .  

Or, si g r  ~ " e ( g ) = 0  et g w - l ( ~ H w P w  -~ implique r  
Donc:  

Vgq~HwP, ~ ' e ( g ) = ( w v w - ' ( g w - ~ ) = O .  

Main tenan t ,  si g E H w P ,  on a g = h w a n  avec heH,  aeA ,  nEN e. Donc:  

et 
~'~'e~'- ~ (gw-1)= x l '~e~- '  (hw-  l w a w -  l w n w - 1 )  

Mais w n w -  l ~N~e~- ~, w a w -  l eA.  D'ofl:  

r ~ (gw - ') = (w a w -  1)~,,~-~,~- ,. 

Mais Pwe~,- ,=wPe.  D'ofi l'6galit6 voulue. [ ]  
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5.2 

R a p p e l o n s  (cf. w 3.1) que  l ' on  a u n  i s o m o r p h i s m e  T ~  T (resp. T ~  T_k) de (If) '  
su r  I ' = ~ ' ( K / T ) ( r e s p .  de I '  sur  (If) '). 

Si w e W o n  no te  6w e 9 '  (K/T)  la d i s t r i b u t i o n  de D i r a c  en w Te KIT. O n  n o t e r a  
6~ au  lieu de  (6w)-z (ou 6~ 'Ps i  on  veut  faire a p p a r a l t r e  la d 6 p e n d a n c e  en P). 
A l o r s  on  a:  

L e m m e  11 Soit x s W n .  Soit w o l'Oldment de W tel que wo(Ae)=--Ae+ + (on a 
w 2 = 1). Si R e ( 2 - p p )  est strictement A~-dominant, on a: 

Ae(wo,2)  .,ok,e__ e 
' bxwo --rlz.x. 

Ddmonstration. O n  o m e t  les ind ices  P. O n  a 2 r  et A(wo ,2 ) :  I z ~ I w o z  
est  b ien  d6fini. D o n c  A'(wo, 2) e n v o i e  1"o4 sur  1~ et c o m m e  t /z ,x r  z c I ) ,  l '6ga- 
lit6 du  l e m m e  a u n  sens. P o u r  la p r o u v e r  il suffit de compare r ,  p o u r  f e l  z, 
<A'(wo,  2) 6~~ et (~lz.x,f>v~,t~. M a i s  

-- '"  2" 6 w~ ~ . . . .  wo z a t W o ,  ) . . . .  J ) = ~ o  . . . .  A ( w o , 2 ) f >  

= (A (Wo, 2) f )  (x wo) 

= I f ( x w o w o v ) d v  
�9 O(N) 

= ~ f ( xv )dv .  
O(N) 

P a r  ai l leurs 

(rlz,~,f> = ~ tlz, x(k) f (k) dk 
K 

= S th, x ( x k ) f ( x k ) d k "  
K 

M a i s  avec  n o t r e  n o r m a l i s a t i o n  des  mesu res  de  H a a r  su r  K r O(N), on  a p o u r  
t o u t  FEC_ 2o 

F(k) d k =  ~ F(v) dv 
K O(N) 

(cf. [18, 8.4.7];  la n o r m a l i s a t i o n  de dv darts [18]  co inc ide  avec la n6tre) .  
O r  ~h.x(X.)f(x.)~C_2p. D'of i  

< q a . x , f >  = ~ r l , .~(xv) f (xv)dv .  
O(N) 

g 

M a i s  ~z ,~=  I ~  l?~'f 1 et  c o m m e  x e W n ,  
i = 1  

r/i, x (g )=  I(ni(g) eo,, e~z,)[ 2 (cf. L e m m e  2). 

P r e n a n t  e~a, = n~(x) % on  a d o n c  

th.x(XV ) = I(ni(V) eo,, %)12 

= I(%, lh(O(v- 1)) %12 



C o e f f i c i e n t s  e t  d i s t r i b u t i o n s  s p h 6 r i q u e s  s u r  G c j G r ~  3 2 9  

et c o m m e  O(v-~)~N, on  a 

D 'o i t  l ' on  d6dui t :  

(t/~,.~, f )  = 

rh, Axv)= 1. 

f (xv)dv=(A' (wo,2)h~~ �9 [] 
O(N) 

D ' a p r 6 s  le l e m m e  pr6c6den t  on  a, avec  les n o t a t i o n s  et  hypo th6ses  d u  Th6o-  
r6me 1 : 

uz TM, x = A'  (w e , 2) vz TM, x 

avec  

v~.x = S ~ O(hT)q)(a)a-2X~ dadl~ 
H I T  

(on  a utilis6 la  p r o p r i & 6  d ' e n t r e l a c e m e n t  de A'(wo, 2)). 

L e m m e  12 On a v ~ , ~ l  woa( Cl'~oa) et 

vz~x(g)=0 si g ~ H w x w  oAN, 

vx~,~(hwxwo) = 1  ( ~ ~o(a) a-X(x+P)da) ~p(h), 
CO 

off Co est une constante que nous prkciserons dans la dkmonstration. 

DOmonstration. P a r  duali t6,  on  o b t i e n t  fac i lement :  

w o )~, ! ~ x w  o - -  ~ w x w  o �9 

E n  effet, si felwoz,  

t Wo)~ __ w 0 i  ~ - (nwox(Wa)6 . . . .  f ) - - ( 6  . . . . . .  a((wa) t ) f )  
= f (waxwo)  
=f(wxwo(XWo) -1 axwo) 
=f(wXWo) ((XWo) -1 aXWo)-WO'~-P. 

Mais 

((x Wo)- l axwo)-~o~-P=a-~Wo(~o ~ +p) 
=a-XZ+xo.  

D 'of i  l '6galit6 voulue .  O n  a a lors  

v]'.~,= ~ ~ O(hT) ~o(a) a - ~  +o~n'wox(h) 6~~ dadh. 
H I T  ~' 

D o n c ,  si feIwoz, en u t i l i san t  (2) (w 1), on  a: 

V w ( ~,x,f)=($ ~~ a-x(~+p~da) I O(hT)f(hwxwo)dh. 
H / T  

O n  i n t r o d u i t  a lo r s  une f o n c t i o n  sur  G: 

�9 ( g ) = 0  si g C H w x w o A N  
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et 
�9 (hwxw o an)=aW~ VhEH, aEA, nEN. 

I1 est facile de voir que 4~ est bien d6finie, C ~ sur G (en utilisant le fait simple 
/l prouver  que (h ,a ,n )~hwxwoan  est un diff6omorphisme de H •  •  sur 
un ouvert  de G) et qu 'en  outre ebeI_wo~. Calculons alors 

( ~ , f ) =  ~ ~(kT) f ( kT )dk .  
K/T 

Mais, d'apr6s [13, Lemme 1.3]: 

�9 (k)f(k)dl~=co 2 I ~(k(hy))f(k(hy))a(hy) -2~ 
K/T ye WH\W HIT 

Ici, pour  gE G, k(g)EK, a(g)~A, n(g)EN sont d~finis par  l'6galit6 g = k(g) a(g) n(g) 
(d6composition d'Iwasawa) et Co est la constante de l'6nonc6. 

O r  ~(hy)=cl)(k(hy)) a(hy) w~ est nul si y r  o et 6gal fi O(h) si y 
= wx  Wo. Par ailleurs 

D'ofi 

Finalement 

Vfe  Iwo a, 

D'ofl l'6galit6 voulue. 

f (h y) = f (k(h y)) a(h y)-"~ P. 

( ~ , f ) = c 0  ~ ~9(h)f(hwxwo) dl~. 
HIT 

[] 

( v ~ . ~ , f ) = l  ~ qo(a)a-~Ix+~ 

5.3 

On note, pou r  c~A, H ,  la coracine de cq, (i.e. H,ca). Pour 2Ea~:, on pose 
2, = 2(H,). P o u r  we W,, rappelons qu'on a pos6 Sp(w)= {fleA[, I wflEA[,}. On note 
T(w)= S(w- J), i.e. T(w)= (~E A + Iw- t fle A + }. 

Pour  c~EA, on note  G(~) le sous-groupe analyt ique de G d'alg6bre de Lie 
g(c~) engendr6e par g~ et  g-~. On  dit que ~ est compacte  si G(a)~H est compact  
et n o n  compacte  sinon. On note A c (resp. d,)  l 'ensemble des racines non compac- 
tes. O n  note 

e(c~)= -- 1 si c~ est compacte 

e(c~)= 1 si ~ est non compacte.  

Th~or~me2 Soient w, yeW. On a l'~galit~ de fonctions m~romorphes en 2Ea'r 
it valeurs dans ~'(K/T): 

(A'(w, w-12)~,~)~ =Q~ Tl~(w ~(y~) ( ~ ) )  ( ~ - , ~ ) ~  

off ~ ddsigne l'isomorphisme l'z --* I'= ~ '  (K/T). 
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D~monstration du Thkorbme 2. On proc6de par r6currence sur la longueur de 
w, ?(w), relativement ~ A + =A~-. Si w =  1 il n'y a rien ~t d6montrer. On suppose 
le th6or6me d+montr6 pour  tous les  616ments de longueur inf6rieure ou 6gale 

p>0 .  Soit alors w sW avec ~(w)=p e t a  une racine simple de A + telle que 
~(ws~)=~(w)+ 1. 

On se place en un point 4 off toutes les fonctions m+romorphes (en nombre 
fini) qui interviendront sont  d~finies. C'est certainement le cas pour  4 dans 
un  ouvert de {/zsa~] Re( /~-p)  est strictement A +-dominant}. Alors: 

A(ws,,s,w-~ 4)=A(w,w-a 4)A(s~,s~w-~ 4) 

d'apr+s les propri6t6s des int6grales d'entrelacement (cf. [12] ou [6]) et en trans- 
posant on en d6duit: 

y ~ W - 1  A'(ws~,s~w-~A)~4=A (s~,s~ 2)A'(w,w-~A)~ra. 

L'hypoth+se de r6currence appliqu6e ~ w montre que 

\ f l e T ( w )  \ t ~ , 6 / /  

Mais T(ws,)=S(w-ls,) et d'apr+s [6, p. 51], on a S(s~ w-1)=S(w-1)UwS(s,,) 
(union disjointe). Or ~ est simple, donc S(s,)={~}. D'ofi T(ws,)= T(w)t3(w~} 
(union disjointe). 

I1 reste donc fi prouver que: 

' ~ ( w s ~ ) -  ~ 4"  

Comme tousles  objets sont d6finis cela r6sultera de l'6galit6 de fonction m6ro- 
morphe en 4: 

(7) 

Pour  cela, on va 6tablir: 

Lemme 13 On a l'6galit6 de fonctions m6romorphes en 2 

(A'(s~,s~2) ~)~ = ~(~) (~-) (~ :  4)~ 

(e(~) = - 1 si ~ est compacte, 1 sinon). 

D(monstration du Lemme 13 D'apr~s [1, Lemme 7.4], ce lemme se r6duit au 
m~me r6sultat pour  G(~), qui dans ce cas sera d~montr~ plus loin (w 6). 

Suite de la d~monstration du Th~or~me 2 Grfice fi ce lemme on peut calculer 
A'(s~, s~ w- 12) ~ -  ~4. En effet par prolongement m6romorphe des identit6s on 
d6duit du  Lemme 10: 

~y w,  P __ D [ , , ~ A J  y. I , y w P w -  l y -  1 
w - 1 4 - -  Jt~'-~., V vv] ~ y 4  
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D'of l :  

A'p(s~, s~ w -  1 y . . . .  2) ~,~ , 4 -  Ae (s~, s~ w -  ' 2) R (y w)' ~'~'wew- ,y . 

O n  pose alors  w ' = y w  et f l ' = w ' a  qui  est s imple p o u r  A~, off P ' = w ' P w  '-~,  
2' = w -  12. D 'apr6s  le L e m m e  9 on obt ien t  pa r  t ranspos i t ion :  

A'~(s,, s~ ).') R (w')' = R(w') '  A'p,(St~, , sp, w' 2'). 

D 'of l  

Ae(s~,sa - 1  y w ,  P _ r t t r t 1 , P "  ' w ) . ) ~  , z - - R ( w )  Ap,(Sp,,sB, w 2)~yz  . 

On  app l ique  le l e m m e  pr6c6dent / t  P '  et fl' et l 'on  obt ien t :  

(8) A'p(s~,s, w-~2)~Yw~- ' f~=e ( f l ' ) ( , 2~ lR(w ' )  ' ~ , ,e '  

avec 

e(fl ' )= - 1 si G(fl')c~ H est compac t  

= + 1 sinon. 

Mais  f l '=ywct .  D o n c  (y2)a ,=(y2)yw~=2w, et e(ff)=~.(ywot). Enfin, le L e m m e  10 
m o n t r e  que  (par p r o l o n g e m e n t  m6romorphe ) :  

t t S , , P '  t t ~ y ) ~  �9 R ( w )  ~,~,yz = R ( w )  R(sp,)' l'slJ'P's"' 

O r  R (so,)o R (w') = R (s~, w') et par  t ranspos i t ion  on a 

R(w') '  ~o, ,e ' -  ~s~,yz --R(sp,  w')' ~'z s"'P s~,. 

O n  appl ique  /t n o u v e a u  le L e m m e  10, en tenant  c o m p t e  du  fait que  sa, P '  sa, 
=s~, w'P(s~, w')-  1 : 

R(w') '  ~ , , e '  ~ ,w'3" 

Mais  sp, w' = w' s,  w' - 1 w' = y w s,  et (sp, w ' ) -  1 y 2 = s, w -  12 = (w s , ) -  a 2. 
F ina lement ,  en tenant  c o m p t e  de ces re la t ions et l '6galit6 pr6c6dente,  et en 

rempla~an t  dans (8) R(w')'  ~oo:'y ~' par  sa va leur  ainsi obtenue,  on a: 

A e ( s , , s  , ' w-'2)~ywW-'e~ = e (y wr ( < )  ' ~,w,,) . . . .  -P,, 

6galit6 va lable  sur un  ouver t  de a~ (off toutes  les fonct ions  m 6 r o m o r p h e s  rencon-  
tr6es sont  d6finies). L'6galit6 (7) en r6sulte, ainsi  que le th6or6me. [ ]  
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6 D6monstration du Lemme 13 en rang 1 

6.1 Cas off H est compact 

Alors G-~SL(2, C), H=K~-SU(2), ~1 est un vecteur invariant par K, et on 
sait comment il se transforme par les int6grales d'entrelacement. En fait ~ ~I_~. 
Alors, d'apr~s la Remarque 3 on a: 

A (s~, s~ 2) ~a =A(s~, --2) ~a 1 

et d'apr6s [6, Prop. 3.7], on a: 

2 

(le 2 provient d 'une normalisation diff6rente des mesures de Haar). Mais Wz = W 
s 1 dans ce cas et ~ z = ~ .  ~. Finalement 

2 ~ 2 

et le Lemme 13 est d6montr6 dans le cas o5 G est de rang 1 et H compact. 

6.2 Cas off H est non compact. Prdliminaires 

Dans ce cas G peut s'identifier fi SL(2,~)  et H fi SL(2,P,), K fi SU(2). Mais 
les calculs nous ont sembl6 un peu malais6s dans ce contexte. Nous pr6f6rerons 
identifier G/H fi SOe(3, 1)/SOe(2, 1). L 'homomorphisme naturel de SL(2, C) dans 
SOe(3, 1) n'est pas un isomorphisme, mais tous les calculs se passent modulo 
le centre de SL(2,~).  Dans la suite nous ferons donc comme si G=SOe(3, 1) 
et 

.={(10 
K = { ( ;  ~)aeSO(3)} 

(/cht 

k \ sh t  

( /1-1(x2 + x]) 

t . \  - l (x~ + x~) 

~) aeSOe(2, 1)}. Alors 

o0) ] 
a 0 aeSO(2) 
0 1 oos /t 

1 0 t ~ N  
0 1 
0 0 cht/ 

--X 2 --X 3 
1 0 
0 1 

--X 2 --X 3 

--X2 )/ 
--X 3 X2 ' X3 ~ ~ " t  
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En posant  

0 0 0 
X ~  0 0 

0 0 

et a , = e x p t X  o on a (a,)==e ~, p = e .  Le poids fondamental  ~1 v4rifie 6~ =�89 
Si 2=2salea'r  avec sell2, on a: 

2~ = 2 s, (at) z = e ~' 

l a =  {qo: G ~ 1121 qg(gmatn) = e  -(~+ ~t q~ (g), VgeG, me T, n~N, t e R }  

On choisit pour repr6sentant de s~: (? 0 04) 
- 1  0 

0 1 " 

0 0 

On a Wn = {e}. Identifions la fonction e~. C'est un coefficient d 'une representation 
de G, (n,H~), de dimension 4, (/t savoir n 1 | g~-+(n(g)e, v) off v e s t  un 
vecteur invariant par H et e un vecteur invariant par N e t  de poids 26h~ 
sous A. De plus e~ (1)= 1. Ces propri&6s de n montrent  que n est la representation 
naturelle de S0~(3, 1) dans ~ 4  (ou plut6t sa complexifi6e) munie du produit  
scalaire naturel. On note (e, ,  e2, es, e4) la base canonique de p4 .  Alors el est 
invariant sous H et ex- -e  4 est invariant par N et de poids ct sous A. On a 
donc e~ (g)= ( g ( e l -  e4), el). Alors, si R e ( 2 - p )  est strictement A +-dominant  (i.e. 
R e ( s -  1)>0), on a 

r (g) = (Sup(~, (g), 0)) ~ - '  

et 

~-(g) = ~ (s~ g). 

On va 6tudier ( ~ ) -  et ( ~ ' ) -  qui sont des distributions sur K / T  que l 'on identifie 
naturellement fi S 2 dans F, e l @ N e 2 @ l t e 3  (la classe de T correspondant  /t 
e0. D 'autre  part G/P~K/T .  Avec ces identifications, H a 2 orbites ouvertes 
dans $2(~ G/P), 

0 + = {(xl, x2,x3)eS2l  q-x1 >0}. 

Alors el (k)=(k(e l -e4), e l )=(kel  , el). D'ofi  

et 

el(x1, x2, x3)=xl 

(~al) ~ = (Sup(x1,0)) s- 1 pour R e ( s -  1) > 0. 
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De m~me on voit que t l= t/t. 1 et qa=qx, ~v6rifient 

~/(g) = �89 (g(e, -- e,), el - e,) 

et 

1 s 1 r / z (g )=~-zT(g(e , - - e4 ) , ex - -e4) -  pour R e ( s - I ) > 0 .  

1 1 
((kel e j + l )  s - '  et ~17. (x , , x2 ,x3)=~TzW(x ,+l )  ~-'  (toujours Alors qx(k) = 2~ ~ , 

pour R e ( s -  1)>0). 
Avec les notations du Th6oreme 1 on notera: 

u '  =u~' ,  U~'I=U;(I~WH). X,1 

On va calculer de deux faqons (u f ,  1 ~ -x ) l  ~.r-~ pour 2 tel que R e ( s - l ) > 0  
et off toutes les fonctions m6romorphes qui interviendront (en nombre fini) 
sont d6finies, ce qui arrivera done sur un ouvert de a~:. 

6.3 Premier calcul de ( u f  , 1 i - D ,  ~.I,_~ 

Avec les notations du Lemme 12, on pose 

v l  __V+ sa ~ V 2  . x , 1 -  x et vx,1 

On sait (cf. Lemme i2  et ce qui le pr6c~de) que u~ =A' (wo,2)  of  et ici Wo=S~. 
Mais, d'apr~s le Lemme 12, v~ e I_ wo ~ = Ix. 

Alors la Remarque  3 permet de conclure que u~ =A(s~, 2) v~. Done, en 
posant ~ ' - a = i - x ,  on a: 

(u~ ,  i - z )  = (A(s~, 2) v~, i - x )  

=(v~,A'(s~,2)r 

Mais, d'apr~s [1, Proposit ion 6.1], on a: 

A' (s~, 2) i - ~ = B + (2) ~x + B -  (2) i,~ ~ 

off B + et B -  sont m6romorphes en 2. Done 

( u [ ,  i - x ) = e +  (2) (v~ ,  C z ) + e - ( 2 )  (v~ ,  i,~). 

Mais nous avons d6termin~ v~ au Lemme 12. En particulier v~- est ~t support  
contenu dans H w o P e t  v~ est /l support dans HP. De plus, comme ici x =  1, 
on a C =  - C  + et Cd=exp(- -C +) que l 'on notera c~-. Alors 

v i  ( h )=v :  ( h w o ) = l ~ o ( h )  ~ a -X-~  q)(a) da. 
Co <s 
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On utilise fi nouvea la formule int6grale de [13, Lemme 1.3] pour calculer: 

( v ~ , ~ ) =  ~ v~(k)~(k)dk, 
K I T  

off l 'on a not6 + 1 ~z = ~ et ~-  = ~- .  Alors, pour des raisons de support, on a: 

( v ~ , ~ ) = o ,  ( v ; , r  

et (la constante Co dispara~t): 

( v ; ,  r = (  ~ a-a-~ da) x ( ~ O(h) r (hs~) dl~) 
- H / T  

( v / , ~ - ) = (  ~ a-X-~ ~ O(h)dl~ 
H / T  

et 

( v ; , ~ ) = ( f  a-Z-~ ~ O(h)dl~. 
c~- H I T  

D'ofi 

Lemme 14 ( u ~ ,  ~_~)=B-T-(2) ( ~ a-~-~ ( ~ ~o(h)dl~) (pour des valeurs 
- n I T  

convenables de 2). 

6.4 DeuxiOme calcul de (u f  , ~ - a )  

On notera: 

et pour  e > 0  

Enfin on note 

O = O  + w O - ( c S  2) 

E={x~S2llXl[<l} 

Q={x~S2llxll>~} 

e~={x~S2llXl[<~}. 

= {z ~ ' ( $ 2 ) 1  TIE est C ~ 

~/" = {r s@'(S2)[ ~10 est C~ 

D6finissons une forme bilin6aire entre ~//et ~v. Soit ((01 , (02) une parti t ion de 
l'unit6 C ~ subordonn6e au recouvrement ouvert  de S 2 par E3/4 et O1/4, i.e.: 
~ol, (02~($2) ,  Supp (01 c E3/4, Supp (02 c O1/4 et (01 + (02 ~- 1. En particulier (02 
=1  sur 03/4 (puisque ~ i - 0  sur 03/4). Alors si z ~ /  et ~ : ,  ~1 z e s t  C ~ sur 
S 2 et ( (01z,~)~,e ,  est d6fini. De m~me (02~ est C ~ sur S 2 et (z,(a2~)~, .~ 
est d6fini. On d6finit alors: 
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Si z e ~ ( S 2 ) c ~ ,  il est  clair  que  

(9) ((z, { ) ) =  <z, {>~.~, .  

L e m m e  15 Soit z E ~l/ avec S u p p  z c O(3/4) + ~ (e > 0) et soit q~ 3 ~ ~ (Sz) avec r 3 - 1 
sur 0t3/4)+ . et S u p p  q)3 c 03/4. Alors, pour tout ~ 7/ ,  ((z, 3 ) ) =  <z, ,o93 ~).~,  ~ (qui 
est bien ddfini puisque tp 3 ~6~(SZ)) .  

Ddmonstration. O n  a p a r  d6f in i t ion:  

M a i s  Supp  ~p 1 c E 3/4 et  Supp  7 c 0~3/4 ) + ~. C o m m e  E3/4 ~ 0(3/4 ) +~ = 0, on  a ~p t 7 = 0 
et:  

((~, ~)) = <~, ~o2 ~>~, ~. 

M a i s  q03 = 1 sur  0r +~ et S u p p  z c 0~3/4)+~. D o n c  ~03 7 = z et 

= <7, ~02 ~03 ~>~, ~. 

M a i s  ~02 = 1 sur  03/4 et Supp  q~3 ~ 03/4. D o n c  ~02 (P3 = ~03 et l ' on  a bien 

(<~, ~))= <~, ~o~ ~>~, ~. [] 

Soit  6 ~ C f ( H ) ,  que  l 'on  r ega rde  c o m m e  d i s t r i b u t i o n  /~ s u p p o r t  c o m p a c t  sur  
G (~i l ' a ide  de la mesu re  de H a a r  s t a n d a r d  sur  H). O n  cons id6re  les ac t ions  
de G, 7~;~ et ~'_~ sur  I ' = ~ ' ( S  2) ( t r anspor t6es  des  ac t ions  de G sur I~ et  I'_~ 
p a r  les i s o m o r p h i s m e s  ~). 

L e m m e  16 Soit 2 ~ a ~ .  Soient 7 ~  et ~p~C~(H),  tels que ~'~(tp)zr  Soit  ~ V  
que l'on suppose H-invariant  par fc'_ ~. Alors 

<<r~(0) z, ~)> = ~ 0 (h )  dh(<z, ~>> 
H 

pour ~, g~ support assez petit (i.e. tel que Supp  6. O7/s = 0(3/4)+~ pour un e >0) .  

DOmonstration. O n  6crit ~ = % + z 2  avec 7 ~ 6 ~ ( S  2) et  ~ 2 r  z) avec 
S u p p  z2 = 07/8. A l o r s  

M a i s  71 e ~ ( S 2 ) ,  et  

D e  p lus :  ff_~(~k)z~ e ~ ( S 2 ) .  D o n c ,  d ' ap r6s  (9): 

M a i s :  (n_  a (~'))' = n'_ a (~) d ' ap r6s  (3) (cf. w 1.3) et  p a r  t r a n s p o r t  p a r  ~ on  en  d6du i t :  
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et en utilisant l ' invariance par  H de ~ on a finalement: 

(10) ((~i(~') xl,  ~))=(  I Ip(h) dh) (xl ,  ~)~, e, 
H 

=(  I ~p(h) dh) ((t, ,  ~)). 
H 

Etudions maintenant  ((~(~k) t2, ~)). La condit ion de support sur @ et t2 montre 
que l 'on a Supp ~ ( 6 )  r2 ~ O(3/4)+~ et l 'on a d'apr4s le Lemme 15: 

Soit t .e~(S2) ,  une suite convergeant faiblement vers t2, avec de plus 
Supp r,  cOv/s (on se ram6ne, pour exhiber %, fi un probl6me sur N 2 et on 
utilise la convolution, cf. [16]). Alors on a encore Supp(~(r  ~. 
D'autre  part, d'apr6s (3), w 1.3, on a 

gfs~(S2) ,  (~i (O)t~ , f )e ,  e = ( t , , ~ x ( ~ ) f ) e ,  ~. 

D'ofi r~;~(O) t~ converge faiblement dans ~ '  vers zT~(O) %. Donc 

(11) ((z~(O) T2, ~)) = lim ( ~ ( ~ )  t , ,  (t) 3 ~)N,,N. 
n~ +oo 

Comme Supp(~(~,) t,) c 0(3/4) +~, le Lemme 15 implique: 

et comme ~ ( ~ , ) t . e ~  on a d'apr6s (9): 

Mais r~e@, donc ~(~b) t~=rT_x(r t ,  et en utilisant (3), w 1.3 on a: 

(~-.~(@) "~n, @3 ~ ) e ' , N  = (Tn, 7~--2(@) ~ )N,e ' "  

En utilisant l ' invariance de ~ sous H on a donc: 

B 

Mais d'apr6s (9) et le Lemme 15 on a: 

Finalement:  

H 

et en passant ~ la limite, grace ~i (11) on a: 

((~(~,) rE, ~)) = (  S ~k(h) dh) ( t2,  q~a ~)~' ,~.  
// 
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On utilise encore le Lemme 15 pour  finalement obtenir:  

(1 2) ((77~ 0P) z2,4)) = ( S ~9 (h) d h) ((z2, 4)). 
H 

En ajoutant  les relations (10) et (12) on obtient 

((771(0) z, 4)) = (  I ~k(h) dh) ((z, 4)). [] 
H 

Revenons au calcul de (u~ ,  ~ _ z ) = ( a ~ ,  ~ - i ) e , e , -  On a tT~s~(S 2) et d'aprds 
la d6finition de u~ (cf. Th6or6me 1 et w 6.2) et les propri6t6s de transformations 
sous A de t/a (Lemme 2) on a: 

u ]  = (  i r a-(a+P)da)(~zi(r th) 
fr- 

et  

u~- = (  ~ q~(a) a-~+P)da)(nk(r n~(s,) t/a ) 
if- 

( on  a intr l 'action de A sur qa). On notera t/+ =t/~, t/~ =x~(s~) q~. Alors, 
comme u f  est C ~ sur S 2, on a: 

<u;, ~ _ j  = ( ( a ; ,  ~_~)) 

et on peut appliquer le Lemme 16 (pour Supp O assez petit) et l 'on a: 

<u•, i - D  = (  f q~(a) a-~*"~da)(I  O(h) dh) ((q;, ~_~)). 
~r H 

I1 ne reste plus qu'~i calculer ((g/f, ~_ x))- 
Rappelons  que l 'on a choisi 2 avec R e ( s - - i ) > 0 .  Donc ~-a  n'est pas en 

g6n6ral une fonction. Par  contre 7/] est la fonction sur la sph6re d6finie par :  

1 
x = (x l ,  x2, x a ) ' - '  ~7=i- (x2 + 1) ' -  1. 

Alors ((f / ; ,  ~_~)} est la valeur en t=s  du protongement  m6romorphe de la 
fonction g • d6finie par  

t ~  I ~-Jk)rl~(k)dk=g• off v = 2 t 6 a v e c - R e ( t + l ) > O .  
K / T  

Donc, pour  R e ( t +  1)<0,  on a: 

g+ ( t)= ~ ( sup(x1 ,0 ) ) - ' -  1 (xi + 1) ~- 1 2 ~- 1 dx. 
S z, 
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dO 
On prend sur la sph6re des coordonn6es cylindriques (x l, 0) et l 'on a dx = dx~ 4~- 
(on veut que S z soit de surface 1). D'ofi 

1 i (xl +l)S-1 - - 1  d x l .  g+( t )=  X 1 t 2s_ 1 

Consid6rons la fonction h de 2 variables complexes (u, v) d6finie par 

h(u,v)= x ?  " - ~  (x~ + 1)v-~ 2v_ 1 dXl pour Re(u)<0  et v~C. 

Comme la distribution (x+) ~ n 'a  des p61es que pour  z~ - N * ,  h est m6romorphe 
sur IE 2 avec au pire des p61es sur les plans d'6quation u=p~lN, et l 'on a, pour  
s non  entier: 

g (s) = h (s, s). 
Calculons 

h(u,u) pour R e u < 0 .  

D'apr6s [7, Formule 1.1, p. 10], on a: 

1 

t x- 1(1 - - t ) ' -  ' (1 +bt ) -~ - ' d t=(1  +b)-~B(x, y) 
o 

pour b > - 1 ,  R e x > 0 ,  R e y > 0 .  

On prend ici x = - u, y = 1, b = 1 et l 'on trouve 

h ( u , u ) = l •  1) r(-u)m)__5 
F ( - u +  1) u 

D'o6, par prolongement holomorphe, 

1 
+ (s~ - g \ ] 

S 

et 

Calculons maintenant :  

On a pour  Re ( t+  1)<0:  

1 
((q~, ~ -~ ) )=  _ _ .  

S 

((q;, ~- ~)). 

1 1 ( l _ x 0 S - 1  
g - ( t ) = ~ -  ! x~ - ' - 1  2s_ 1 dxl  

et, par  d6finition de la fonction B, pour  Re t < 0 et Re s > 0 (cf. [7, Formule 1, 
p. 9]): 

1 r ( -  t) r(s) 
g-( t )= B ( - t , s )  2 s F(s--t) 
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1 
Comme l i m - - ~ = O ,  on voit que pour s non entier: 

~ F(s -  t) 
et donc 

<<o;, L3)=0. 
Finalement on a obtenu: 

Lemme 17 Pour 0 5 support assez petit (voisin de e) et R e ( s - 1 ) > 0 :  

(u~.,~_~)= l ( f qo(a)a_(a+O)da) ~ ~s(h)dh 
~ -  H 

( u ; ,  ~ _ D = O .  

341 

6.5 Fin de la dOmonstration du Lemme 13 en rang 1 

Par comparaison des Lemmes 14 et 17 on a 

1 
_ B+(2 )=O B - 0 0 =  s '  

soit encore: 

2 

puis en changeant 2 en - ~ = s~ 2 

A ' ( s ~ , s ~ 2 ) ~ = ~  ~::~ = ~ ( ~ ) ~  ~::~ 

et ceci ach~ve la d6monstration du Lemme 13 dans le cas off G est de rang 
1. 

Notre  d~monstration du Th~or~me 2 est maintenant complete. [] 

7 D~termination des distributions O4 

7.1 

On rappelle que pour qoeCT(G/H) on a pos60a(4o)=<~(4o)  ~ .  i - k >  d6s que 
4~ et ~_~ sont d6finis (ce qui arrive sur le compl6mentaire d'une famille locale- 
ment finie d'hyperplans de a 0. La distribution Ok est propre sous l'alg6bre 
des op6rateurs diff6rentiels invariants sur G/H, D(G/H) (pour le param6tre -)~, 
dans les identifications habituelles), d'apr6s les propri6t6s des vecteurs r (voir 
w 3.2) et invariante sous l 'action ~ gauche de H. On sait, d'apr6s [10, Th. 4.2], 
qu'une telle distribution est une fonction localement intSgrable sur G/H, analyti- 
que sur l 'ouvert des 616ments r6guliers de G/H ([10, Def. 2.5]) que l 'on note 
(G/H)'. Si EcG/H,  on note E' l 'ensemble des 616ments r6guliers de E. Alors 
on a: 
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Th6or6me 3 Pour les valeurs rOguli~res de 2 off ~ et r  sont dkfinies on a: 
(i) Soit we W.. Soit a~A. Si wq~ W ne t  awH est r~gulier dans G/H, on a 

Oa(awH)=O. 

(ii) Si aH est r~gulier dans G/H: 

( -  1)t(~)a -~a 

O~(aH)=(--l)ta"+t21a+l( I-[ (2=)-~) x ~ w ~  
=~a+ ~I (a-`-a~)  ' 

~ezJ + 

off f (x) est la longueur de x comme ~l~ment de W. 

7.2 

On commence la d6monstration du Th6or6me 3. On introduit  la fonction A m 
sur d comme dans [10, Formule  (4.6)], qui est d6finie par: 

VweW, VaeA, A~(waH)=(wa2a(w)-l)  -p~ 1~ (1-(wa2tr(w-1))~). 

Mais cr(w)-l=tw w-l .  On pose alors aw=waw -1, t'~=wtww -x. Alors t~2=I 
et: 

- - t  w a w  ) Am(waH)=t'w-P~aw 2p~ 1-] (1 ,= 2= 
~tea + 

- -  r  -;( r Am(waH)- tw I-I (aw - t ,  a3). 
r  + 

En particulier 

Am(a l l )=  [ I  (a-=-a=) �9 
at~Z[ + 

Par ailleurs, on sait d 'apr& [10, Th6or6me 4.8], que, sous les hypoth&es du 
th6or6me, la fonction 7Jm, d6finie sur d '  par A,r Oa, se prolonge en une fonction 
analytique sur ~r (il n'y a pas de racines r6elles de t dans b et donc, avec 
les notat ions de [10], ~r  d ) .  

En outre, le fait que Oh soit propre dans D(G/H) implique que, pour  les 
valeurs r6guli6res de 2, cette fonction peut s'6crire sous la forme: 

(13) Va~A, Vw~W, (AmO~)(waH)= ~ d(w,x, 2)a -~z. 
x ~ W  

Clairement les d(w,y, 2) sont m6romorphes en 2 et on v a l e s  calculer pour 
2 tel que R e ( 2 - p )  soit strictement A+-dominant,  en supposant en outre que 
les fonctions m6romorphes qui interviendront dans les calculs seront d6finies. 
Au bout  du compte  cela d6terminera ces fonctions m6romorphes sur un ouvert, 
donc partout. Pour  cela on va calculer de deux fagons diff6rentes (ua~.x, ~_a) 
(cf. d6finition de ua TM, x au Th6or6me 1) (on posera u~', x = 0 si x q~ Wn). 
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7.3 Premier calcul de (u.~x, ~- , )  

D'apr& le Th6or~me 1 on a: 

(u~.~, r  lim af~*+v)Ox(q~'(O,~o)). 
C G t ~ +oo 

On va calculer O,(4~'(0, ~0)) en utilisant (13). Comme O,  est une fonction locale- 
ment int6grable sur G/H, invariante fi gauche par H, la formule (13) et la formule 
int6grale de la Proposition 3 montrent  que: 

1 ~ d(w, y, 2) a - y *  

C~-O,(4~(~k, qo))= ~ O(hT)dh ~ ~o,(a) "~w O~(a)da. 
mr (e A ~(waH) 

Soit encore: 

1 

E d(w, y, 2)(aa_t)-Y* 

= I ~9(hY)dl~x I cP(a) -y~w A~t(waa_tH) 
H I T  

D,~(aa_t) da. 

Pour aeCg, on a vu au Lemme 8 

D,,,(aa_t)~a~ "~ a- 2:,0. 

De m~me, comme on suppose que Re(2--p)  est A +-dominant  et que Xo~x(C +) 
o n  a 

lim a; -x~ ~ d(w, y, 2) (aa_t) -y* =d(w, x, 2) a -xa. 
t ~  +09 

y e w  

Enfin 

A ~(w aa_t B) ~e(w, x) a- "~ s p 

off ~(w, x) est un signe qui ne nous int~ressera que lorsque w =  1. Dans  ce cas: 

A~(aH)= I~ (a-~-a~) 
~ A +  

= ( _ l ) l ~ a + l a e - a + / I  l- I (a-~_a~). 
a ~ x A  + 

Mais de la d6finition de la longueur il vient 

I{~exA + I~e -A  +}1 =/(x). 
Donc 

A~(aH)=(-1)  t(~) ]-1 (a-~--a ") 
OtExA + 

et l 'on en d6duit 
A ~(aa_t n ) ~ ( -  1)e~:') a-XP a:[P. 
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D'of l  

~, d(w, y, 2) (aa t) -rz 
l im qo(a)a~ ~{4+p) r~w Dw(a a ~) 

t~ +~ A ~(waa_~ H) 

= d (w, x, 2) e (w, x) a - x~4 + p) q~ (a) 

avec  e(w, x ) =  _+ 1 et  e(1, x ) = ( - -  1) t~). 
I1 n ' es t  pas  difficile de vo i r  que  la c o n v e r g e n c e  est  d o m i n 6 e  (voir  d 6 m o n s t r a -  

t ion  du  L e m m e  8). F i n a l e m e n t  o n  a o b t e n u :  

L e m m e  18 Soit 2 ~ a ~ ,  r~gulier, avec R e ( 2 - p )  s t r i c t emen t  A+-dominant et tel 
que 4-4 soit dkfini. Alors: 

(u4 w, x, ~ _ a )  =e(w, x) d(w, x, 2) ~ O(hT) dtz x ~ ~o(a) a-*(4+~ 
H / T  

(rappelons que u~, ~ = 0 s i x  ~ Wu). 

U w 7.4 DeuxiOme calcul de ( 4,~, 4 -  4) 

L e m m e  19 Pour 2 dans un ouvert non vide de {p ~ a~:l Re( ,u - -p )  est A +-dominant}, 
on a, pour x~  Wn: 

( i )  (uz~x, 4 _ 4 ) = 0  si w C W  u 

(ii) (ul,  x , r  q~(a)a-*(z+~ da ~ 99(hT)dt~ofiB(2)=(-- lla"+l I I  (f--f~. 
H / T  + 

D~monstration. O n  a vu  (cf. L e m m e  12 et ce qu i  pr6c~de) que  u~.x=A'(wo, 2) 
v~,~ avec  vz,~w I_wo4. D ' a p r 6 s  la  R e m a r q u e  3 o n  a d o n c :  

D o n c  

u4 ~, x = A (Wo, --Wo 2) v w 2 , X "  

(u4  TM, x, 4 - 4> = ( A  (Wo, - w o 2) v~'. x, r - 4> 

= (v4~,x, A'(Wo, --Wo 2) 4 ~>. 

M a i s  d ' ap r6 s  le T h 6 o r 6 m e  2 o n  a l '6galit6 de fonc t i ons  m 6 r o m o r p h e s  

off 

D o n c :  

w o  A'(w o, - w  o 2) 4 - a  = B ( 2 )  4-wo4 

a ~ A  + + 

w w w o <u4. x, 4 - 4 >  = B0 . )  (v4, x, 4 -  wo 4>. 
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Mais on sait d'apr6s le Lemme 12 que v~.~ est fi support contenu darts 
H w x w o AN et, par d6finition, ~Z% o x est / t  support dans H Wo AN. Donc 

vr w o _ _  <va.~, ~ -woa) - -0  si HWXWoAN'I=HwoAN 

i.e. (comme xE Wn) si we W n. D'ofi la pattie (i) du lemme. 
On prend maintenant w = 1. Alors 

<ul, x, ~ _ D  = B('1) <v1,~, ~W~ b .  

Or, d'apr6s le Lemme 12, v],~ a son support inclus dans Hxwo AN et 

vl. ~ (h x Wo) = 1 ( f q~ (a) a -  ~(x + o)d a) ~ (h). 
O , g  

On applique alors la formule int6grale de [13, Lemme 1.3] (avec la constante 
Co: voir la d6monstration du Lemme 12) et l 'on a (puisque l 'on peut travailler 
dans l 'ouvert  H x w  o A N  off ~.Z~ est d6fini par une fonction) 

<v~,~,~ ~>=~o(a)a-~'('~+P)da ~ O(hT)dh. 
~g H / T  

7.5 Fin de la dOmonstration du Thdordme 3 

D'aprOs le Lemme 18 on voit que d(w,x,'1)=O si xd~Wn (puisque u~'~=0 si 
xC W.). 

Maintenant,  en comparant  le Lemme 18 et le Lemme 19 (i), on volt aussi 
que d(w, x, 2 ) = 0  si wr Wnet  x~Wu.  Donc d(w, x, '1)=0 pour tout x~ W, si we Wn 
et ceci prouve la partie (i) du Th6or6me 3. Maintenant,  en comparant  les Lem- 
rues 18 et 19 (ii), on voit que: 

d(l,  x, , t ) = ( -  1)t(~)B(,1). 

Donc, d'apr6s la d6finition des fonctions d, on a: 

A~g(aH) Oa(aH)=B()O ~ ( -  1)t(X)a-~. 
x ~  W H  

D'od, pour aH~(G/H)' 

( - 1)t(X)a- ~a 

Oa(aH) = B(2) x~w, 
[I (a-'-a~) 

r ~ zt + 

~Ez t  § 
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