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0 Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe, simplement connexe,
d’algébre de Lie g. Soit ) une forme réelle de g et ¢ la conjugaison par rapport
a . On note aussi ¢ I'involution correspondante de G et H le sous-groupe
de G formé des points fixes de g. On suppose que H admet un sous-groupe
de Cartan compact T Soit 6 une involution de Cartan de G commutant i o,
K le groupe des points fixes de 6. On peut choisir T inclus dans K. Si t est
l'algebre de Lie de T, on note a=itcg, A=exp a. Alors TA est un sous-groupe
de Cartan de G. Soit P=TAN un sous-groupe de Borel de G (qui est ¢ 0-stable).
Pour Aeag, on introduit la série principale sphérique C® de G, (n,, I,). Par
restriction des fonctions a K, I, est isomorphe & I=C%(K/T). On notera 7,
la représentation de G sur I déduite de 7, par transport de structure. Notons
p la demi-somme des racines de a dans Palgébre de Lie de N (regardée comme
réelle). Pour Re(4—p) strictement dominant, la fonction &; sur G définie par:

C.(g)=0 si g¢HP
E(htany=a*"°, VheH,tcT,acA,neN

est une fonction continue sur G (cf. [1, 13] et § 3.2), et permet de définir sur
I, une forme linéaire continue, notée encore ¢,, par:

Viel,, <&.f>=[¢&k) fkdk
K

Par transport sur I, la famille de formes linéaires 1 —E, se prolonge en une
fonction méromorphe sur ag a valeurs dans 2'(K/T) (cf. [1, 13]). Par ailleurs
&, est invariante par H, G agissant sur I}, dual topologique de I,, par la représen-
tation contragrédienté de =,, n;. Lorsque &, et £_, sont définies, il n’est pas

* A ma mére
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difficile de voir que, pour @eC>X(G/H), 7, (¢) &, s’identific a un élément de
I_; et 'expression

{md9) &3 &~ 20 = 0;(9)

a un sens. On définit ainsi une distribution sur G/H, @,, qui est invariante
a gauche par H et propre sous I'algébre des opérateurs différentiels G-invariants
sur G/H, qui dépend méromorphiquement de A.

L’objet de cet article est d’établir certaines propriétés de @,.

On sait d’aprés P. Harinck ([10]) que ©, est une fonction localement intégra-
ble sur G/H. De plus, notant A" I'ensemble des éléments réguliers de A4, 6,
est une fonction analytique sur l'ouvert HA™® H qui vérifie (au moins pour
A dans un ouvert de a'¢):

S dx,a**
* Teg _ xeW
* YacA™t,  ©,(aH)= 1@

ou W est le groupe de Weyl de (G, A), 4,(a) est une fonction indépendante
de A (voir définition au § 7.2), et les d(x, 1) sont des complexes dépendant méro-
morphiquement de A.

Le probléme résolu dans cet article est la détermination des d(x, 4). Notons
Wy={weW|w a un représentant dans H}. Alors on montre en particulier que
d(x, A)=0si x¢ Wy.

En outre, on montre que:

Vwe Wy, Vaed™, O,(waH)=0.

Ces résultats font Pobjet du Théoréme 3 (§ 7.1) et permettent de comparer 6,
aux distributions construites par P. Harinck dans [10].

L’idée pour établir ces propriétés est d’étudier @,(wagq, H) lorsque ¢t —» + o,
ol a,=exptX, et X, est un €lément régulier de a.

Mais @, étant présentée comme distribution, il faut passer par les fonctions
tests. On se limitera dans la suite de cette introduction a w=1.

On construit d’abord (§ 4.1) des fonctions C® sur G/H portées par HAH.
Pour cela on note C une chambre de Weyl dans a pour W(pas nécessairement
égale & la chambre C™ correspondant a N). On pose € =exp C< 4. On note
Q(C)=H%H qui est un ouvert dans G/H. SiyeC* (H/T) et peC* (%) (= CZ(a))
on deéfinit &= P, ¢)eC* (G/H) par:

P(gH)=0 si gH¢Q(C)
PlhaH)y=y(h)pla) VheH, Vae¥b.

On prend X € —C et on définit ¢, C* (%) par:

o ()=0 s aa,¢¥

o(aa)=plaa) si aa,c?.
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Lorsque xe Wet C= —xC*, on étudie de deux fagons différentes:

lim a["(“"’ @1(¢(¢/7 (/’r))
=+

(pour des valeurs convenables de A).
La premiére méthode consiste a partir de (*) et a utiliser la formule intégrale
(établie a la Proposition 3, § 2.7):

¥ feC, (2(C)(=C.(G/H)),
{ flgH)dg=C; | | f(haH)D(a)dadh,

2(C) HT ¢

ol C; est une constante dépendant des normalisations des mesures ¢t D une
fonction explicite sur 4.
On trouve facilement (Lemme 18, § 7):

lim a7 <449 0,(d(y, p))=e(x)d(x, A( | YhT)dh)(] gla)a™ " da)

t= o HIT %

ot &(x)= +1.
La deuxiéme méthode d’é¢tude de cette limite consiste & écrire la définition
de O, et a étudier d’abord lim & ***?7, (D, @) &,, qui est un élément

t— +ow0
de I_, (identifie a un sous-espace de I7).
On démontre (Théoréme 1, § 4.3) que cette limite dans I _, existe et est égale

a:
0 si x¢Wy
Couy . st xeWy
ou
w= | J¥tTela)a 2 ny(hwa)n, dhda
HIT €
et

Max=A (W, ) 6783

Ici A(wg, A) est I'intégrale d’entrelacement de I; vers I, ; (qui converge avec

nos restrictions sur A), A'(w,, 4) est son transposé et d%3% est I'élément de I, ;
deéfini par:

Vel  <O¥i.f)=f(xwo)

{ta formule pour ¥, , ¢tant établie au Lemme 11,8 5).

Précisons que ce résultat est obtenu par un argument de convergence domi-
née, les majorations nécessaires étant obtenues au § 4.

On a alors:

lim a ***P@,(2(y,p))=0 si x¢Wy
t—+ +
=Celty, 5, E22> sl xeWy.
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On utilise alors les propriétés des intégrales d’entrelacement (entrelacement, pro-
priétés relatives a la transposition) et on fait passer I'intégrale d’entrelacement
a droite (en transposant) pour obtenir:

VxEWHs <ul,xaé—l>=<vﬂ,x9‘4/(WOa _WOA')€—~).>

vix= | (V0T e@a >+ w, ,(h) 823} dhda.

HIT ¢

On calcule alors leffet des intégrales d’entrelacement sur & _; (Théoréme 2, § 5)
en se réduisant aux groupes de rang 1 (SL(2, ©)), pour lesquels les calculs sont
faits explicitement (§ 6).

On voit alors que le support de v, , est contenu dans un ouvert sur lequel
A'(wg, —wg 4) £, est une fonction C*. Le calcul s’acheve par I'emploi d’une
formule intégrale. La comparaison des résultats obtenus par les 2 méthodes
donne le théoréme cherche.

Situons notre travail par rapport 4 ceux d’autres auteurs.

Dans le cas SL(2, €)/SL(2, IR) le résultat principal (Théoréme 3) est di
explicitement & P. Harinck ([20, Th. 3.4]) et repose sur les résultats de Faraut
([8]). Le cas GL(n, ©)/U (p, q) a été également traité par N. Bopp et P. Harinck
(travail en cours). Ce résultat joue un role important dans la dérivation de
la formule de Plancherel pour ces espaces symétriques, en permettant d’identifier,
dans les formules d’inversion du type de celles obtenues par S. Sano ([21]),
des distributions sphériques a des coefficients généralisés (cf. [20, § 4]). Notre
méthode différe de celles de ces auteurs.

Remerciements. Je remercie vivement Pascale Harinck pour d’utiles conversations dans lesquel-
les elle m’a expliqué ses résultats sur SL(2, €). Je remercie également Jacques Carmona pour
m’avoir patiemment écouté et fait bénéficier de ses critiques éclairées pendant I’élaboration
de ce travail.

1 Notations-Conventions
1.1

Si X est un ensemble, on notera | X | son cardinal.

Si E est un espace vectoriel réel, on notera E¢ son complexifié.

Si E est un espace vectoriel complexe et F un sous-espace vectoriel réel
de E avec F ~iF ={0} on identifiera parfois Fp 4 F+iF c E.

Si E est un espace vectoriel localement convexe séparé, on notera E' son
dual topologique. Le crochet de dualité sera noté {, ) et parfois {, Dy g. Si
A est un opérateur continu de E dans F (avec E, F e.l.c.s), on notera A’ le
transposé de A qui envoie F’' dans E'.

Sil'on a une représentation # d’un groupe G dans E, e.l.c.s, par des opérateurs
continusl, on notera n’ la représentation contragrédiente définie par 7'(g)
=(n(g” )"

Si E est un espace de Hilbert (réel ou complexe) on notera (, ) le produit
scalaire (linéaire en la lére variable).
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1.2

Si L est un groupe de Lie, on notera [ son algébre de Lie, U(l) l'algébre envelop-
pante de fg. L’action réguliére gauche (resp. droite} de De U{l) (resp. geG) sur
/, fonction C* sur L, sera notée L, f(resp. Ry, f; resp. L, f, R, f).

1.3

Pour les généralités qui suivent nous renvoyons a [3,§ 2], [4,§ 1.3] et [17].

Si X est une variété, on notera P{X)=C>*(X), £(X)=C*(X) munis de leur
topologie usuelle et 2'(X) (resp. £ (X)) I'espace des distributions (resp. distribu-
tions & support compact) sur X. Si X est un groupe de Lie (resp. un espace
homogéne d’'un groupe de Lie) muni d’une mesure de Haar (resp. invariante)
a gauche, on identifie &(X) (resp. Z(X)} a un sous-espace de 2'(X) (resp. £'(X)).
Si G est un groupe de Lie (unimodulaire pour simplifier) muni d’une mesure
de Haar dg, pour ¢, fonction sur G, on note ¢ la fonction sur G définie par
¢(g)=p(g™"). On étend cette opération aux distributions (par transposition).
Si (m, I) est une représentation C® de G sur un espace localement convexe
séparé complet, il existe une représentation de ’algébre de convolution &'(G)
dans I, notée =, telle que:

1) Vied'(G), Vfel, VTel,
@ f, T =L1,¢s 1086

ou ¢, est le coefficient de = défini par

cr,r(g)= r(g)f, T>-

Il existe aussi, sous les mé&mes hypothéses, une représentation de &'(G) sur I',
notée 7’ telle que:

) . V1e&'(G), fel, Tel
L@ T =L1,¢p, 7).
Alors (1) et (2) impliquent:

(3) Vied'(G), (@) =n'(%)

2 Quelques faits sur la structure de G/H et une formule intégrale
2.1

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et simplement connexe
d’algebre de Lie g.

Soit b une forme réelle de g. On note ¢ la conjugaison de g par rapport
a b, ainsi que linvolution de G qu'on en déduit. On note H I'ensemble des
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points fixes de ¢ dans G. On suppose dans tout cet article que H admet un
sous-groupe de Cartan compact.

Soitq={Xeg|a(X)=—X}.Ona g=h@q et q=ibh. On se fixe une involution
de Cartan, 8, de G qui commute & ¢. On note K le sous-groupe des points
fixesde Bet p=if={Xeg|d(X)=—X}.

On se fixe un produit scalaire sur g (regardée comme réelle), 4, défini par:

VX, Yeg, 4A(X,Y)=—Trg(ad X ad(6(Y)).

On note T un sous-groupe de Cartan compact de H contenu dans K. On note
a=itcg et A le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie a. Si P est un
sous-groupe parabolique minimal de G contenant TA on notera Np (ou N)
son radical unipotent. On note W le quotient du normalisateur dans K de
a, Nyg(a) par son centralisateur dans K (qui est égal a T). C’est aussi le groupe
de Weyl de (K, T). On note Wy le quotient du normalisateur dans KnH de
a par T qui est aussi le groupe de Weyl de (KnH, T). On a Wyc W Si weW
on notera de la méme fagon un représentant de w dans Ni(a). Noter que, comme
T<H, on a we Wy si et seulement si tout représentant de w est dans H.

Remarque 1 Le fait de ne pas distinguer entre ¢léments de W et représentants
ne conduira pas dans cet article & des problémes fdcheux. En effet, & chaque
fois qu'une construction fera intervenir un représentant de we W, on verra que
celle-ci ne dépend pas du choix de celui-ci. Cela permettra un certain allégement
des notations.

2.2

On se fixe un parabolique minimal de G, B contenant T4. On note 4 I'ensemble
des racines de to=t@a dans g et 4”7 (ou 4;}) I'ensemble des racines de t¢
dans n. On notera pg (ou pg p) la demi-somme des éléments de 4*. On notera
8;,i=1, ..., ¢ les poids fondamentaux de 4 (relativement & A4*) et pour chaque
i, on note (n;, V}) la représentation irréductible holomorphe de G de plus haut
poids 6;, que 'on munit d’un produit scalaire invariant par K. On notera e,
un vecteur de plus haut poids de =; et de norme 1, et e/ =e;, e, ..., ey une
base orthonormée de V; formée de vecteurs-poids sous tg (ef étant de poids

7y
u,)- Dans V;®V; on considére le vecteur viy= ) el®(e) ou ((e})) est la base
j=1
duale de (ef). On munit ¥/ du produit scalaire déduit naturellement de celui
sur V;. Notez que v% correspond a I'identité dans l'identification de V,®V, avec
End¢(V}) et ne dépend pas du choix de la base orthonormée choisie. On définit
alors une fonction ¢; sur G par:

Vgel, &(g)=(m(2)®7i(0() (es5,®¢5), vi).
On a aussi
VgeG, &l(g)=(m(g)es,. mi(c(g)) €5

La fonction ¢ est analytique sur G et vérifie

VheH, geG,teTacA, neN, ¢lhgtan)=a>%¢l(g).
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Ici on a noté a — a*% le quasi-caractére de A de différentielle 25,,. Plus générale-
ment, si 4 est une forme linéaire sur t¢ ou a, on note x — x* le quasicaractére
de TA ou A de différentielle . Notons que la demi-somme des poids de a
dans n (regardé comme réel), p (ou pp) est égal a 2 pgy,.

2.3

Lemme 1 Si w est un représentant d'un élément de W, o(w™ ') w est un élément
de T indépendant du représentant choisi, et noté t,. On a t2=1 et ac(w™ ') w
=w lo(w)=t,. De plus t,,=1 si et seulement si we Wy.

Démonstration. Si te T, wtw ™! est dans T et donc fixé par g. Dot wiw ™! =a(w)

ta(w)” 1. Donc o(w)” 'w centralise T et c’est un élément, t,,, de T D’autre part,
siteT owt) 'wit=t"1ow) *wt=r"1t,t=t,. Donc t, est indépendant du
représentant choisi. On a o¢(t,)=t,, puisque t,,eT

Alors:
th=t,o(t,)=aw) ™ 'wa(aw)™'w)
=ow) tww la(w)=1.
Dou:
t,=t;' et ow) 'w=w law=t,.
Maintenant:
t,=1l=cw) w=l1
<w=ag(w).
Donc:
t,=1ewelWy. O
24

On rappelle que les doubles classes ouvertes de G modulo (H, P) sont exactement
les ensembles HwWTAN =HwAN ou weW (notez que wT ne dépend que de
we W) (cf. [1, Prop. B.1]).

Etudions les fonctions ¢; sur ces doubles classes.

On a, avec les notations évidentes:

g (hwtan)=a?% g;(w).

&i(w)=<m;(w) e5,, mi (o (W) €5,

={m(o(w)™ " w)e,,, €,)-

Do g;(w)=t3.

Comme t2=1, on a t’:= 4+ 1. Comme G est simplement connexe, les caracté-
res t— t* engendrent le groupe des caractéres de T Donc %=1 pour tout i
équivaut a t,=1,ie weWy.
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Proposition 1 (i) Les fonctions ¢; sont réelles et de signe constant sur chaque
double classe ouverte de G modulo (H, P).

(i) G— | HwAN={g€G| ﬁ 8,~(g)=0}«
weW i=1

(iii) HAN = {geG|e(g)>0, Vi=1, ..., £}.

Démonstration. On a vu (i). Pour (ii), voir la démonstration du Théoréme 2.5
de [13]. Les fonctions considérées par Olafson ne sont pas exactement les mémes
que les ndétres ou du moins sont présentées de fagon différente. Pour (iii), on
voit que, si ge HAN, les ¢;(g) sont strictement positifs. Réciproquement, si ¢;(g)
>0 pour tout i, de (ii) on déduit que ge HwWAN pour un we W D’aprés ce
que l'on a vu, g;(w)>0 pour tout i implique we Wy et HwWAN=HAN. [

2.5

On note que a est un sous-espace de Cartan de q (cf. [10, Def. 2.2]). On note
& le sous-ensemble de Cartan de G|H correspondant (cf. [10, Def. 2.2]), ie.:

o ={gHeG/H|go(g)™ ' centralise a}.
Proposition2 (i) o/ = {) AwH= ] wAH.
weW weW

(ii) Ona AwH ~ Aw' H =+ si et seulement si wWy=w' Wy auquel cas AwH
=Aw'H.

Démonstration. On sait d’aprés [14, § 3], que o/ = | ] Ak; H pour des k;eK.
i=1

Soit ke K tel que ka (k)™ ! centralise a (donc T). Alors:
(AdK) Ad(o (k)™ ) (T)=T
Ad(a (k)" (T)=Ad(k™ ) (T).

Notons T;=Ad(k™') T Cest un sous-groupe de Cartan de K. Montrons que
T, est inclus dans H. En effet, siz,€T,,on a t,=k™ 'tk pour un te T Alors

tiot) t=k"tko(k) 1t o (k).
Et comme ko (k)™ ! centralise T
tio(t) '=k 'ttt T ka(k) tolk)=1.

Donc t,eH et Ty est un sous-groupe de Cartan de KnH. Il existe he HNK
tel que:
Adh(T))=T, soitencore

Adhk~ Y T=T
Donc hk™! normalise T ainsi que kh™'. Alors kH=wH pour un we W D’ou:

A=) AwH.

weW
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Réciproquement, si g=awh avec ae A, he H et we Ny(a)= Ng(T), on a:

ga(g) ‘=awaw) 'a "l

Or a(w) 'w=t,,ie. w=o(w) t,. Donc waew) '=a(w)t, ow) ' =a(wt, w ).
Comme w normalise T et que ¢ fixe 7 on a: wo(w) '=wt,w™ 'eT Comme
A et T commutent, on a:

go(g) t=wt,wleT

et go(g)™! centralise T Ceci achéve de prouver (i).
Prouvons (ii). Soient w, w'e N (a). Comme w, w’ normalisent A, on a:

AwHA AW H+0<w 'weAH.

Or H=exp(p nh) (K~ H) puisque h=(EFnHD(p nh) est une décomposition de
Cartan de b. Alors:

AwHAAw H+EP<>3age A, Xepnhb,
keKnH, w 'w=a,expX)k.

Comme w™ ' w'eK, en appliquant § aux deux membres de cette derniére égalité,
on obtient:
ag(exp X) k=ag * (exp—X) k,
soit encore
aj=exp(—2X).

Or AnH est réduit & Pélément neutre et exp est injective sur p. D’ou aq=1
et X =0. Finalement
AwH=Aw He=w 'weKnH. []

2.6 Choix des mesures de Haar

Le produit scalaire euclidien 2 sur g introduit en 2.1 permet de sélectionner
sur les sous-groupes de Lie de G (et sur G lui-méme) une mesure de Haar
a gauche qu’on appellera mesure standard (cf. [11, § 7]).

Si L= G est compact, la mesure ainsi sélectionnée ne sera pas en général
de masse totale 1. On notera vol(L) cette masse. On appellera mesure normalisée
la mesure de Haar sur L de masse totale 1. A Pexception des sous-groupes
K et T de G pour lesquels on utilisera les mesures normalisées (notées dk,
dt), on utilisera les mesures 2 gauche standard (sauf mention expresse du con-
traire) (notée d¢ pour un sous-groupe L). Si @<L sont des sous-groupes de
Lie de G et quil existe une mesure invariante & gauche sur L/Q, on notera
d? celle qui vérifie:

VieCJL), [ f()yds= | ([ f(¢q)dg)d?.
L Lg @

2.7 Une formule intégrale

Avec ces choix, on a la proposition suivante:

Proposition 3 Soit we W, Soit C une chambre de Weyl dans a relativement a A
(pas nécessairement celle correspondant @ A* = Ay ). On note € =exp C. Alors:
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(i) Uapplication F,;: H/T x % — G/H définie par F,(hT a)=hwaH est un dif-
Sféomorphisme de H/T x € sur son image notée Q,,(C).
(ii) Si ¢ est continue sur G/H a support compact dans ,,(C), on a:

[ olgH)dg=Cs | [o@(hwaH)D,(a)dadh

G/H H/T €
ou:
D,@=T] la~*—a"13)?
aed+
— H |aa_a—azt;v-a|2
aedt

~ [l

xeA

et Cg=(3)(vol T).

Démonstration. Prouvons P'injectivité de F,.

Supposons hwaH=h'wa'H avec h, "eH et a, dc¥. Si xH=yH, on a
xo(x N=yao(y~1). Ici cela donne: hwa?a(w™ ) h™'=hw(a)ew Y ()L
Mais a(w)” 'w=t,. D’ou:

hwa?t,w th =R w@yt,w 1) "

Donc a?t, et a'’?t,, sont conjugués sous G. Or ce sont des éléments réguliers
du sous-groupe de Cartan TA de G. Donc leurs composantes déployées sont
conjuguées par un élément de W Mais a® et a’> sont des éléments de €. Donc
a’=a'? ce qui implique a=a'. Alors #'~h centralise I'élément régulier de T4,
wa?t,w™!. Donc '~ *h centralise TA. Cest donc un élément de TA et méme
de T puisque TANH=T D’ou hT=HW T et linjectivité¢ de F,, est prouvée. Etu-
dions maintenant la régularité de F,,. Pour cela, si he H, ac ¥, on identifie 'espace
tangent 3 G/H en hwaH a g en associant & X eq le vecteur tangent en t=0
a la courbe dans G/H, t —» (hwa exp tX) H. De fagon similaire, I'espace tangent
en (hT,a) A H/Tx ¥ sidentific 4 t- xa ou t* désigne l'orthogonal dans b de

t (pour #). Pour chaque ac4*, on choisit X,eg¢” avec || X, || = —‘/% et ’'on pose
Y, =(Adw) (X)) +o((Adw) X,)
Z,=i(Adw) (X )+0o(i(Adw)(X,))

Alors (Y),eqrs (Z,)ges+ €St une base orthonormée de t*. Comme o(w)=wt,
(cf. Lemme 1), on a (en notant wX, au lieu de (Adw) (X)), etc. ...):

Y, =wX,+tiwa(X,)
Z,=iwX, 15 wa(X,).
Des égalités pour Xet':
hiexp X)wa=hwa(a"'w™ ' exp Xwa)
=hwaexp(Ad(a~'w 1) X)
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on déduit, en désignant par £, la projection orthogonale de g sur g,
dE)ur.o(X,00=R(Ad@ 'w™ 1) X).

De méme on voit que:
VYea, (dF,)ur.0©, Y)=Y.

Calculons (dF,)ur, »(Y,, 0)=1,.

On a:
Y,=R(a "X, +1, a°0(X,)
=La "X, +t% a’c(X,)—oc(a"* X, +1% a*6(X})
=3a"" X, 16, a%0(X)—a " o(X,) -1, a" X))
=3(a " —a't)) (X,~a (X))
Soit

Yi=%a"—a')U, ou U=X,—0(X,)
De méme on calcule Z, =(dF, )1, o(Z,, 0) et 'on a:
Zy=%a""=a"}})V, ou V,=i(X,+0(X,)

St H, ..., H, est une base orthonormée de o, on voit que la famille des H,,
U,, V, forme une base orthonormée de q. La régularité de F,, en résulte. Par
ailleurs, la mesure sur G/H, (resp. H/T A) est donnée par une forme difféerentielle
w (resp. wy, w,) sur G/H, (resp. H/T, A) qui vaut 1 (resp. (vol 7)™, 1) sur une
base orthonormée de T,,,,5(G/H) identifiée & q comme ci-dessus (resp. T,7(H/T)
identifie & t* comme ci-dessus, resp. T,(4) identifiée 4 a).

Expliquons le facteur (vol T) ™. 1l vient de l'utilisation de la mesure normali-
sée sur T pour la normalisation de la mesure sur H/T Le calcul de la différentielle
de F, en (hT a) montre que I'image réciproque de w, forme sur Q,(C), par
F,, E¥ w vérifie ’égalité:

2

a~*—a*t®
Fro=vol T [] —-2—'" 1A 0.

aedt

Dot la formule intégrale. On obtient les autres expressions de D,, en remarquant
que:
la™*—a*)=lt, " la” "1, o’

puisque ¢5 =+ 1. Donc

la™*—a*t%|=|a"*—a™*t;%. O

3 Série principale et vecteurs distributions H-sphériques
31

Soit A ay. On considére (n}, I%) la représentation de la série principale sphérique
de G induite C* du caractére de P défini par tan— a*. Plus précisément I, ={ f:
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G-C|f est C* et f(xtany=a"*"?f(x), VxeG, teT acA, neN,} et G agit
par représentation réguliére gauche.

On omettra souvent les indices P lorsqu’aucune confusion ne sera a craindre.
On notera I=C*(K/T) muni de sa topologie usuelle. Si feI, on notera 7 sa
restriction & K qui est invariante a droite par T On regardera f comme élément
de I. Alors f—f définit une bijection de I, sur I et on munit I, de la topologie
de I transportée par cet isomorphisme. Si fel on notera f, I'élément de I,
tel que 7y =7.

On notera #, la représentation de G sur I définie par transport de structure
de 7, par isomorphisme f— /.

Griace a la mesure invariante sur K/7T, le dual I'=2'(K/T) contient I
=C®(K/T) et méme C(K/T). De méme le dual I’ de I, contient I_, et méme
C_,={f:G—C|f continue, f(gtan)=a’"*f(g)} sur lequel agit G par représen-
tation réguliére gauche.

De plus 7, laisse stable I_, et C_, et coincide sur I_, avec =, et sur C_,
avec laction réguliére gauche. De méme &} coincide sur I avec #_ .

Le transposé de I'opérateur I, — I (resp. I — I,) défini par f—f(resp. f—f)
sera noté Tel' — T_,el, (tesp. Tel;, —» TeI'), notations qui sont compatibles
avec les identifications et notations antérieures.

On a la propriété de régularisation suivante: Si pe CX(G) et Tel; on a:

(@) Tel ;.
Remarque 2 On sait que m; est a croissance modérée au sens de [5], comme
espace des vecteurs C® d’une représentation Banachique. Alors si I'on note
(1), le (g, K)-module des vecteurs K-finis de I,, tout opérateur d’entrelacement
de (g, K)-module entre (1), et (1), s¢ laisse prolonger en un opérateur d’entre-
lacement continu de G-modules entre I, et I,.. En particulier lorsque le prolonge-

ment méromorphe des intégrales d’entrelacement est défini, il définit un opéra-
teur continu entre I, et I, et on peut considérer son transposé (voi plus loin).

32

On écrit Aea, dans la base de af formée des restrictions &; des 8, a a:

Ona pc=Y.0; et p=2Y% 3.

On suppose A—p strictement dominant i.e. Re(4;,—1)>0 pour tout i. On intro-
duit alors des fonctions £}'F, we W définies par

I3
PP@=1]la@* ! si geHwP
i=1

=0 si g¢HwP
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Alors il résulte de la Proposition 1 que les fonctions &' F sont continues sur
G et d’aprés les propriétés des ¢; on a:

w, P ’
vreC_,cI).

C’est un élément H-invariant de I, sous 7, qui est propre sous l'action de
U(g)®, centralisateur dans U(g) de b ( (cf. [13, Th. 5-1]). Sa restriction a K (ou
K/T) est une distribution &F. La fonction A —&%7 définie pour Aea avec
A—p strictement 4*-dominant et a valeurs dans 2'(K/T)=1I sétend en une
fonction méromorphe cf. [1] ou [13]. Ici on peut méme utiliser [2] pour voir
que les singularités de &% sont situées sur une famille localement finie d’hyper-
plans de ag (de complémentaire connexe).

On notera encore de la méme fagon les prolongements méromorphes des
BuP et £w-F désignera (lorsque &3 F est défini) I'élément de I tel que

Erhy =&t

Lorsque &P et £ F sont définis, pour tout e C*(G/H) on a n(p) &y Tel _,
et Pexpression

{my(9) é?"Pa é‘ﬁ'f%ﬂ,lza

a un sens et permet de définir une distribution ©}** que nous proposons d’étu-
dier. On notera &, ou & pour £1+F et @, ou &F pour ) F

4 Etude du comportement asymptotique des distributions @,
4.1 Définition de fonctions sur G/H a support dans Q,,(C)

On se donne une chambre de Weyl de a relativement & 4. On reprend les
notations de la Proposition 3. On se donne Yy € CP (H/T) et e C2(¥). On définit
une fonction @ = @”(y, @) sur G/H par:

B(gH)=0 si gH¢Q,(C)
SthwaH)y=y(h)p(a) s heH, acA.

On se fixe maintenant X,e —C et on note a,=exptX,, t>0. On définit pour
t>0, ,eC* (%) par:

@, (a)=0 si ae¥ et aq¢¥
o (@)=0plaa) si ae¥ et aac¥.

On pose: ¢'= D" (Y, @,).

4.2

Soit xeW et ie{l, ..., /}. Notons e,; un vecteur dans I'espace de m; de poids
xJ; sous tg et de norme 1, et e}, un vecteur dans I'espace de 7; de poids —xJ;
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tel que (e,;,, €4, =1. Alors e ; ®¢;, est indépendant du choix de e,,. On
définit une fonction C* sur G par:

1;,x(8) = ((:() @7 (0 (2)) (65, 8¢5, €5, €xs)-

Lemme 2 (i)VgeG,acd, neN, t, ey, (t'gtan)=a**y, (g)

(ll) VkGK, ni,x(k)= tgl |(n1(k) eép exd,)lz

(ii) Vg€ G, ;4 (8) =13 (m:(g) es,, €xs)I*.
Démonstration. (i) résulte immédiatement de la définition. Identifions I'espace
V! de m; avec l'espace de m; par l'application antilinéaire e — ¢’ de V; dans V;
définie par € (v)=(v, ). La notation (ef) est cohérente avec cette définition.
Dans cette correspondance on a:

YkeK,Ve, feV,, (e, fN=(e,[) et mk)e =(r,(k)e).

Donc: (nj(k) €', f')=(m;(k) e, f).

Par ailleurs, comme o agit trivialement sur T on voit que 7 et 7}c o définissent
des représentations équivalentes (et irréductibles) de K. Il existe donc un unique
opérateur unitaire T:V/ — V] tel que T entrelace =} et njoo restreintes a K et
tel que:

Te; =ej,.

Supposons (ce qui est possible) que e,;, = m;(x) e;,.
Alors e} ; =7;(x) €5, et:
Te,5,= Tri(x) €5,
=7;(0(x)) Te,

=7;(xt,) €5,

puisque g(x)=xt, (cf. Lemme 1) et Tej; =ej,.

D’ou
Te 5, =t % mj(x) €,
=t%(m(x)e;), car t2=1,
=12 e,
Alors

(wi{o (k) €5, €5) = (mi(a (k) (T€}), €5
=(Tri(k) €5,, €:s)
=(mi(k) €5, T~ e},
=(mi(k) €5, t5 " €y5)
=18 (n;(k) €5, €xs)
=l (m (k) es,, €ys,)-

D'ou 7, (k)=tl|(m;(k) es,, exs)* ce qui prouve (ii). Alors (iii) résulte de (i), (ii)
et de la décomposition d’Iwasawa de G.
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Donc si xeWy, 5, , est positive ou nulle sur G et si A—p est strictement
A*-dominant on peut définir

Hrll—l

qui est continue sur G et élément de C_,<1.

4.3

Théoréme 1 On se fixe w, xeW. On suppose que C=—x(C*) ot C* est la
chambre de Weyl définie par A7 . Donc X oex(C*). Soient e CZ(H/T), peC* ().
On suppose toujours que A— p est strictement 4" -dominant.
(i) six¢ Wy ona:
lim a7 x40 (@Y (), ) €, =0,

t— + o

(ii) Si xe Wy, lélement de I, u} . défini par

Uy = j j Y(hT)pa) a™** (hwa) N x dhda

HIT ¥

est en fait dans I_; et

lim a7 >0y (PP (Y, @) &= Cg . x-

t—=+w

Dans (i) et (ii) les convergences ont lieu dans I _ .

44

Remarquons qu’il suffit pour démontrer le théoréme de s’intéresser aux restric-
tions & K des éléments de C_, considérés, d’apres la définition de la topologie
sur I_,. Nous utiliserons, entre autres, le lemme suivant:

Lemme 3 Soit (f;),.r+ une famille d éléments de C* (K) telle gue
(i) YDeU(¥), Ly, f; admet une limite simple lorsque t tend vers + co.
(ii) YDeU(¥), 3C,>0,VkeK, VteR ", |L, f,(k)| £ Cp.
Alors f, converge uniformément vers feC®(K) et pour tout DeU(¥), (L, f;)
converge uniformément vers Ly, f lorsque t tend vers <+ co.

Démonstration. D’aprés [15, Lemme 5.1], il existe D, ..., D,eU() et C>0 tels
que

Y feC*(K), e|<C Z f I(Lp, f) (R)| dk
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et en appliquant cette inégalité aux fonctions R, f, yeK et l'invariance de la
mesure dk, on a

VfeC”(K), VgeK, |f@@I=CY

n
i=1

§1Lp, f ) dk.
K

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et nos hypotheses impliquent
que les fonctions L, f; convergent dans L' (K) lorsque ¢ tend vers + co. L'inégalité
ci-dessus implique la convergence uniforme de (f;). On procéde de méme pour
les dérivées des f,. [

4.5

On va poser f,=(a, ***? gy (®r) &) el
Pour pouvoir appliquer ce lemme, on va étudier L, f, pour De U(¥). Posons
E=ny{®) el ;.
Alors
LpF=n_iD)F
=m3(D) my(P7) &5
=m;(Lp ;") &5
Pour cette raison on s’intéresse & Ly, &} (¥, ¢). On introduit £, I’algébre a élément

unité des fonctions sur A™® (ensemble des éléments réguliers de A), engendrée

par les fonctions a® ot aex(d*) et ueC avec ju|=1.

1—ua®’
Proposition 4 Soit DeU(g). Alors il existe pe N*,

U, ... UeUW), Y., Y,eUla,

Wi, . Y, eCHIT), @y, ..., 0,eR,
tels que:
YyeC2(HIT), YoeCr(%¥),

Lo &, 9)= Y. " ilLo,¥)  ilLy, @)

i=1

Pour démontrer cette proposition nous allons établir plusieurs lemmes.
Lemme 4 Si YeU(a) et 9 €&, ,alors Ly ¢, €X,.

Démonstration. Si Yea, aed™, Ly(a®)= —a(Y) a*e R,

LI W P S
L’(T——EZ‘?)‘U‘Y“ Va2 %

Une récurrence sur le degré de Ye U (a) donne le résultat voulu. []
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Lemme 5 Si Xeg, il existe V,, ..., V.eb,=Adw™ '), Yeq, Z,,...,Z€h et
Tiy enes Tyy Vs -ee, VER, tels que:
VaeA™, X=3 t{@V;+Y+ ) vi(a)(Ada)(Z).
: et

i=1 Jj=

Démonstration. 11 suffit de prouver le lemme pour des éléments d’une base de
g. Si X eb,, ou Xea le lemme est évident. Notons n, = Adx(n). Alors comme

g=hH®Da®n

on a aussi

g=bw®a®nx

(en changeant de forme réelle et de parabolique minimal).

11 reste donc & prouver le lemme pour Xeg* avec aex(4*). On note ¢
=Adw 'ogoAdw. Cest une involution antilinéaire de g dont I'ensemble des
points fixes est b,,. Il est clair que o6’ (g)=g* Comme oo’ est C-linéaire, oo’
agit sur g* par un scalaire u,. Mais, 0,0’ sont des transformations orthogonales
de g (relativement & &) donc

u,==+1
etsi Xeg®ona:
o' (X)=u, a(X).
Posons
Z=X+a(X)eh
et
V=X +0d'(X)eb,.

Alors 6(X) et ¢'(X)=u, 6(X) sont de poids —a sous a et I'on a:

(Ada)(Z)=a*X +a “a(X).

Or
V=X +u,o(X).
D’ou
X=o V) Mde @
a*—u,a a—u,a
ie.

vV u, a*

Xz(l—uaa”)_(l—ua a%?)

(Ada)(Z)

et X a la forme voulue. [J

Démonstration de la Proposition 4. Un argument de récurrence sur le degré D

et le Lemme 3, montre qu’il suffit de démontrer la proposition pour Deg. Soit

donc X eg. D’abord Ly @ (¥, ¢) est clairement nulle en dehors de 2,,(C). Mainte-
dimg

nant, en utilisant une base (X,) de g, Ad(hw)™ ' X= 3 v, () X, ot les v, sont
=1

des éléments de C® (H ). En appliquant le lemme précédent aux X, on en déduit
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Pexistence de Ve, Yeaq, Z,eb, w;, o), ofeC®(H), ¢;, ¢}, ¢y, tels que:
YacA™, Vhe H

Adhw) X = wi(h) gi(a) V;
i=1

+ ) oj(h) 9i(a@) Y]

j=1

z 0} (@) (Ada) (Z,).

En tenant compte de exp(—tX) hwa=hw(exp—tAd(hw)~ ' X)a il vient facile-
ment, pour he H et ac¥

r

™ (Lyx " (), @) (hwaH)= — 3’ wi(h) ¢:(a) (Ry, ¥) (h) ¢(a)

i=1
'Z h) j(a) (Ly, @) (@)

ot U;=(Adw) (V).
En effet, si Veb,,, U=(Adw) (V)eh et siac® on a:

& o 01w (exp V) ) g = 0, ) (hlexp V) waH) -
—(Ro %) (1) 0(a)

De méme, si Yea,
& 0. o) (iwlexp 1Y) aH)mo =Y ) (— Ly 0)(@
etsi Zeh

&0 4, 0) (hwlexp(:(Ada) (2) ab =0

Mais pour U e, en utilisant une base (7;) de b, il existe des fonctions 8, C® (H)
telles que
dimb

Ry ) (=Y 6u(h) (L, ¥) (h).

k=1

En introduisant ces formules pour les Ry, ¢ dans (*) on arrive 4 une expression
de L, ®(¥, @) qui est du type de celui de la proposition, & ceci prés que les
fonctions i; sont dans C*(H) et non dans C*(H/T) ie.

)4
(**) Ly @, @) (hwaH) =} ¥ (h) (Ly, ¥) (h) 9; (a) (Ly, 9) (@)
i=1
ou UeU(h), Y;,eU(a), p;e,, p;eC*(H).
Mais 0" (s, ¢) (htwaH)=d" (Y, @) (hwaH) pour teT et y(ht)=y (k). On
intégre alors les deux membres de I'égalité (**) sur te T(en ayant remplacé h
par ht) et on obtient I’expression voulue. [J
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4.6

On revient a I'étude de L, f;, De U (f) (c.f. début de 4.5). D’aprés la Proposition 4,
calculant L, &“(y, ¢}, et la formule intégrale de la Proposition 3, on a:

(Lof) (H)=Co a7 =P S [ [Yu(hT) (Lp, Y)(RT)

i=1 HIT %
-¢:(a) (Ly, 9:(@)) D (@) (xy(hwa) ;) (k) dadh

ou D;eU®), YeU(a), Y;eC*(H/T), p,eZ,.
Mais Ly, ¢,=(Ly, @),. Or il est clair que si peC? (%) et ve C(¥) on a pour
tout t>0

[ 0.(@) v(@)da= [ p(a)v(aa_) da
€ €
(notez que ae¥ et t >0 impliquent aa.,€%). D’'ou

(Lnﬁ)(k)zcsaf"(“”’i I JWiLp ) (hT) @i(aa-)(Ly, ) (@)

i=1 HIT ¥

Dy(aa_)(xy(hwa) ny(a-) &) (k) dadh

formule que 'on préfére réécrire sous la forme

(Lp f) (k)= CGZ I § Lo, ) (hT) pi(aa_ ) (Ly, 9) (a)

i=1 HIT ¢

-a7 > D,,(aa_) (wy(hwa)a; ** "7 my(a ) €,) (k) dadh.

On considére (Ly f) (k) comme somme d’intégrales sur H/Tx ¥ dépendant du
paramétre ¢ auxquelles on va appliquer le théoréme de convergence dominée
pour voir que les hypotheéses du Lemme 3 sont vérifiees.

Lemme 5 On conserve les hypotheéses du Théoréme 1.
(i) 3C,>0,VkeK, V>0, la,**"P(n}(a-,) &) (RIS C,

. . =y _ si x¢ Wy
(”) VkEK’ t-]}IPooa! (nl(a—t) él)(k) {ﬂl‘x(k) Sl xe WH~

Démonstration. On étudie d’abord ¢;(a, k):

ny

&0 k) =((m:(a, )@i(o(a, k) (5 ®ej), 2. el®(el)).

j=0

En utilisant le fait que 6(a_J=a,, o(a)=a_,, que el (resp. (ef)) est de poids
u; (resp. — p)) sous i¢ et Pinvariance des produits scalaires sous K, on en déduit

&i(a; k)= Z atti(m; (k) es,, el) (mi(a (k) €3, (e])).

Comme a,=exp tX, avec Xoex(C*), on a, pour tout j et tout ¢>0: a?* < a?*%,

puisque ; est de plus haut poids §;.
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D’ou l'on déduit, en utilisant Punitarité de =, et n; comme représentations
de K:

4) Vi>0, VkeK, |a > ¢gla,k)<n;.
D’autre part on a:

lim a7 %% a}»=0 saufsi yu;=x9J;

t—*+ o

(ce qui n"arrive que pour un indice j).
Alors:

im a7 2% g(a, k)= (m; (k) e5,, e.s) X (mi(0 (K)) €5, €45,)
1+

ie.

%) lim a, b, &la, k)=1; (k)

t—+o

(d’aprés la définition de #; ., c.f. 4.2).
Or
(ila-) &) (k)=Ex(a k) (car £,6C_))
et

¢
(6) &= H SUP(Si,O)l'_l

i=1

d’apreés la définition de &; et la Proposition 1 (iii).
14

Alors (4) implique la majoration du lemme en prenant C,; =[] (n)

i=1

Red, —1

D’autre part (5) implique que pour tout i:

lim a; >** Sup(e(a, k), 0)=Sup(#; .(k), 0)
t— + oo
et (6) donne alors:

4
lim a;7**79 &, (a, k)= [ (Sup oy, (k) O™ .
t— + o

i=1

Or, si x¢ Wy, l'une des fonctions #; , est toujours négative ou nulle d’aprés
le Lemme 2 (iii) et 'on a bien la limite voulue. Si xe Wy, cette fois, toujours
d’aprés le Lemme 2 (iii), toutes les fonctions #; , sont positives et la limite est
bien égale a 1, (k). O

Lemme 6 Soit U un compact de G. Il existe une constante Cy>0 (dépendant
de 7) telle que:
VfeC_;, sup | f(uk)|<Cysup|f (k).
keK

u k)eUXK

Démonstration. En effet UK est un compact de G, donc contenu dans un sous-
ensemble de G de la forme KU, U, avec U, compact de A et U, compact de
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N. Utilisant la propriété f(kan)=a*~? f(k), on voit que l'on peut prendre Cy
=sup|a*~*| qui est fini puisque U, est compact. []

ael;

Appliquons les deux lemmes précédents en prenant:
U={hwa|hTeSupp ¥, acSupp ¢}

et posant C,, ,=Cy,; C, ona

Lemme 7 (i) 3C, ,,VkeK, t>0, heSupp ¥, aeSupp ¢
la; 4" P(n(hwaa_) £) (KIS C,,y

(ii) VkeK, t>0, heSupp , acSupp ¢

R — 0 si X¢PLH
XA = pY (!
’IIIPJQ{ (nl(hwa,a,,) él)(k)——{( ;(;’! , ) Lx)(k) si .

11 reste pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée a contréler
D, (aa_,) et ¢;(aa_,) pour t>0 et ae Supp o.
A cette fin on va établir:

Lemme 8 (i) Soit veR,.. La famille de fonctions a— v(aa _,) converge simplement
(sur €) quand t > + 0o. De plus, il existe C, , telle que

VaeSupp o, Vt>0, |v(a_,a)|=sC

(i) Vac%(=exp(—x(C™)),

; -2 42
lim a?** D, (aa_)=a™ ***
t— +

et 3C,, ,. YaeSupp ¢, la,7*** D (aa_)£C.. ,.

Démonstration. Soit aexA™. Alors (aa_ ) =a*(exp~—ta(X,)). Mais Xoex(CH).
Dot a(Xy)>0et lim {(aa_,)*=0. De plus
. t—= +w

iC,,, C;,€10,1[, VaeSupp o,
Cl.q)é(aa—l)aécz,w.

En effet a* ,<1 et si ac¥=exp(—xd™) on a a*<1. Par compacité¢ de Supp ¢
on en déduit l'existence de C, , et C, ,. Ceci implique facilement (i) pour les

générateurs de %, , a* et

de Z,.
Prouvons (ii). D’aprés la Proposition 3 on a:

D (@)=T]la"*~a"t:)

aed

= T la*~aaf?

aexA+

1 41
T 0 aexd™, |ul=1, et donc pour tous les éléments
—ua

car |a"*—a*t:|=|a*—a”"t, car 1= £ 1=t.°).
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Donc
Du@= [] a*1-a®af
aexAt
et
D,(aa_)y=a=?*a"?* [] |1-(aa_) e
aexd™*
D’ou

lim a 2D, (aa.)=a %

t=+w

(car lim (aa_)**=0).
t— +w

Par ailleurs la majoration de (aa_,)% pour t >0, aex4™ et aeSupp ¢, donnée
ci-dessus permet de majorer a,”>** D, (aa_,) comme désiré. []

4.7 Fin de la démonstration du Théoréme 1

Le Lemme 7 et le Lemme 8 permettent d’appliquer le théoréme de convergence
dominée a expression de (Lp f)) (k) (cf. début de 4.6) et d’appliquer le Lemme 3.
Le Théoréme 1 en résulte.

5 Intégrales d’entrelacement
5.1

Dans ce paragraphe nous aurons a considérer d’autres paraboliques minimaux
de G que le parabolique de départ, P. Lorsque nous en aurons besoin nous
utiliserons P en indice (supérieur ou inférieur) pour indiquer la dépendance
en P de nos constructions. Nous 'omettrons lorsque seul P interviendra. On
note Vp=0(Np). Si weW on normalise la mesure de Haar sur V,nw !Npw
comme dans [12], ce qui est un choix différent des mesures standard (et des
choix de [6]). Ces mesures seront encore notées dv.

Pour weW on note Dp(w)={lca_[Re{,a)>0, VaeSpw)} ol Sp(w)
=AF n—w~1{47).

On définit alors pour AeDp(w) I'intégrale d’entrelacement Ap(w, A): It > 1%,
par la formule suivante (cf. [12, Formules 1.7, 1.9]):

Vfel,, VxeG,(4p(w,4)f)(x)= § Slxwr)dv

Vprnw-INpw

ou l'intégrale converge absolument.

Remarque 3 On peut considérer le transposé Ap(w, 1) de Ap(w, ). Mais les inté-
grales d’entrelacement vérifient des propriétés de dualité et 'on a d’apres [12,
Prop. 7.8 (ii)] et la continuité des Ap:

A;:(W, A‘)llf'wA.:Ap(W— 1, —W/I)
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D’autre part, comme on est dans le cas sphérique, Ap(w, ) ne dépend pas du
choix du représentant de w utilise.
Pour we W on définit un opérateur, R(w), de C(G/T) dans lui-méme par:

R(w) f(g)=/{gw).

11 est clair que R(w) envoie I4 dans I®5*""' et entrelace 7% et n¥f
une fois R(w) ne dépend pas du choix du représentant de w.
Le lemme suivant est aisé a établir et laissé au lecteur.

w

. Encore

Lemme 9 Soit we W, aed et s,e W la symétrie correspondante. On notera f=wa.
Alors sp=ws,w™'. Soit Acag. Si s,A€Dp(s,) on a sywi=ws, AeD, p,-1(s;) et
le diagramme suivant est commutatif”

I? Ap(Sa05:2) ]2’
R(w}l R{w)

wPw-1 A4 (54, ws, A) wPw™1
wpw 1(Sps
st,, fe Iw).

Lemme 10 Soit Acag avec Re(A— pp) strictement Af -dominant. Alors, pour we W,
on a:

Rwy &P =ep?

on R(w) est le transposé de Uopérateur R(w): It — 125w,

Démonstration. 1l est clair que R(w) agit sur C*2% ' (I¥E*™") par R(w™ "),
car pour tout f, ge C(K/T),

[ flkwyg)dk= [ flkyglkw 'ydk.

K/T %
L’égalité a prouver se réduit alors &
VgeG, L gw )=E0 T (g).

Or, si g¢HwP, &P(g)=0 et gw '¢ HwPw™! implique &} ** '(gw™1)=0.
Donc:

Vg¢HwP, &pf@=i™ (gw™ ) =0.

Maintenant, si ge HwP, on a g=hwan avec he H, ae A, ne Np. Donc:

yr=a'"rr
et
61 wPw= ‘(gw—l)zé‘lv,lw}’w‘l(hw—lwaw—l an—l)'

Mais waw~1eN,p,-1, waw™ 'ed. Dou:
61 wPw~ 1(gw-—1)=(waw—1)w}.‘pwpw~1.

Mais p,,p,,-1=wpp. Do I'égalité voulue. [
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5.2

Rappelons (cf. § 3.1) que I'on a un isomorphisme T— T (resp. T— T ) de (I}
sur I'=2'(K/T) (resp. de I’ sur (I%)).

Si we W on note d,,e 2'(K/T) la distribution de Dirac en wTe K/T. On notera
8% au lieu de (5,)_, (ou 6%F si on veut faire apparaitre la dépendance en P).
Alors on a:

Lemme 11 Soit xe W,,. Soit wy 'élément de W tel que wo(dp)= —A} (on a
wi =1). Si Re(Al—pp) est strictement A -dominant, on a:

’ wo A, P P
AP(WOs )5x3:0 nl.x'

Démonstration. On omet les indices P. On a AeD(wy) et A(wg,A): 1,1, ;
est bien défini. Donc A'(wy, 4) envoie I, ; sur I} et comme #,; ,eC_,c ), I'éga-
lit¢ du lemme a un sens. Pour la prouver il suffit de comparer, pour fel,,
<A,(WO’ ) 5;ij7f>1;1,ll et <’7A,x>f>1h,1,g' Mais

CA (wo, A) 8200, 5 =40%%s, Alwo, 1) >
=(A(wq, 1) f) (xwg)
= [ flxwowov)dp

. 6(N)

= j fxv)do

8(N)
Par ailleurs

iy S 7= fﬂ“ ) f (k) d

= [ 1;,:(xk) f(xk) dk

Mais avec notre normalisation des mesures de Haar sur K et §(N), on a pour
tout FeC_,,
j"F(k)dk— | Flvydo

8(N)

(cf. [18, 8.4.7]; la normalisation de dv dans [18] coincide avec la ndtre).
Or r]).,x(x')f(x‘)ec_zp. D’Ol‘,l

<").,x7f>= ! m,x(xv)f(xv)dv.

8(N)
I3
Mais n,, .= [ n¥, " et comme xe Wy,
;< (8) = (m:(g) e5,, exﬁ,)|2 (cf. Lemme 2).
Prenant e, ;, = m;(x) e;, on a donc

i, (X V) =|(m:(v) e5,, €5,

=l(es, MO N es
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et comme #(v " )eN,ona

7]:‘, x ()C U) = 1 .
D’ou I'on déduit:

Mo 3= § fxo)do={A"(wo, ) 8555, /> 3

a(Ny

D’aprés le lemme précédent on a, avec les notations et hypotheses du Théo-
réme 1:

uf,sz’(wO’/l)v‘lV,x
avec
vis= | [¥hT)e@a >*x,, (hwa) 623} dadh

HIT ¢

{on a utilisé la propriété d’entrelacement de A'(wq, A)).

Lemme 12 On avy el_,, (<1, ;) et
U;,",x(g)= si gg Hwxwy AN,
vy L(hwxwg)= - j(p(a)a"x(“'p)da)w( )
0

ou ¢, est une constante que nous préciserons dans la démonstration.

Démonstration. Par dualité, on obtient facilement:

Mo (Wa) 880 =a™ 41 x0500r,
En effet, si fel,, ,,
<n:mg/1(wa)5¥vov;)f> <5xw0a wol((wa)_l)f>
=f(waxwo)

= f{wxwo(xwy) ™! axwy)
= f(wxwg) (xwp) ™t axwgy) ™ "ot™r,
Mais

((XWO)_ 1axwo)—wol—p=a~xw0(w0}.+p)

=a—x/1+xp.
D’ou P’égalité voulue. On a alors
vi= | JUGBT)@@a 47, (k) 823, dadh.

HIT €
Dong, si fel,, ;, en utilisant (2) (§ 1), on a:

W3 [>=(f @@a*C*2da) | Y(hT) [ (hwxwo)dh.

H|T

On introduit alors une fonction sur G:

®(g)=0 si g¢Hwxwy AN
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et
P(hwxwyan)=a"°* ?y(hT), VheH, aed, neN.

Il est facile de voir que @ est bien définie, C* sur G (en utilisant le fait simple
a prouver que (h,a,n) >hwxwgan est un diffeomorphisme de Hx A x N sur
un ouvert de G) et qu’en outre Pel_,, ;. Calculons alors

(D, f>= | ®*T)f(kT)dk.

K/T

Mais, d’aprés {13, Lemme 1.3]:
J @ fk)dk=co Y, | @(k(hy)Sf(k(hy) alhy) **dh.

K/T yeWu\W H/T

Ici, pour ge G, k(g)e K, a(g)e A, n(g)e N sont définis par ’égalite g=k(g) a(g) n(g)
(décomposition d’Iwasawa) et ¢, est la constante de 'énoncé.

Or ®(hy)=&(k(hy)) alhy)?°* 7 est nul si y¢Wywxw, et égal & y(h) si y
=wXxw,. Par ailleurs

F)=F (hy)alhy) e~
D’ou
(@ 1>=co | Y0 fthwwe)dh
H/T
Finalement
Viehas  Ohof>=o [ o@a "4"9)dacs, 1>,
0¢

D’ou ’égalité voulue. [

53

On note, pour aed, H, la coracine de «|, (i.e. H,ea). Pour leag, on pose
A= A(H,). Pour we W, rappelons qu'on a posé Sp(w)={Be 4} |wBe4;}. On note
Tw)=Sw™ 1), ie. Tw)={fca™{w™ ' Bea*}.

Pour ae A, on note G(x) le sous-groupe analytique de G d’algeébre de Lie
g{o) engendrée par g* et g7 On dit que a est compacte si G{a)n H est compact
et non compacte sinon. On note 4, (resp. 4,) 'ensemble des racines non compac-
tes. On note

e(@)=—1 sl aestcompacte

ea)=1 si o est non compacte.

Théoréme 2 Soient w, yeW. On a l'égalité de fonctions méromorphes en Acag
avaleurs dans 2'(K/T):

Wow,w &) =( ] e (,%))(émr

eT(w)

ou ~ désigne lisomorphisme I', - I'=2'(K/T).
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Démonstration du Théoréme 2. On procéde par récurrence sur la longueur de
w, £(w), relativement 4 4* =47 . Si w=11l n’y a rien & démontrer. On suppose
le théoréme démontré pour tous les éléments de longueur inférieure ou égale
a p=0. Soit alors weW avec £(w)=p et a une racine simple de 47 telle que
£(wsy)=¢(w)+ 1.

On se place en un point 4 ou toutes les fonctions méromorphes (en nombre
fini) qui interviendront sont définies. C’est certainement le cas pour A dans
un ouvert de {ueag|Re(u— p) est strictement 4*-dominant}. Alors:

AWsy, s, w 1) =Aw,w 1) A(s,, s, w1 A)

d’apres les propriétés des intégrales d’entrelacement (cf. [12] ou [6]) et en trans-
posant on en déduit:

A WSy s, w T A G =A (s 5w T DA (W, w1 A &

L’hypothése de récurrence appliquée a w montre que

A sew” D E=( T 0B AGusw DB
BeT(w) B
Mais T(ws)=S(w™'s,) et d’aprés [6, p. 517, on a S(s, w™})=S(w ™ HUwS(s,)
(union disjointe). Or o est simple, donc S(s,)={a}. D’ou T(ws)=T(w)U{wa}
(union disjointe).
Il reste donc & prouver que:
A/ ~1 yw 2 YWSe
(Su’saw j')6w“1).=8(yvv‘x) T é(ws,)‘ll'

wa,

Comme tous les objets sont définis cela résultera de I’égalité de fonction méro-
morphe en 4;

M W DB =swa) ) @

Pour cela, on va établir:

Lemme 13 On a I’égalité de fonctions méromorphes en 4

(WG 8 =@ (T 2

a

(¢(x)= — 1 si a est compacte, 1 sinon).

Démonstration du Lemme 13 D’aprés [1, Lemme 7.4], ce lemme se réduit au
méme résultat pour G(«), qui dans ce cas sera démontré plus loin (§ 6).

Suite de la démonstration du Théoréme 2 Grice a ce lemme on peut calculer
A’ (55,5, w12 %1 ,. En effet par prolongement méromorphe des identités on
déduit du Lemme 10:

gl =Rywy g™,
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D’ou:
Ap(Sgr S, W LA EX 1= Ap(s,, 5, w A R(ywy &P Pw "

On pose alors w=yw et B'=wa qui est simple pour 47 ou P'=wPw ™!,

A =w™ 1A D’aprés le Lemme 9 on obtient par transposition:
Ap (85,5, A) R(WY =R (W) Ap.(sp., 55 W' L)
D’ou
Ap(5,, Sqw 1A EE =RWY Ap(sp, 55 w ) ELLT

On applique le lemme précédent & P’ et f’ et 'on obtient:

® Ap(sp 5,1 A) f:y;f&:a(/f’)( )R(w) g

(v Vs

avec
e(f)=—1 si G(B')n H est compact

= + 1 sinon.

Mais f'=ywa. Donc (yA)g = (¥ A)ywe=Awa €t £(B)=e(ywa). Enfin, le Lemme 10
montre que (par prolongement meromorphe):

R(wYY &85 =RWY R(sg) &5 s,
Or R(sg)o R(w)=R(s; w') et par transposition on a
R{wY és,; YA _R(Sﬂ wy él j5 e

On applique a nouveau le Lemme 10, en tenant compte du fait que s; P'sp
=55 W P(sp W)

R(W) 653 y}. = ?sgvvw)P lyi-
Mais sp W =w's, w ~lw'=yws, et (sp W) 'yi=s,w ' A=(ws)) ' L.

Finalement, en tenant compte de ces relations et ’égalité précédente, et en
remplagant dans (8) R(w'") ésﬂ 'v2 par sa valeur ainsi obtenue, on a:

Ap(sa s w1 D) S (ywa)( )émi) ’,

égalité valable sur un ouvert de ag (ou toutes les fonctions méromorphes rencon-
trées sont définies). L’égalité (7) en résulte, ainsi que le théoréme. [J
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6 Démonstration du Lemme 13 en rang 1
6.1 Cas ou H est compact

Alors G~SL(2,C), H=K~SU(2), £} est un vecteur invariant par K, et on
sait comment il se transforme par les intégrales d’entrelacement. En fait £jel_ ;.
Alors, d’apres la Remarque 3 on a:

A5y, s, W) Ei=Als,, =D &3
et d’aprés [6, Prop. 3.7], on a:

. 2
Ao D= =7 ELs

(le 2 provient d’une normalisation différente des mesures de Haar). Mais Wy =W
dans ce cas et &=, =¢ ;. Finalement

2 2
A/(Saﬂ Sa }-) 621. = _T éi:l:S(a)T i:l

et le Lemme 13 est démontré dans le cas ou G est de rang 1 et H compact.

6.2 Cas ou H est non compact. Préliminaires

Dans ce cas G peut s’identifier a SL(2,C) et H a SL(2,R), K a SU(2). Mais
les calculs nous ont semblé un peu malaisés dans ce contexte. Nous préférerons
identifier G/H a S0,(3, 1)/50,(2, 1). L’homomorphisme naturel de SL(2, C) dans
S0,(3,1) n’est pas un isomorphisme, mais tous les calculs se passent modulo
le centre de SL(2,@©). Dans la suite nous ferons donc comme si G=50,(3,1)

ey

aeS0,(2, 1)}. Alors

aeSO(3)}

1 0 0
T={1 0 a 0] acS0O(2)
0 01

cht 0 0 sht
0 1 0 O
A=l g o1 o] R
sht 0 0 cht
1—%(x§+x§) —X2 —X3 %(x%+x§)
_ X, 1 0 —X,
N= X 0 1 —x, X4, X3€R.
—3(x3+x3)  —x; —x3 1+3(x3+x))
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En posant

Xo=

- O o O
o O OO
[T a2 o ¥ a ]
OO O =

et a,=exptX, on a (a)'=¢, p=a. Le poids fondamental ¢, vérific 5,,,=%a.
Si A=2sd,€agavec seC,on a:

la=2s, (a)=e"
I;={p:G>Clo(gman=e"*Vop(g),YgeG, meT,neN, teR}

On choisit pour représentant de s,:

-1 0 00
0 -1 00
0 0 1 0of
0 0 01

On a Wy = {e}. Identifions la fonction ¢, . Cest un coefficient d’une représentation
de G, (n, H,), de dimension 4, (& savoir n; ® (7} c0)), g—(n(g)e,v) ou v est un
vecteur invariant par H et e un vecteur invariant par N et de poids 26, =,
sous 4. De plus &, (1)=1. Ces propriétés de = montrent que x est la représentation
naturelle de SO,(3,1) dans R* (ou plutdt sa complexifiée) munie du produit
scalaire naturel. On note {e,, e,, €3, ¢,) la base canonique de IR*. Alors e, est
invariant sous H et e¢; —e, est invariant par N et de poids « sous 4. On a
donc ¢,(g)=(g(e; —e,), e,). Alors, si Re(A— p) est strictement 4*-dominant (ie.
Re(s—1)>0),0on a

&3 (g)=(Sup(e1(g), 0"

et

Er(g)=¢1(5,.8)

On va étudier (£1)™ et (65~ qui sont des distributions sur K/T que I'on identifie
naturellement 4 S? dans Re, @IRe,@Re; (la classe de T correspondant a
e,). D’autre part G/P~K/T. Avec ces identifications, H a 2 orbites ouvertes
dans S% (= G/P),

O:t ={(X1, XZ,X3)ES2| ixl >0}
Alors g, (k)=(k(e; —e,),e)=(ke;,,e;). D’ou

&1 (X1, X2, X3) =%,
et
(&1)” =(Sup(x;,0)’"'  pour Re(s—1)>0.
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De méme on voit que =1, 4 et n, =n; ;vérifient

n{g)=14(gle, —es) e, —e4)
et

1 -
mi(g)=5=r(glex—es)e;—ea)” " pour Re(s—1)>0.

1 1 .
Alors 1,(k)= 5= ((key, )+ ™" et 07 (x4, %, %3) == (x, + 17" (toujours

pour Re(s—1)>0).
Avec les notations du Théoréme 1 on notera:

ui=u, up;=u; (leWy).
On va calculer de deux fagons {uj,&L,>, , ., pour A tel que Re(s—1)>0

et ou toutes les fonctions méromorphes qui interviendront (en nombre fini)
sont définies, ce qui arrivera donc sur un ouvert de ag.

6.3 Premier caleul de Cuf ,EX >, | 1,
Avec les notations du Lemme 12, on pose
vl =v] et vE =0v;.
On sait {cf. Lemme 12 et ce qui le précéde) que uf = A’ (wy, 4) v} et ici wy=s,.
Mais, d’aprés le Lemme 12, vfel_,, ,=1I,.

Alors la Remarque 3 permet de conclure que uf =A(s,, 2) vi. Donc, en
posant ¢L,=¢_,,ona:

<u).iaé—l>=<A(sa’l)U/li’é—}.>
=i, A (50 A €= 3.

Mais, d’aprés [1, Proposition 6.1], on a:
A (s, &3 =B (D &+ B~ (A Ex
ol B et B~ sont méromorphes en 4. Donc

Cui, &> =B"(N<vf, &> +B7 () (of, &),

Mais nous avons déterminé vF au Lemme 12. En particulier vy est a support
contenu dans Hwgy P et v; est a support dans HP. De plus, comme ici x=1,

ona C=—C" et ¥=exp(—C") que I'on notera €~. Alors

v;<h)=u;(hwo)=%w(h) [ a* " p@)da

@-
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On utilise 4 nouvea la formule intégrale de [13, Lemme 1.3] pour calculer:

i &id= [ vik) &y kydk,

K/T
ou l'on a noté & =¢; et &7 =&, Alors, pour des raisons de support, on a:
. E3>=0, <(v;,&>=0
et (la constante ¢, disparait):

@i &=(] a?Po@dax( | Y& (hs,)dh)
o

HI/T

@i, &>=(f a*o@dax | y(hdh
-

H/T
et
i &Hr=(f a**e@dayx | y(hdh
- HIT
D’ou
Lemme 14 (uf,¢_>=B¥(A) (| a *"*o(ada) ( | @(h)dh) (pour des valeurs
%- HIT

convenables de A).

6.4 Deuxiéme calcul de {uf,E_,>

On notera:
0=0*" U0~ (c5?)
E={xeS?|x,|<1}

etpour £>0

0,={xeS?|[x,|>¢}

E,={xeS8?||x,|<¢}.
Enfin on note

U ={teP (S|t gest C*}

¥ ={{eD' (5% & pest C*}.
Définissons une forme bilinéaire entre % et ¥". Soit (¢, ¢,) une partition de
lunité C* subordonnée au recouvrement ouvert de S* par Ejy et Oy, i€
@1, 9262(8?), Supp ¢, <E, 4, Supp ¢,<= 0,4 et ¢, +¢,=1. En particulier ¢,
=1 sur Oy, (puisque ¢, =0 sur Oy;). Alors si te¥ et (e, ¢, T est C* sur

5% et {¢,1,&>p o est défini. De méme ¢, & est C™ sur S% et {1,0,E4.9
est défini. On définit alors:

£, &Y =L@, 1, &g, 0+, 92 g 4.
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Site2(S*) <, il est clair que

(9) <<T, é>>=<‘[a é>@.@"

Lemme 15 Soit te% avec Supp t <O ay+.(6>0) et soit p,€Z(S%) avec p3=1

sur O+ € SUPP @3 Os,4. Alors, pour tout £6¥7, {1, EH=C1, 03> g o (qui
est bien défini puisque @5 E€ D (S?)).

Démonstration. On a par définition:

£, =<0,1,80,0+<{0,0: g 5.

Mais Supp ¢, € E3 4 €t Supp 1< Ogg 4y +,. Comme E3;4 N O34, =0,0na ¢, =0
et:

(1) =<1 02544
Mais @3 =1 sur O,4)+, €t SUPP 1< Oy3/4y4.. DOnC 3 1=7 et
<<T7 5>>= P31, 028099
={1,02,¢3$9,9

Mais ¢, =1 sur Oy, et Supp ¢3=03,4. Donc ¢, ¢3=¢; ¢t I'on a bien
<<T’ Zj>>= {L93E0a,0. O

Soit YyeC>®(H), que l'on regarde comme distribution & support compact sur
G (4 laide de la mesure de Haar standard sur H). On considére les actions
de G, &, et #_, sur I'=2'(§?) (transportées des actions de G sur I, et I,
par les isomorphismes ™).

Lemme 16 Soit Leag. Soient te¥ et yeCX(H), tels que 7, (Y) te¥. Soit EeV”
que l'on suppose H-invariant par ©_,. Alors

(FW) e, )= [y dh{z &)

pour s a support assez petit (i.e. tel que Supp ¥. O7/5 < O34y 4, pour un £>0).

Démonstration. On  écrit t=1,4+1, avec 1,€2(5%) et 1,6%(S?) avec
Supp 1, = 0y5. Alors

(R ©, Y=L T W) 11, EY+ LR W) 75, )

Mais 17,€2(5%), et
7%:1(‘//)|@(52) =7_ /1(1//)

De plus: #_ () 1, € 2(S?). Donc, d’aprés (9):
(EW) 1. EY=CF (W) 71, g g0

Mais: (n_ , () =n"_,(f) d’aprés (3) (cf. § 1.3) et par transport par ~ on en déduit:
(R 11, EY = <11, B () O, 2
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et en utilisant 'invariance par H de £ on a finalement:
(10) W) 1, E)=(J Yy (W dh) <z(,E>g. o
H
=(fymydn (s, ).
H

Etudions maintenant {7, () 7, £). La condition de support sur y et t, montre
que Pon a Supp 75 () 1, = O3/4y+. €t 'on a d’aprés le Lemme 15:

<<ﬁ;1(l//) T2 f>>= FW) 12,0385, 4-

Soit 1,62(S?), une suite convergeant faiblement vers 1,, avec de plus
Supp 1,= 055 (on se raméne, pour exhiber 7,, & un probléme sur R? et on
utilise la convolution, cf. [16]). Alors on a encore Supp(@;(¥)t,) <= Oz/ay+.-
D’autre part, d’apreés (3), § 1.3, on a

VIeD(SY),  <FiW) T o 0=t TaW) Do a-
D’ou 7, (y) 7, converge faiblement dans &’ vers 7, () t,. Donc
(1) CAUIEPS é>>=,,lh?w W) Ty 03 O, 0

Comme Supp(#,(¥) 7,) < O(3,4)+.> le Lemme 15 implique:

<ﬁ’l(!//) Tns @3 £>@', ?= <<ﬁ/}.(¢) Tns é>>

et comme 7; () 1,€2 on a d’apres (9):

{RW) Tws @3 o, 0= <R 1, g0

Mais 1,€9, donc 7, (¥) t,=7_ () 7, et en utilisant (3),§ 1.3 on a:

(-0 Ths @3 &=y ﬁl—z(‘ﬁ) Ea, 9

En utilisant P'invariance de £ sous H on a donc:
(R () Ts @3 5>@'.9=(§ YW dh)<t,, 89,0
H
Mais d’aprés (9) et le Lemme 15 on a:

<Tn7 é>@.@‘=<<rn7 é>>= <Tn’ @3 é>@‘,@'

Finalement:

R W) T0s @3 é).@',@:(j Y dh) {t,, 939, 9
H

et en passant 4 la limite, grace a (11) on a:

(E W) T2, EY=([ Y (h) dh) <13, 03 EDgr, o
H
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On utilise encore le Lemme 15 pour finalement obtenir:

(12) W) 12, Y =(§ v (W dh) {12, &)
H

En ajoutant les relations (10) et (12) on obtient

(T H=([ymdh (= &) O

Revenons au caleul de (uf,é_,>=<if,& ;>p 4 On a if €D (S?) et dapres
la définition de uf (cf. Théoréme 1 et § 6.2) et les propriétés de transformations
sous A de i, (Lemme 2) on a:

ui=(§ el@a **7da)(m,)n,)
‘-
et
uy =( | e(@a”**7da)(my () w(s2) 1)

@~

{on a intégré I'action de A sur y,). On notera nj =n,, n; =n,(s,) n,. Alors,
comme ui est C® sur 52, on a:

i, & =g, o)

et on peut appliquer le Lemme 16 (pour Supp ¥ assez petit) et on a:

uf & =] e@a™**Pday([ y (k) dh) {7y, - ,).
€- H

Il ne reste plus qu’a calculer {75, &_,).
Rappelons que l'on a choisi A avec Re(s—1)>0. Donc &_, n’est pas en
général une fonction. Par contre #; est la fonction sur la sphére définie par:

1 _
x=(x1,x2,x3)r—+F(x2+1)‘ L

Alors {#f,E_,) est la valeur en t=s du prolongement méromorphe de la
fonction g* définie par

t— | E_(Knf(k)dk=g*(1), on v=2tdavec —Re(t+1)>0.

K/T
Dong, pour Re(t+1)<0, on a:

8" (0= { (supe,, 0~ B gy
s2
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On prend sur la sphére des coordonnées cylindriques (x,8) et 'ona dx=dx, P
(on veut que §? soit de surface 1). D’ou T

_ x,+1F71
g (t)—~jx - 1—(125—de1.

Considérons la fonction h de 2 variables complexes (u, v) definie par

1 v—1
h(u,u)— [E2% 13&%—(1& pour Re(w)<0 et veC.

0

Comme la distribution (x.)* n’a des pdles que pour ze —IN*, h est méromorphe
sur €2 avec au pire des pdles sur les plans d’équation u=peNN, et I'on a, pour
s non entier:

g(s)=h(s,s).
Calculons
h(u,u) pour Reu<O.

D’aprés [7, Formule 1.1, p. 10}, on a:

e = (1+b0) = de =(1 4+ B(x, )
0

pour b>—1, Rex>0, Rey>0.
On prend ici x=—u, y=1, b=1 et 'on trouve

D’ou, par prolongement holomorphe,

ghe)=—~
et
(7 8y =

Calculons maintenant:
Az &0
On a pour Re(t+1)<0:
1 _t . (1 xl)s 1 d

g(t TasTT T a4X
T

et, par définition de la fonction B, pour Ret<0 et Res>0 (cf. [7, Formule 1,
p. 91
I'(—=01(s)

g 0= Bl-t9 =5 o
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. 1 . .
Comme lim ———— =0, on voit que pour s non entier:
s [(s—1)

et donc

iz . E-.)=0.

Finalement on a obtenu:

Lemme 17 Pour  a support assez petit (voisin de e) et Re(s—1)>0:

Wl D= (] p@a 4 0da) [y dh
€ H

<u;’é——l>:0~

6.5 Fin de la démonstration du Lemme 13 en rang 1

Par comparaison des Lemmes 14 et 17 on a

B'(}v)————é, B*()=0

soit encore:

2
(s, 2 EL = =T
puis en changeant A en —A=s, 4

2 2
(s 5, ) Ey =5 Ena = () 3 &2

et ceci achéve la démonstration du Lemme 13 dans le cas ou G est de rang
1.
Notre démonstration du Théoréme 2 est maintenant compléte. [

7 Détermination des distributions @,
7.1

On rappelle que pour peCZ(G/H) on a posé @ ,(p)={m} () ¢&,.&_;> dés que
&, et &_, sont définis (ce qui arrive sur le complémentaire d’une famille locale-
ment finie d’hyperplans de ag). La distribution @, est propre sous l'algébre
des opérateurs différentiels invariants sur G/H, D(G/H) (pour le paramétre — 4,
dans les identifications habituelles), d’aprés les propriétés des vecteurs &, (voir
§ 3.2) et invariante sous l’action a gauche de H. On sait, d’aprés {10, Th. 4.2],
qu'une telle distribution est une fonction localement intégrable sur G/H, analyti-
que sur I'ouvert des éléments réguliers de G/H ([10, Def. 2.5]) que I'on note
(G/HY. Si EcG/H, on note E' I'ensemble des ¢léements réguliers de E. Alors
ona:
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Théoréme 3 Pour les valeurs réguliéres de A ou &, et &_, sont définies on a:
(i) Soit weW. Soit ac A. Si w¢ Wy et awH est régulier dans G/H, on a

@,(awH)=0.
(ii) Si aH est régulier dans G/H:
T (= 1y@g
O,(at)=(~ 412 (] (L)“)x%a)—,

out £ (x) est la longueur de x comme élément de W.

7.2

On commence la démonstration du Théoréme 3. On introduit la fonction 4,
sur &/ comme dans [10, Formule (4.6)], qui est définie par:

YweW, Vaed, A4y (waH)y=wa?cw) )7 [] (1—(wa’a(w ).

acd*

Mais g(w)~'=t,w™*. On pose alors a,=waw™ ", t,,=wt,w™'. Alors ¢,2=1
et:
A (waH)=t""a % [] (1—17al?)
acd*
AqwaH)=tfc [ (a,*—1} a3).

aed+t
En particulier
d4@H)= ] (a™*—a%.

aed*t

Par ailleurs, on sait d’aprés {10, Théoréme 4.8], que, sous les hypothéses du
théoréme, la fonction ¥,,, définie sur &/ par 4, @;, se prolonge en une fonction
analytique sur o7 (il n’y a pas de racines réelles de t dans b et dong, avec
les notations de [10], &/ = ).

En outre, le fait que @, soit propre dans D(G/H) implique que, pour les
valeurs réguliéres de 4, cette fonction peut s’écrire sous la forme:

(13) VacA, VweW, (4,0)waH)= 73 dw,x,ya

xeW

Clairement les d(w, y, A) sont méromorphes en A et on va les calculer pour
A tel que Re(1— p) soit strictement 4" -dominant, en supposant en outre que
les fonctions méromorphes qui interviendront dans les calculs seront définies.
Au bout du compte cela déterminera ces fonctions méromorphes sur un ouvert,
donc partout. Pour cela on va calculer de deux fagons différentes (uj ., &- 2>
(cf. définition de u} , au Théoréme 1) (on posera u} =0 si x¢ Wy).
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7.3 Premier calcul de {u} ., &_;>

D’apres le Théoréme 1 on a:
1 M - w
Wiy == im a7 = 06,(97 (), )
Gi—+w

On va calculer @,(®} (i, ¢)) en utilisant (13). Comme @, est une fonction locale-
ment intégrable sur G/H, invariante a gauche par H, la formule (13) et la formule
intégrale de la Proposition 3 montrent que:

> d(w,y, Aa>*

OB W, )= | l//(hT)d’i(g (p,(a)ﬂ—WDw(a)da.

1

Co H|T

Soit encore:

1
o 0,(P7 (¥, ¢)

S d(w,y, 7 (aa_) ™"
= | WhT)dhx | (@) 2~
%

H|T

A (waa_, B) D,(aa_,)da.

Pour ae¥, on a vu au Lemme 8
D (aa_)~aX*?a” ***,

De méme, comme on suppose que Re(A—p) est 47 -dominant et que Xqex(C™)
ona
lim a7 ** Y d(w,y, ) (aa_) ¥ =d(w,x, ) a™

t—+ +w yeW

Enfin
Agy(waa_,H)~e{w,x)a *"a}’

ol (w, x) est un signe qui ne nous intéressera que lorsque w= 1. Dans ce cas:

A4@H)=[] @ *=a)

acd*

=(_ I)H‘IEXA* jae —d4*}| H (a—u_aa)'

aexd?
Mais de la définition de la longueur il vient

{aexd*|ae—A7}|=£(x).
Donc
A laH)=(=1¥® T] (a*—a?
aexA+
et I'on en déduit
A laa_ Hy~{—1¥@ g P gxe,
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D’ou
Y dw,y,Alaa_)™**

1 x{1+p) yeW D B
Jim g(a)a; 1 waa_ B wlaa_)

=d(w, x, ) ew,x)a >4 p(a)

avec e(w, x)= +1 et (1, x)=(—1)’™.
Il n’est pas difficile de voir que la convergence est dominée (voir démonstra-
tion du Lemme 8). Finalement on a obtenu:

Lemme 18 Soit Aeag, régulier, avec Re(l—p) strictement 4~ -dominant et tel
que &_; soit défini. Alors:

uf &> =ew,x)dw,x,4) | Y(hT)dhx Itp (@a- 9 da.

H/T

(rappelons que uy =0 si x¢ Wy).

7.4 Deuxieme calcul de {u} ., &_;>

Lemme 19 Pour A dans un ouvert non vide de {ji€ ag|Re(u— p) est A" -dominant},
on a, pour x€ Wy:
(i) <uf o, E->=0siwgWy

(i) <uh & = B(/l)j(p(a)a"‘(“"’da | @(hT)dhouB(2)=(—1)*! H( )

H/T aed*

Démonstration. On a vu (cf. Lemme 12 et ce qui précede) que uy ,=A'(wgy, 1)
vy . avec vy el ;. D’aprés la Remarque 3 on a donc:

uy =AW, —wo A v} ..
Donc
u xs E- > =CAwo, —=Wo D)V} 1, E- 0>
=V} 5 A'(Wo, =W A 3D

Mais d’aprés le Théoréme 2 on a ’égalité de fonctions méromorphes

AW, w0 D E,=BU) ER,,
ou
8= T st 57) =0 1 ()

Donc:

<u2:x’ é~}.>=B(}') <U;.v,x9 éw—0w011>'
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Mais on sait d’aprés le Lemme 12 que vy, est a support contenu dans
Hwxw, AN et, par définition, £¥9, , est a support dans Hwy AN. Donc

f €%, 10=0 si Hwxwy AN+ Hwy, AN

i.e. (comme xe W) si w¢ Wy. D’ou la partie (1) du lemme.
On prend maintenant w=1. Alors

<u11.,x= é—},> = B(/l) <v}.,x3 6viowol>'

Or, d’aprés le Lemme 12, v} , a son support inclus dans H xwy AN et
1 l —x(1+p)
v (hxwo)=—(f @(a)a da) y (h).
Co o

On applique alors la formule intégrale de {13, Lemme 1.3] (avec la constante
¢o: voir la démonstration du Lemme 12) et I'on a (puisque 'on peut travailler
dans I'ouvert Hxwy, AN ot &2, est défini par une fonction)

Wheé D= o@a " ?da | y(hT)dh.
%

H/T

7.5 Fin de la démonstration du Théoréme 3

D’aprés le Lemme 18 on voit que d(w, x, ))=0 si x¢ Wy (puisque uf =0 si
x¢ Wy).

Maintenant, en comparant le Lemme 18 et le Lemme 19 (i), on voit aussi
que d(w, x, A)=0si w¢ Wy, et xe Wy,. Donc d(w, x, 1)=0 pour tout xe W, si w¢ Wy
et ceci prouve la partie (i) du Théoréme 3. Maintenant, en comparant les Lem-
mes 18 et 19 (ii), on voit que:

d(l, x, Y=(—=19B(4).
Dong, d’aprés la définition des fonctions d, on a:

A (aH) O, (aH)=B(4) Y (—1)fPa™

xeWpn
D’ot, pour aHe(G/HY

z (_l)f(x)a—xl

0, (aH) =B * =i

acdt

avec B()=(-—-1)#1 [] <£> O

acd* a
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