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Let G be the group of real points of a reductive algebraic group defined over R,
an involution of G, and ¢ a Cartan involution of G commuting with o. Let H be
an open subgroup of the group of fixed points for ¢. One builds a meromorphic
basis for the space of H-fixed distributions vectors of induced representations from
a ofl-stable parabolic subgroup P of G. For this, we use a method which extends
the domain of application of Bruhat’s thesis (in particular, to the irreducibility
problem for generalized principal series). The meromorphy is obtained by means of
a functional equation that we establish and which generalizes the equation obtained
by E. van den Ban in the case when P is minimal g0-stable. € 1994 Academic Press, Inc.

INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish Chandra, ¢ une
involution de G, H un sous-groupe ouvert du sous-groupe des points fixes
de o, 6 une involution de Cartan de G commutant avec g, et K le groupe
des points fixes de .

Le deuxiéme auteur de cet article a remarqué qu’il résultait du
travail [Be] de J. N. Bernstein et de [De] que la mesure de Plancherel
de G/H avait son support contenu dans I'ensemble des représentations
induites unitaires par un sous-groupe parabolique of-stable P de G de
o-décomposition de Langlands P = MAN, l'induisante étant de la forme
man—a* §(m), ou O est une série discréte de M/ M H et veia* (cf.
Appendice C.2). La représentation induite sera notée (75, I ) tandis que
linduite C* sera notée (nj,, I ). L'étude de la désintégration de la
mesure de Dirac §,, sur G/H conduit a rechercher des vecteurs distribu-
tions H-invariants de ces induites (i.e., des ¢léments H-invariants du dual
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topologique (I%,) de I7 ). Une différence notoire avec le cas des groupes
(ie, G=G,xG, et a(x, y)=(y, x)) est que, pour construire un tel vecteur
pour v imaginaire, on doit procéder a un prolongement méromorphe (cf.
[Ol, B3] dans le cas des sous-groupes paraboliques o6-stables minimaux,
[BrD] dans le cas général).

Dans cet article, on étend certains résultats d’E. van den Ban au cas de
sous-groupes paraboliques of-stables généraux, en supposant seulement o
unitaire irréductible. On montre, entre autres, que les vecteurs distributions
H-invariants de /], construits dans [BrD] fournissent une base
méromorphe pour v générique. Ici et par la suite, “v générique” signific
pour v dans le complémentaire d’une famille localement finie d’hyperplans
de af. D’autre part, la dépendance méromorphe doit étre comprise comme
suit: I'espace des vecteurs distributions de 77, doit étre regardé comme
un sous-espace Z'(G, P, 5, v) des V{-distributions sur G, ie., du dual
2'(G, V) de l'espace Z(G, V§') des fonctions C* a support compact sur
G a valeurs dans 'espace Vi des vecteurs C™ de é. On peur alors parler
de méromorphie d’une application a valeurs dans 2'(G, V).

Pour démontrer ce résultat, on commence par démontrer, pour v
générique, une majoration de la dimension de Pespace 2'(G, P, 8, v)* des
vecteurs distributions H-invariants de I}, par application de la théorie de
Bruhat, suivant en cela une démarche paralléle a celle de van den Ban
dans le cas ou P est gB-stable minimal (cf. [B3]). On commence par
remarquer (cf. Prop.3) que tout élément de &'(G, P, 9, v)" admet une
restriction de classe C” a la réunion ¢ des (H, P)-doubles classes ouvertes
de G, restriction qui est entiérement déterminée par les valeurs prises sur
un ensemble de représentants de ces double classes ouvertes. On en choisit
un particulier #7, lié¢ a un groupe de Weyl. C’est un ensemble fini.

Pour w élément de #;, et t élément de Z'(G, P, 8, v)", on note ev, (1)
la valeur en w de la restriction a (¢ de 7. Cest un ¢élément de
(O, w) = ((VZEY)M * " espace qui est de dimension finie (cf. [B2]).
On établit alors que I'application T+ (ev,.(1)),, . 4, de Z'(G, P, 8, v)" dans
¥0) :=T1,cs, ¥ (5, w) est injective pour v générique (Théoréme 1). Ceci
fournit la borne supérieure de la dimension de 2'(G, P, 8, v)".

Une autre application de la théorie de Bruhat que nous traitons dans
I'Appendice B, montre que 7§ | est irréductible pour v générique dans ia*
{on se place dans le cas o =6 ce qui implique que P est un parabolique
quelconque de G). De plus, si le caractére infinitésimal de d est réel, I7 | est
irreductible pour v.dans ia* régulier par rapport aux racines de a dans g
(Théoréme B.1). Ce dernier résultat était mentionné dans une lettre de
Harish Chandra a van Dijk et doit donc lui étre attribué.

Rappelons briévement ce que nous utilisons de la théorie de Bruhat.

Soit I un groupe de Lie agissant sur une variété X suivant un nombre
fini d’orbites. Etant donné une représentation (rn, V) de classe C* de I~
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dans un espace localement convexe séparé (e.l.c.s.) quasi-complet, la théorie
de Bruhat permet de majorer la dimension d’un espace .7 de V-distribu-
tions vérifiant

Vyerl, ver="n(y) o,

a support dans une partie fermée /-invariante (ici le complémentaire de la
réunion des orbites ouvertes de X) par une somme portant sur ne N et
xe W', ol # est un ensemble de représentants des /-orbites concernées,
des dimensions des espaces Hom, (V, E;), ou I, est le stabilisateur de
xe# dans I' et E¥ Pespace d’une représentation S construite a partir du
produit tensoriel symétrique d’ordre n de I'action canonique de I, sur le
quotient 7 .(X)/T (I -x) des plans tangents en x & X et I"-x respective-
ment (cf. Appendice A).

Dans notre cas, on prendra ['=H x P agissant sur X=G par
((h, p), g)— hgp '. Dans I'appendice B on prend I" = P x P agissant sur
X=G par ((p, p'), g)— pg(p’) '. Dans le premier cas, si P est af-stable
minimal, ou, dans le second cas, si 'induisante est de dimension finie, la
majoration, donnée par la théorie de Bruhat, de la dimension de 7, permet
d’obtenir commodément un critére d’annulation de 4 car:

{a) La repreésentation (n, V) est de dimension finie.

(b) L’ensemble # de représentants peut étre choisi dans un groupe
de Weyl W laissant stable un sous-espace abélien & “assez gros,” espace
auquel est attaché une sous-algébre abélienne & de Lie /..

On obtient alors simplement un critére générique d’annulation en
écrivant que les deux représentations de @ (ou simplement d’un élément
privilégié de @) dans V et £ n’ont aucun poids en commun.

Dans notre cas, pour xe #,,:

I.={(xpx ', p)l pePnx 'Hx},
et:

{man)=a’*"r 3(m),

ou p,ea* est la demi-somme des racines de a dans n:=LieN. La
représentation 7 étant de dimension infinie en général, nous utiliserons une
méthode qui permet détendre le champ d’application habituel de la
Théorie de Bruhat. Elle consiste a traduire la condition de I” -entrelace-
ment sur un sous-groupe parabolique P*= L*N'* (décomposition de Lévi)
de L:=MA, avec L :=Lnx"'Lx groupe O-stable donc réductif dans
g:=Lie G. Si I*:=Lie L*, on peut alors associer a tout /" -morphisme non
nul T e Hom  (V;, E;) un Inh* morphisme non nul T de V/ws-vy)
dans un sous-quotient [ -irréductible F, de EY. On utilise alors les
résultats classiques sur les caractéres infinitésimaux de ce L*-module et un
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élément privilégié du cente de ¥ pour obtenir une condition générique
d’annulation qui implique facilement I'injectivité de ev.

Si veaf est tel que Re v — p, soit strictement dominant par rapport aux
racines de a dans n, on construit une application j(P, §, v) de ¥7(J) dans
Z'(G, P, 8, v)" telle que ev< j(P, &, v) soit I'identité de ¥7(8) (Théoréme 3).
Cela résulte immédiatement de [BrD, §3.2]. Il est toutefois nécessaire de
faire sur M une hypothése sur la continuité automatique (cf. §1.2),
hypothése vérifiee dés que G est algébrique par exemple.

Le deuxiéme résultat principal de ce travail (Théoréme 2) concerne
I'étude de I'application j(P, 6, v). Nous démontrons que, pour tout g€ aj o
poids P-dominant d’une représentation (H, K)-sphérique (voir §1.4 pour les
détails) de dimension finie, il existe une équation fonctionnelle reliant
J(P,6,v) et j(P,d,v+pu) sur leur domaine commun de définition (voir
[B4, Th.9.37 pour le cas ou P est o0-stable minimal). Ce résultat permet
de construire un prolongement méromorphe de I'application v+ j(P, J. v).

Pour démontrer ce résultat, nous suivons une démarche paralléle a celle
de [B4], mais nous démontrons directement nos résultats dans le cadre des
espaces 2'(G, P, 8, v)* en utilisant des techniques développées dans [VW ].
Ceci nous permet d’éviter d’avoir a introduire trop tot les propriétés de
lapplication v+ j(P, d,v), notamment lexistence d’'un prolongement
méromorphe, et d’établir cette existence comme conséquence de 'équation
fonctionelle. On voit alors, par prolongement méromorphe, que
eve j(P, d, v) est I'identité de ¥7(d) dés que j(P, d, v) est défini. Ceci, joint
au résultat d’injectivité générique de ev montre que, si 5, i=1, .., g est une
base de ¥7(d), {j(P. S v,n;)|i=1,..,q} est une base méromorphe de
Z'(G, P, 8, v)" pour v générique (cf. Théoréme 3).

Etant donné un autre sous-groupe parabolique of-stable P* de G associé
a P, on introduit le transposé ‘A(P’, P, 3, v) du prolongement méromorphe
des intégrales d’entrelacement A(P’, P, &, v) de Knapp et Stein. Avec ce qui
précede, on déduit immédiatement I'existence sur a} d'une famille
méromorphe d’endomorphismes B(P’, P, J, v) de ¥(d) telle que

‘AP, P', 6, v)o j(P,6,v)=j(P,8,v)o B(P', P, J, v).

Au §5, nous montrons que la détermination de B(P’, P, 4, v} se rameéne au
cas ou les groupes P et P’ sont g-adjacents puis, par un changement de
groupe G, au cas ou P est un sous-groupe parabolique maximal de G. Ceci
généralise des résultats de [B3].

Notons que dans le cas ou P est of-stable minimal, Pexistence de
I'équation fonctionnelle et des endomorphismes B(P', P, d, v) jouent un
réle important dans I'étude des intégrales d’Eisenstein (cf. [B4]).

Nous espérons revenir sur ces questions dans le cas général.
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1. NOTATIONS

1.1. Si V est un espace vectoriel, on note ¥* son dual algébrique;
si V est réel, on note V. son complexifié et S(V) I'algébre symétrique
de V.

Si E et F sont deux espaces vectoriels topologiques, on désigne par
X (E, F) I'espace des applications linéaires continues de E dans F, par E’
le dual topologique de E et par ‘4 la transposée d’une application linéaire
continue 4 € #(E, F).

Etant donné une variété X, dénombrable a I'infini et de classe C™, un
espace de Fréchet V et me N, on note 2™(X, V) (et (X, V) si m= )
I'espace des fonctions de classe C” sur X, a valeurs dans V et a support
compact. On munit chacun de ces espaces de sa topologie naturelle et on
note 2'(X, V) le dual topologique de 2(X, V) que I'on munira de la
topologie de dual fort [Boul].

Tout e (V) :=2(V, V), définit par composition un endomorphisme
de Z(X, V) noté encore t. La transposée de cette application est un
endomorphisme continu pour les topologies faible et forte de 2'(X, V). On
le note ‘r.

Si S est un groupe de Lie réel, S° désignera sa composante neutre, s son
algébre de Lie, U(s) I'algébre enveloppante de la complexifiée s de s et
X'+ X' antiautomorphisme principal de U(s). Le dual unitaire de S sera
noté S.

On choisit une mesure de Haar a gauche ds sur S, ce qui permet d’inden-
tifier les fonctions sur S a des distributions. On note s+— L, (resp. s — R,)
la représentation réguliére gauche (resp. droite) sur C*(S) et X+— L, (resp.
X+— R,) la représentation de U(s) obtenue par differentiation. Si (=, E)
est une représentation de S dans E, on notera w* la représentation
contragrédiente dans E£*, et E¥ le sous-espace des invariants de n(S). Si, de
plus, E est un espace vectoriel topologique et si, pour tout s dans S, 7(s)
est un endomorphisme continu, on notera s+ n'(s) = '(n(s ")) la représen-
tation contragrédiente de S dans le dual topologique E’ de E.

Pour toute représentation n de S dans un espace localement convexe
séparé F, continue au sens de [C, §1], on notera £™ I'espace des vecteurs
C™ de (=, E), espace que I'on munira de sa topologie naturalle (cf. loc. cit.
§1). La représentation contragrédiente agit sur le dual fort E~ > de E™ par
une représentation n’ qui est différentiable dés que E£™ est un espace de
Fréchet et de Montel.

1.2.  Soit G un groupe réductif dans la classe de Harish Chandra (cf. e.g.
[HS, (2.1)] par exemple). Si 6 est une involution de Cartan de G et K le
groupe des points fixes de 6, on dira qu’un (g, K)-module est de Harish
Chandra s’il est admissible et de type fini (cf. [HS, (2.23)]). Un G-module
de Harish Chandra est un G-module différentiable dans un Fréchet ¥ dont
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le (g, K)-module V) des vecteurs K-finis est un (g, K)-module de Harish
Chandra. On dit que G satisfait la condition de continuité automatique si:

Pour toute paire (V, W) de G-modules de Harish Chandra a
croissance modérée (cf. [C] pour la définition), tout
morphisme de (g, K)-modules ¥, — W, se prolonge en un (1)
morphisme continu de G-modules dont I'image est fermée. En
particulier, tout G-morphisme continu V' — W est a image
fermée.

Remarquons que si G satisfait (1), il existe une unique complétion a
croissance modérée d’'un module de Harish Chandra. L’existence résulte du
théoréme du sous-module de Casselman et de [C], 'unicité résulte de (1).
On fera dans toute la suite de ce travail les hypothéses suivantes:

G est un groupe réductif dans la classe de Harish Chandra,

o une involution de G, 8 une involution de Cartan de G com-
mutant avec o, K le groupe des points fixes de 0. Le groupe  (2)
G ainsi que les sous-groupes de Levi des sous-groupes
paraboliques o0-stables de G possédent la propriété de
continuité automatique.

Remarque 1. On sait que si G et ¢ sont tels que le groupe G est le sous
groupe des points réels d’'un groupe algébrique réductif, et ¢ un
automorphisme involutif défini sur R de ce groupe algébrique, le couple
(G, o) satisfait (2) d’aprés [C].

1.3.  On fixe un sous-groupe ouvert A du groupe des points fixes de o.
On note ¢ le centre de l'algébre de Lie g de G, g, :=1{g,g] son algébre
dérivée et s (resp. q) le sous-espace de g formé des éléments anti-invariants
par 0 (resp. o). Pour toute sous-algébre abélienne d de g formée d’éléments
semi-simples et tout sous-espace u de g stable sous 'action adjointe de d,
on notera A(u, d) ’ensemble des poids non nuls de d dans u et, pour x € d*,
u* le sous-espace de poids correspondant.

On fixe une forme bilinéaire B invariante sur g, négative définie sur
l'algébre de Lie t de K, positive-définie sur s, qui coincide avec la forme de
Killing sur g, et telle que les couples d’espaces (a,, ¢) et (¢~ b, ¢~ q) soient
orthogonaux. On munit g de la norme euclidienne associée au produit
scalaire (X, Y)— — B(X, 8(Y)).

On fixe un sous-espace abélien maximal a, de s n q et on note 47 (g, a,)
un systéme de racines positives dans I'ensemble A(g, a,) des racines de qa,
dans g. On lui associe lalgebre ny= @, 4+ (093" OU g designe le
sous-espace radiciel de g correspondant a la racine x de a,. On note
L, le centralisateur de a, dans G. On définit my=1,,, @1, ,, Dl,,, ol
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lo,=lan TN q etc. Soit Py le sous-groupe parabolique de G d'algebre de
Lie py=13@n,. Il est clairement of-stable. On note P,=M,4A,N, la
o-décomposition de Langilands de P, (cf. [B3,§2]), ou M, admet m,
comme algebre de Lie, 4, =exp(a,), N,=exp(n,).

Soit 2 'ensemble des racines 4 * (g, a,)-simples de a,. On fixe une partie
© de X et on lui associe le sous-espace a =) ., Ker 2, le centralisateur [
de a dans g et I'orthogonal m de a dans [ relativement & B de telle sorte que
[=m+a Sin=3%__ =08 l& sous-groupe parabolique P de G
d’algébre p =1+ n est gf-stable et admet P = MAN pour o-décomposition
de Langlands, o A =exp(a), N=exp(n), L=MA est le centralisateur de
a dans G et M un groupe o et & stable d’algébre de Lie m. Le groupe P est
aO-stable et le triplet (L,0, H n L) vérifie les mémes propriétés que (G,o, H).

On définit enfin une forme linéaire X — p,(X)=1Tr ad(X)|, sur a et on
écrit pp=p, lorsque P=P,,.

1.4. Représentations de dimension finie (H, K)-sphériques

On fixe une sous-algébre de Cartan | de g, o et 8 stable, telle
que a,,:=jns soit abélienne maximale dans s et contienne a, (cf. par
exemple [BrD] pour Uexistence). Les décompositions a,, =a,® (a,, " h) et
i=a,,@®(jnT) permettent d’identifier a} et a* a des sous-espaces de aX et
i* respectivement. On choisit pour j un systéme de racines positives 4 (g, 1)
compatible avec 4*(qg,a,), et on énumére 2= {,.., %} de telle sorte
que 2'\@={x, .., %, } On notera J,, .., d,ca} les poids fondamentaux
correspondants.

LEMME L. Il existe des entiers n,e N* (i=1, ..., [), vérifiant les conditions
suivantes:

i) Les éléments §,=n, 8, de {* sont des poids 4% (g, j)-dominants.
p

(i) La représentation de g, de plus haut poids 5, s'intégre en une
représentation (n;, V,) de G possédant un vecteur H-invariant non nul.

(i) La représentation (n;, V) admet un vecteur K-invariant non nul.

(iv) Il existe sur V,; un produit scalaire invariant par K et 1@ ./ —1s,
possédant la propriété suivante: on peut choisir v;e V; de poids 0, sous |, un
vecteur H-invariant £, et un vecteur K-invariant n; de telle sorte que (v,;, &)
et (v;, n,) solent réels strictement positifs.

(v) Le vecteur v, est M-invariant, et §. =0{1<ig<m)

ifagnm

Démonstration.  L'existence des entiers n, vérifiant (i), (i1), (iv), (v), a
I'exception de lassertion relative au vecteur K-invariant dans (iv) est
démontrée dans [BrD, Lemme 2], dans I'hypothése ou G et ¢ sont
“algébriques”. On étend facilement ce résultat a la situation présente en
remplagant dans [BrD] le groupe des points complexes par le revétement
universel du sous-groupe connexe de Int g. d’algébre de Lie ad g.. La
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représentation n,® (n; - ) contient la représentation 7#; de plus haut poids
0;=2n,9,; qui est K-sphérique. Il est facile de voir que la famille d’entiers
(2n,) satisfait les propiétés voulues. |

Remarque 2. Le poids u=3X7", m; 8, o meN* i=1.,m est
4% (g, i)-dominant et la représentation de g, de plus haut poids u s’intégre
en une représentation (n,, F,) de G. Cette représentation peut étre munie
d’un produit scalaire invariant par K et £+ ./ —1s, et il existe un vecteur
H-invariant ey, un vecteur K-invariant ey et un vecteur e, de plus haut
poids u, invariant sous M tels que (e,,e,)=(e,,ey)=(e,, ex)=1. Plus
précisément, (m,, F,) est la sous-représentation de ® ., (V® ™) engen-
drée par @7, (v2 ™).

1.5. Paramétrage de I’ensemble des (H, P) double-classes ouvertes

LEMME 2. (i) Si Q est un ouvert non vide de G stable par les trans-
lations a gauche par H et a droite par Py, Q2 contient une (H, Pg)
double-classe ouverte.

(ii) La réunion ¢ des (H, P) double-classes ouvertes est dense dans G.

Démonstration. L’assertion (i) résulte de [BrD, Lemme 3]. Le com-
plémentaire dans G de I'adhérence de la réunion des (H, P) double-classes
ouvertes est un ouvert (H, P) invariant ne contenant aucune (H, P)
double-classe ouverte; il est donc réduit & I'ensemble vide, ce qui prouve
(). 1

Le groupe de Weyl W de A(qg, a,) s'identifie (cf. [B3, Lemme 1.2]) au
quotient de N, (a,} par Zg{(ap). On désignera par W, I'image de
Ni~ula,) dans W et par W™ et W3 les groupes analogues obtenus en
remplagant G par M.

LEMME 3. (i) Lapplication mw— HmP, de N (a,) dans [Pensemble
H\G/P des (H, P) double-classes, induit une bijection de W,\W/W" sur
Pensemble (H\G/P)?" des (H, P) double-classes ouvertes de G.

(ii) Pour tout me Ng(a,) Papplication (h, p)— hmp de H x P dans G
est partout submersive.

Démonstration. D’aprés le Lemme 2(i), toute (H, P)-double classe
ouverte contient une (H, P,)-double classe ouverte. On sait (cf. [B3,
Prop. B2]) que I'application m+— HmP, induit une bijection de W\ W sur
lensemble (H\G/P,)*” des (H, P,)-double classes ouvertes de G, et donc
que toute (H, P)-double classe ouverte est de la forme HwP (we W).

Comme pour tout we Won a {J, .y, HwoP,< HwP, l'inclusion:

HwPECl( U vaPo> (1)

ve WM

580/122-1-11
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montrera que les (H, P,) double-classes ouvertes contenues dans Hw P sont
exactement les double-classes HwvP, (ve W*). En effet, si ye W, \W
vérifie HyP,< HwP, lintersection HyP,n Cl(HwuvP,) est non vide, pour
un élément v de W™ et comme HyP, est ouvert, cet élément v vérifiera
HyP,n HwoP,#9 soit encore ye Wwv. Montrons donc I'inclusion (1).
En remplagant P, (resp. P) par Py =MjA Ny (resp. P"=M"A"N") ou
Py=wP,w ', Ny=wN,w™! etc. et (en remarquant que M})=M,,
Ay =A,), on se ramene & prouver linclusion dans le cas w=1, car:

HP”’QC]( U HyP5'>

re wM”

équivaut a:

HwP§C1< U Hwa0>

ve wM”

c’est-a-dire a:

HwP<Cl ( U vaP0>

ve WM

qui est Iinclusion voulue car W™ =wW™w . On suppose donc w=1.
D’aprés le Lemme 2(ii) appliqué a M, le groupe M est 'adhérence de la
réunion de ses (H N M, P, M) double classes ouvertes, c’est-a-dire que:

M=Cl( U (HmM)v(PﬂmM)>.

ve WM

De AN < Py, on déduit immédiatement:

HP=HMAN<Cl |) HeP,

ce WM

c’est-a-dire l'inclusion recherchée. On a montré que les (H, Py)-double
classes ouvertes contenues dans HwP sont les HwoP, ou ve M M De plus,
si we Wet w e Wsont tels que HwP = Hw'P, on a Hw'P, < HwP et donc
d’aprés ce qui précéde w'e WywW*, On a démontré Iimplication
suivante:

HwP=HwP= W, wW" =W, w WM

La réciproque est évidente.
Pour démontrer (ii), il suffit de montrer que 'application concernée est
submersive au point (e, e). Utilisons I'évaluation en m des champs de
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vecteurs invariants & droite pour identifier 'espace T,,(G) tangent en m a
G a Palgébre de Lie g. L'image de la différentielle en (e, ¢) de I'application
(h, p)— hmp de H x P dans G est égale a:

b+ Ad m(p).

Montrons que si me Ng(a,) cette image est identique a g. Son orthogonal
relativement a B est g Ad m(n) < Ad m(n) n6(Ad m(n)) qui est réduit a
{0} puisque Ad m(p) est of-stable lorsque me Nx(a,). |

2. SERIES PRINCIPALES GENERALISEES H-SPHERIQUESS

2.1. On se fixe une représentation unitaire irréductible (d, V;) du
groupe M. Pour vea} on introduit la série principale généralisée lisse
(nf,, I} ,) agissant sur:

I[,={peC®(G, V})|V(g, maneGxMxAxN
p(gman)=a """ o(m~') o(g)}

ou I'on a noté p = pp, 'action de G étant définie par translation a gauche.
$’il n'y a aucune ambiguité possible sur le choix du parabolique P, on
écrira I, ,=1f , etc. On munit 5, de la topologie définie par les semi-
normes

leln,y= fup q((Lpo)(k))

ou D décrit U(g) et g décrit I'ensemble des semi-normes définissant la
topologie de ¥y (cf. [C, §4]). On sait que, muni de sa topologie naturelle,
V7 est un espace de Montel, (cf. [BrD, §1.4]).

On utilisera un espace indépendant du parameétre v de af:

I,={peC™(K, V)| V(k,mleKx(KnM),
plkm)=3d(m ') p(k)}.
On munit 'espace /[, de la famille de semi-normes

ol o, = Eup q((Lp@)(k))s

ou D décrit U(1) et g parcourt I'ensemble des semi-normes définissant la
topologie de V7.

L’homomorphisme de restriction des fonctions de G a K définit une
application linéaire rl: 1] —1; (ou r,:1;,—1Is) qui est clairement
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continue et bijective. Les deux espaces étant des espaces de Fréchet,
lapplication du Théoréme du graphe fermé montre que r, est un
isomorphisme d’espaces topologiques (noté aussi ¢ @), isomorphisme
dont l'application réciproque sera notée e’ (ou e,: ¢ — ¢,). On notera 7},
la représentation de G sur /; obtenue par transport de structure. On sait
que les espaces I3, et I, sont des espaces de Montel car ce sont les espaces
de G-modules a croissance modérée (cf. [BrD, §1.4; C]).

2.2. Intégrales d’entrelacement

On utilisera la définition d’'une fonction holomorphe (resp. C*) définie
sur un ouvert U de C" (resp. R”) a valeurs dans un espace localement
convexe séparé¢ E donnée dans [Bou2, §3.2.1]. Rappelons que si E est
quasi-complet, f est holomorphe (resp. C*) si et seulement si f est
faiblement holomorphe (resp. faiblement C*) [Bou2, §3.3.1].

Donnons maintenant une définition moins standard.

On dira qu’une fonction f, définie sur un ouvert dense U’ d’un ouvert U de
C”, a valeurs dans E, est méromorphe, si et seulement si, pour tout xy€ U,
il existe un voisinage ouvert V de x, et une fonction g, holomorphe non nulle
sur V, a valeurs dans C, telle que g. [ se prolonge en une fonction
holomorphe sur V' a valeurs dans E.

Nous ne chercherons pas a définir précisément la notion de variété
polaire d’'une fonction méromorphe a valeurs vectorielles. On utilisera
pourtant cette terminologie en disant que f admet une variété polaire
contenue dans F (non nécéssairement fermé) si f admet un prolongement
holomorphe au voisinage de chacun des points du complémentaire de F.

Soit P,= MAN,, j=1, 2 deux sous-groupes paraboliques g6-stables de G
admettant un méme facteur de Lévi L=MA4. La Proposition suivante
résume un certain nombre de propriétés des intégrales d’entrelacement
établies dans [KSt, VW],

PrROPOSITION 1. (i) 1/ existe une constante réelle ¢ =c; telle que si on
note A(n, N 8(n,), a) ensemble des poids de a dans n,nB(n,) et

APy, P))={veak|Youed(n,n(n,), a), Re(v,x)>c}

Pintégrale | Nymoy) @xv) dv (ou dv est une mesure de Haar) converge
absolument dans V'Y pour tout ve (P,, P\), p€elf,, xeG.
La relation:

(AP, P 80NN =] gl do

définit un élément A(P,, Py, 8, v)(¢@) de I}?,. De plus, I'opérateur A(P,, P, 6, v)
entrelace les représentations nj\, et nj’ de G, d’ou le nom d’intégrale



VECTEURS DISTRIBUTION H-INVARIANTS 163

d’entrelacement qui lui est donné. On notera A(P,, P,, 5, v) I'endomorphisme
de I; obtenu par transport de structure en utilisant les isomorphismes
ri I3, — I précédemment construits.

(i) Si on munit Pespace FL(I;) des endomorphismes continus de
Pespace de Fréchet I dans lui-méme de la topologie de la convergence
simple, I'application v A(P,, P,,d,v) de Z(P,, P,) dans %(Is) ainsi
définie se prolonge en une appfication méromorphe sur af, a valeurs dans
F(1;) et dont la variété polaire est contenue dans la réunion d’une famille
localement finie d’hyperplans. On notera encore A(P,, P,,d,v) ce
prolongement.

(iti) 1l existe une famille localement finie d’hyperplans de o, famille
dont la réunion sera notée #;, et dont le complémentaire sera noté af ; ;, tels
que ce prolongement soit défini et inversible pour veaf s, et tout P, P,.
Plus précisément, les équations de ces hyperplans sont du type (v, o) = cste ou
o décrit A(g, a).

Démonstration. L’assertion (i) résulte de [VW, Lemme 1.27]. Remar-
quons toutefois que ceux-ci travaillent dans le dual complexe a¥f . de
I'algébre de Lie a, de la composante déployée de MA alors quiici v
appartient au dual de af Saf .

Pour démontrer (ii), remarquons que 'espace de Fréchet /; est tonnelé.
D’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus, toute limite simple d’éléments
de £(1;) appartient a #(I;) [Boul, Ch. 3, §3, No. 6]. Pour vérifier qu'une
fonction T:Q — £(I;) sur un ouvert 2 de C” est holomorphe, il sulffit,
lorsque #(1;) est muni de la topologie de la convergence simple, de vérifier
que pour tout zeQ, tout veC” et tout @el; fixés, le quotient
(T(z+ Eo)@) — T(z)(p))/¢ admet, dans I;, une limite lorsque ¢ tend vers
zéro dans C. En effet, et d’aprés la remarque ci-dessus, cette limite sera
donnée par P'action sur ¢ d’un élément de £(/;). Il suffit donc de vérifier
que, pour tout @ el fixé, I'application z+> T(z)(¢) est holomorphe a
valeurs dans 7;.

Pour obtenir le prolongement méromorphe, on utilise P'équation
fonctionnelle du Th. 1.5 de [VW], puis on restreint & a¥. Si on tient
compte de la liberté dont on dispose dans le choix du poids dominant u
figurant dans cette équation fonctionnelle, on peut appliquer un raisonne-
ment analogue a celui de [BrD, Th.A.3.3] pour vérifier que la variété
polaire de A(P,, P,, 8, v) (pour veaf), est une famille localement finie
d’hyperplans. On obtient ensuite le résultat désiré par restriction a a}.

Pour démontrer (iii), on introduit griace a [KSt, Prop. 7.37], une fonction
v n(P,, Py, 8, v), méromorphe sur af ., a valeurs dans C, et telle que

AP, P,,8,v) A(P,, P,,6,v)=A(P,, P|,8,v) A(P,. P5, 5, v)
=n(P29 Pl’ 6v \') Id[,{:

580:122-1-12
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(égalité de fonctions méromorphes). Cette égalite est établie au niveau
des vecteurs K-finis dans [KSt]; elle se prolonge par continuité a I'espace
I tout entier. Il résulte en outre du Th. 7.6 et de la Prop. 7.4 de {KSt]
que

'7(P2,P1,5,V)>0 (ve‘\/—lal*)'

Plus précisément (Th.6.6 et Th.7.6(v) de [KSt]), les zéros de
n(P,, P,, 3, v) sont contenus dans une famille localement finie d’hyperplans
de af . dont les équations sont du type (v, a) = cste pour x € 4(g, a;).

Comme il existe voea tel que A(P,, P, d,v) et A(P,, P,, 5, v) soient
définis simultanément lorsque v varie dans un voisinage de vy, 'espace a¥
n'est pas contenu dans la variété polaire de #(P,, P,, d, v). Il existe donc
des points vea¥ qui ne sont pas contenus dans les variétés polaires de
A(P,, P,,d,v) et A(P,, P,,d,v) et tels que #(P,, P,,d, v)#0. On obtient
ainsi les assertions de (iii). |}

COROLLAIRE 1. (i) Lapplicationvi— "A(P,, P,, 8, v) (ot "A(P,, P,, 8, v)
est la transposée de I'application linéaire continue A(P,, P,, 8, v)e L (1)) de
af ,,cat dans L (1) est méromorphe sur af lorsqu’on munit L (1) de la
topologie de la convergence simple. De plus, pour veaf A(P,, P, 5,v)
est défini et inversible.

(i1) Si z+>1(z) est une appliation holomorphe d’un ouvert connexe Q2
d’un espace vectoriel complexe de dimension finie, a valeurs dans I;, z+> v(z)
une application holomorphe de £2 dans af dont I'image n’est pas entiérement
contenue dans le complémentaire de of 5, dans af, [application
2+ 'A(P,, P,, 8, v(2)) 1(z) est méromorphe sur Q.

De plus, si pour z,€ 2, V(v(z,)) est un voisinage ouvert de v(zy) € af et
S V(¥(z0)) = C une fonction holomorphe non nulle et telle que v
f(vY A(P,, Py, 8,v) soit holomorphe sur V(v(zo)), alors z+— f(v(z))
‘A(P,, P,, 8, v(2)) 1(z) est holomorphe sur v~ (V(v(z,))).

Démonstration. (i) On peut raisonner localement. On se fixe un
¢lément vy € a¥, un voisinage V(v,) de v, et une fonction f, holomorphe sur
V(vy) tels que vi— f(v) A(P,, P,, 6, v) soit holomorphe sur ¥(v,). On va
vérifier que vi— f(v)'A(P,, P, J, v) est holomorphe.

L’espace I étant un espace de Montel [ BrD], son dual fort 7 est aussi
un espace de Montel [Boul, Ch. 4, §3, Prop. 6], donc est tonnelé d’aprés
la définition méme d’un espace de Montel.

Il suffit donc (cf. le début de la démonstration de la Prop.1) de
démontrer que pour tout e /5, lapplication vi— f(v)'A(P,, P,, d, v)T est
holomorphe a valeurs dans /;. Comme P'espace de Montel I; est quasi-
complet, cette holomorphie est équivalente a I’holomorphie faible. Tout
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espace de Montel étant réflexif, il suffit finalement de vérifier que pour tout
couple (1, @) e (I}, I;) Vapplication

Vi <f(V)IZ(P2, Plz« 5, V) T, (P>

est holomorphe, ce qui résulte immédiatement de la Proposition 1 et des
définitions.

Pour démontrer (ii), on se raméne comme ci-dessus a prouver
I'holomorphie sur V(zy) :=v "(V(v(zq))) de

2 (f(3(2)) A(Py, Py, 6, v(2)) (2), @)
et ce pour tout ¢ € /5. Or l'application
(z. 2 )= SV APy, Py, 6, v(2)) ("), @)

est séparément holomorphe donc (globalement) holomorphe. On en déduit
(i1) par restriction a la diagonale. |

2.3. Vecteurs distributions des séries principales généralisées

On conserve les notations du §1.1. On note L (resp. R) la représentation
réguliére gauche (resp. droite) de G dans Z(G, V'), et L' (resp. R') sa
contragrédiente dans 2'(G, V). De la méme fagon, on notera 4’ I'action
contragrédiente de M sur 2'(G, V7)) obtenue a partir de laction par
composition de M sur 2(G, V).

On veut identifier le sous-espace topologique

Z(G, P,o,v)={teZ (G, V)| V(maneMxAxN,
R'(man)t=a""*6'(m ")t} (1)

du dual fort 2(G, V) de (G, V) au dual topologique fort (15 ) de
17 .. Pour cela on définit 67 : P — L (V) par:

VYme M,Vae A,VneN, 8P(man)=a"~* 8(m). (2)
A pe (G, V) on associe 87(¢): G— VT tel que:

vgeG,  (07(9))g)=] 67,5 (p)elep)dip (3)

ou d,p est une mesure de Haar a gauche sur P. On vérifie facilement que
8f(p)el?, et que 07 définit un entrelacement de G-modules entre
(L, 2(G, Vi) et (nf,, If,)

On se fixe une fonction ¥,e C*(P), invariante a gauche par M n K et
telle que:

| wolprdip=1. (4)
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Grice a la M ~ K-invariance a gauche de y,, la relation
Vke K, VpeP,  Yolkp)=y,(p), (5)

définit sans ambiguité un prolongement C* de ¥, de P a G.

On note w; l'application linéaire continue de %'(G, P, 4, v) dans (1)’
obtenue par transposition et restriction de l'application linéaire continue
o> Yo de IY dans (G, V).

LeMMmE 4. (i) L'application w? est caractérisée par la relation:
Ve 2'(G, P, 5, v), Yoelf , (ofit), o> = {1, Yo0). (6)

(i1) Limage de la transposée '(8F) de 0F est contenue dans
Z'(G, P, S, v).

(iil)  L'application w?® est un isomorphisme topologique de 2'(G, P, 8, v)
sur (I} admettant pour inverse '(67).

Démonstration. Clest une vérification immédiate. ||

Ce résultat nous permet d’identifier (algébriquement et topologiquement)
@'(G, P, 6, v) et (If,-’_‘,)’ ce que nous ferons désormais, en écrivant
(G, P,o,v)=(15 ).

De la méme fagon on idenfiera I au sous-espace %'(K, é) de Z'(K, V1)
défini par

YK S :={te (K, V)| VmeMnK R,1=86(m "t} (7)

Si Q est le projecteur canonique de Z(K, V) sur [, défini par

(Q(@))(k)=[ o(m) (km) dm (8)

MAK
I'identification de #'(K, ) a [} se fera par la relation

Vieli,Voe Z(K, V), (1, 97 =<1, Q). 9)
L'application ‘(rf): I5— (I} ) sera notée 1+—1" out1  silny a pas
de confusion possible sur P. D’apres les résultats précédents, c’est un
isomorphisme topologique qui entrelace (%5 ,)" et (n] )’ (notées respective-
ment 75, et n;, s'il 'y a aucun risque d’ambiguité sur P).

L’isomorphisme réciproque est ‘(e”) (dont on peut montrer qu'il
correspond a la restriction de G a K des V' {-distributions), sera noté t— 7.
I1 est facile de vérifier que

Viel}, Suppt_,=(Supp )P, (10)
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et
Veel;,, Suppf={keK|kP<=Suppr}. (11)

En utilisant la définition des intégrales d’entrelacement, et leur prolonge-
ment méromorphe, on voit facilement que, pour tout élément v de a¥ tel
que A(P,, P, 6, v) soit défini:

Voelf,,  Supp A(P,, Py, d,v)(¢)< ((Supp ¢)(B(N)) N Ny)).  (12)

Par dualité, et en utilisant les relations (9) et (10), on obtient facilement
que, pour tout élement v de a¥ tel que A(P,, P, d, v) soit défini:

Vre 7'(G, Py, 6, v),  Supp 'A(Ps, Py, 6, v)() < ((Supp D)(B(N21 1 N )).
(13)
L’argument utilise I'égalité:
P,P, =(6(N,)nN,) Py, (14)
qui repose sur P'égalite:
Ny=(0(N)n N2} (N, N,),
(cf. [W, Lemme 8.10.2]).

2.4. Une famille holomorphe de vecteurs distributions pour les séries
principales sphériques, définie sur un ouvert de af. Les applications
vie (P, 6, v)

On note #,, un ensemble de représentants des double-classes de
W, W/WM dans Ny(a,) (cf. Lemme 3).

Remarquons que, pour tout we #,,, w ™ 'Hw est le groupe des points
fixes de I'involution o, de G définie par

Vg ed, o.(g)=w""(a(wgw ))w.
Comme w a été choisi dans N (a,), o, commute avec I'involution @ et
0, (My)=M,.
A tout we W on associe I'espace

,/f((s, w)z(Vgar.,)Mr\w"Hw (1)

et on construit la somme directe:

Y(0)= @ ¥ (6, w) (2)

WeE Wy
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Ces espaces sont de dimension finie (cf. [B2]). L'injection de ¥7(4, w) dans
¥7(J) sera notée i(d, w) et la projection de ¥°(d) sur ¥°(d, w) parallélement
aux autres composantes sera notée pr(d, w).

Dans ce qui suit, v désignera un élément de a} vérifiant la condition
suivante:

Re(v — p) est strictement dominant pour 4(n, a). (3)

A tout ne¥’(8,1) on associe une fonction &,(P,d, v, ) définie sur G,
a valeurs dans V; ™, par les relations:

(a) £,(P,d,v,n)=0 en dehors de HP.

(b) V(h,m,anje HxMx AxN,

& (P, o, v, n)(hman)y=a" '8 (m~")n. (4)
Pour we #,, et ne (4, w) on définit:
£.(P, 8, v,n)=R, e, (wPw™', wd, wv, n) (5)

ou wé est la représentation de wMw ' déduite de & par transport de struc-
ture. Cette expression est bien définie car ne (V; )M " ¢quivaut a
ne(V, ;) '~ H Ici, R désigne la représentation réguliére droite de G.
On associe enfin 4 tout élément v vérifiant (3) et tout € ¥'(d):

J(P, o, v,n)="3Y &,(P, 3, v, pr(d, win). (6)

we Wy
Rappelons le résultat suivant de [BrD] (ou il est énoncé sous des
hypothéses plus restrictives) qui s’étend sans changement a notre situation.

PrOPOSITION 2. (i) Soit vea} tel que Re(v — p) soit strictement domi-
nant pour A(n, a). Alors, pour tout we W,, et tout ne ¥ (6, w) (resp. tout
ne ¥ (9)), la fonction ¢, (P, d,v,n) (resp. j(P, 6, v, n)) est continue sur G
a valeurs dans le dual for V; ™. Cette fonction définit un élément de
2'(G, P, 8, v)".

(1) Lapplication vi— ¢, (P, d,v,n) (resp. vi—s j(P, d,v, 1)) est holo-
morphe sur ouvert de a¥:

% :={vea} | Re(v—p)est strictement dominant pour 4(n, a)}

a valeurs dans 2'(G, V7).

Remarque concernant la démonstration. C’est pour établir cette proposi-
tion que I'hypothé¢se de continuité automatique sur M a été introduite
(cf. dans [BrD] la preuve du Lemme 6, de la Prop. 1 et la Remarque finale
de lintroduction).
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Noter que dans [BrD] on s’intéressait seulement a ¢,, mais les résultats
s’¢tendent immédiatement a ¢, et j. ||

On définira pour ve% les applications linéaires j(P,d,v):¥(5)—
(G, Viyete (P, d,v):¥(dw)—>Z(G, V) par:

J(P, O, v)(n)=j(P,d,v,n)
et
e, (P, o, v)(n)y=¢,.(P, b, v, n).

On pourra alors regarder v +— j( P, 8, v) comme une application holomorphe
sur € a valeurs dans Hom (¥7(3), 2'(G, V§)).

3. RESTRICTION DES VECTEURS DISTRIBUTIONS
H-INVARIANTS DES SERIES PRINCIPALES
GENERALISEES AUX (H, P) DOUBLE-CLASSES OUVERTES

3.1. Régularité de la restriction

LEMME 5. Etant donné une application v d’un ensemble Q dans a¥, on
dira qu’'une application v : 2 — Z'(G, V [} est de type (P, 8, v) si, pour tout
z€Q, I'image 1(z) est contenue dans %2'(G, P, 0, v(z)) = (If_,':,)’. On notera
alors T lapplication de Q dans I}; définie par

—~——

(T(z))=(t(2)) (ze Q).

(a) On suppose tout d’abord que v(2) est borné. Dans ce cas les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La famille ©(82) est une famille équicontinue de formes linéaires
sur 2(G, V).
(i) La famille T(Q) est une famille équicontinue de formes linéaires
sur 1.
(b) On suppose maintenant que $2 est un ouvert d’un espace vectoriel
complexe de dimension finie et que v est holomorphe sur Q. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) Lapplication t est holomorphe de 2 dans 2'(G, V' ;) muni de
la topologie faible de dual de Z(G, V).
(i1 Lapplication T est holomorphe de Q dans I; muni de sa
topologie de dual fort.
(iii)"  L’application 1 est holomorphe de Q dans Z'(G, V) muni de
la topologie forte.
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Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). L’espace de Fréchet 7
étant tonnelé, il suffit [Boul, Ch. 3, §3, No. 6, Th. 2] de vérifier que 7(2)
est simplement borné. Si ¢ €/, I'identification entre Z'(G, P, d, v(z)) et
(Ig‘,‘:))’ (cf. Lemme 4(i)) et la définition de 7 (voir aprés le Lemme 4) se
traduisent ict par

<f("")’ (f)> = <T(z)’ ltbO(p\'(:}>'
Pour A€ a} on définit f*: G — C par la relation
Vke K,¥Yme M,Yae A,¥Yne N, fHkman) = a’.

Alors f*e€ C*(G) et I'application /+ f* est holomorphe de a* i valeurs
dans C*(G). De plus,

@;=f "o (2€af),
de telle sorte que

Ez) > =<2(z) [ " oo

Mais si v(£2) est borné, { /="' | ze Q} est, grice a la continuité de A+ f*,
relativement compact dans C*(G) donc borné. Dans ce «cas
{f "0 ze Q) est borné d'aprés le Lemme A.1(iv). L’équicontinuité
de () implique alors que {{t(z), [ "Wyp,> | z€Q} est borné pour
tout ¢ € 1,. L'ensemble (£2) est donc simplement borné, ce qui achéve de
prouver que (i) implique (i1).

Montrons que (it) implique (i). Si on suppose donc T(€2) équicontinu, les
identifications usuelles se traduisent par

VzeQ,  t(2)=(H2) 5= ST (1)

Grice a la continuité de ry - 6,, (cf. §2.3), 'ensemble de formes linéaires sur
2(G, Vi)

(@) [ zeQ) = {"(roo 0)(i(2)) | z€ 2}

est équicontinu dans ;. L'ensemble { f**' | z € 2} est contenu dans I'image
par l'application continue 4~ /* du compact v(2). Elle est bornée dans
C™(G). Le Lemme A.1(v) et (1) permettent d’en déduire que 1(£2) est équi-
continu, ce qui achéve de prouver que (i) implique (ii).

On suppose maintenant que v est holomorphe (mais v({2) non
nécessairement borné). On veut prouver I’équivalence de (i)', (ii)’ et (iii)".

Montrons d’abord que (i)’ implique (ii)". Supposons donc 7 holomorphe.
L’espace de Fréchet I, est tonnelé et son dual for 7; est quasi-complet
[Boul, Ch. 4, §3, No. 2, Prop. 3]. D’autre part, 'espace I est de Montel
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(cf. §2.1) donc réflexif. L’application T est fortement holomorphe si et seule-
ment si elle est faiblement holomorphe (cf. [Bou2, 3.3.1]). Soit ¢ eI;. De
'holomorphie de I'application z+ f =) de 2 dans C*(G) découle celle de
lapplication z+ /=" 0, de Q dans 2(G, VY). On en déduit que
I'application:

(z. 2 t(2), f 7" Woen (@)

de QxQ dans C est séparément holomorphe, donc (globalement)
holomorphe. On en déduit, par restriction a la diagonale, que z — (%(z), ¢ >
est holomorphe sur Q, c’est-a-dire que (i)’ implique (i1)".

Prouvons maintenant que (ii)’ implique (iii). Supposons donc T
holomorphe. On a vu que:

1(2) =" E@))o= " ("(ro=00) (}(2))).

L’application ‘(ry-8,) est continue et T est holomorphe; l'application
2> (rge 8y )(%(2)) est donc holomorphe de £ dans 2'(G, V) fort. D’autre
part, la fonction v étant holomorphe, I'application z — f** est holomorphe
de 2 dans C*(G). L’holomorphie de t résulte alors du Lemme A.1(vii),
ce qui achéve de prouver que (ii)’ implique (iii). Comme (iii)’ implique
trivialement (i)', le lemme est démontré. ||

DEFiNITION 1. On dira qu'une partie o/ de Z2'(G, V5 ) vérifie la condi-
tion () s'il existe des réels positifs {c,>0| De U(h)} (avec ¢, =1), tels
que l'ensemble {c,'(L,)' 7| teo/, DeU(h)} soit équicontinu.

ProrosITION 3. (i) Soit Q un ouvert d’un espace vectoriel complexe de
dimension finie et v: 2 — af une application holomorphe. On suppose que
1:Q > F(G, V) est une application holomorphe de type (P,d,v) qui
vérifie l'une des conditions suivantes:

Pour tout compact @ de §2, 1(w) satisfait (). (C)
Ou bien

Pour tout ze Q, t(z) est invariante a gauche sous laction du
groupe H.

Alors, pour tout z dans Q, la restriction de 1(z) a la réunion € des (H, P)
double-classes ouvertes de G est une fonction C* sur ¢ a valeurs dans V™
(on identifie les fonctions C* sur les ouverts de G a des distributions grace
a la mesure de Haar de G choisie au §1).

(ii) Sixel, lapplication z — 1(z)(x) de Q dans V; * est holomorphe.
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Démonstration. L’image par I'application holomorphe t de tout com-
pact w de Q est compacte, donc faiblement bornée dans le dual de I'espace
tonnelé Z(G, V) (Lemme A.1(iii)) donc équicontinue [Boul, Ch. 3, §3,
No. 6, The. 2].

Si les 7(z) (z € Q2), sont invariantes a4 gauche par H, 1(w) vérifie triviale-
ment la condition (). On est donc ramené a prouver la proposition en
supposant que t vérifie la condition (C) ce que nous ferons désormais.

On peut raisonner localement et remplacer £ par un ouvert relativement
compact dans £ pour se placer dans le cas on 7(£2) vérifie la condition ()
et v(£2) est borné. Pour tout x € ¢, 'application (h, p)+— hxp de H x P dans
G est submersive en tout point (h, p)e Hx P (Lemme 3(i1)). Cela signifie
que les champs de vecteurs {L, [ Xeb} et {R, | Yep] engendrent en tout
point de (" I'espace tangent & G.

Etant donné x e ¢, il est facile de vérifier qu’il existe un voisinage ouvert
(" de x dans ¢ tel que ¢ soit 'image d’une carte (c’est-a-dire difffomorphe
4 un ouvert d'un espace R”) et que les champs de vecteurs {L, | Xeh} et
{R,| Yep} engendrent le C*{(')-module des champs de vecteurs sur ¢
On peut en outre supposer que (7' est relativement compact dans 0.

L’ensemble de formes {c¢,'(L)) 1(z) | ze 2, De U(h)} étant équicontinu
sur %, (¢, ViYs 2-(G, V) on voit qu’il existe une semi-norme continue
p sur V7 et des opérateurs différentiels D, ..., DY sur € tels que:

Voe X, VINSZ(C, V), VYzeQ,VYDeU(b),

g 2)
lep'<(Lp)t(z), | < Y. Sup p(Do(x)).
i=1xed’
Cette majoration implique
VDe U(h), Vze 2, (L) t(z))ee@’™(C, V) (3)

ou m est le plus grand des ordres des opérateurs différentiels D, 1 <i<n,
sur ¢'. Comme 7 est de type (P, 6, v) on peut écrire:

Y(X, Y, Z)emxaxn, VYD e U(h),
(Ryyyi2) (Lp)t(z2)=(=0"(X)+ (W(Z) — p)(Y))(LD) t(2)).

Par ailleurs, il résulte du choix fait pour ¢’ que tout opérateur différentiel
sur ¢’ s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients C* d’éléments de
la forme R, L, {De U(y), D' e U(p)). La relation (4) implique alors: Pour
tout opérateur differentiel D sur ¢, il existe un entier peN et, pour
i=1, .., p, une fonction f; holomorphe sur £, une fonction , de classe C*
sur ¢', un endomorphisme continu y; de V5 et un élément D, de U(h) tels
que:

(4)

(De(2)l o)=Y fi(2) ¥ vil(Lp,) T(2)] o) (5)

i=1
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ou, pour y endomorphisme de V', on a noté y 'endomorphisme transposé
de I'endomorphisme de 2(¢’, V'5) défini par la composition avec y. De
plus, f; (£2) est borné (car v(£2) est borné).

Comme les distributions (L}, )t(z),.. sont dans Z'"(¢", V') d'aprés (3),
il en résulte que, pour tout opérateur différentiel D sur ¢’ et tout ze€ :

Di(z2),0 € @, VE), (6)

Il résulte alors du Lemme A.1(iii) que pour tout ze £, tout ve ¥ et tout
opérateur differentiel D sur ¢, la distribution (Dz(z)), est d’ordre inférieur
ou égal a m. Cela implique (cf. [Schw, Ch. 6, Th. 19, p. 191]) que pour tout
ve VY, (1(z)), est une fonction de classe C* sur ' que nous noterons
F(z,v). On peut donc, pour z fixé, définir une fonction F(z) sur ¢, a
valeurs dans le dual algébrique V¥ de V7, par:

Vxe@', Yee V], {(F(2)(x),v>=F(z, v)(x).

On va prouver que F(z) est a valeurs dans 2'(G, V). D’aprés le Lemme
A.1(ix), pour tout x e (' il existe une suite finie s+ (¢,, D,), s=1, .., t, ot
@, € 2" (") et D, est un opérateur différentiel sur ¢, telle que:

> Do,=4d,, (7)

s=1

ou ¢, est la mesure de Dirac en xe (. En particulier:

I
F, u)(x)=<F(z,u), 5 Ds<ps>
Ce(E ), (CHE)Y

s=1

= Z <rDsF(Z, v), (px>("((”‘|,("(("‘l”

s=1

ou ‘D est le transposé (relativement & la mesure de Haar de G) de D,.
C’est donc également un oprérateur différentiel. Si on utilise le fait que
@,€Z™(C") alors que ‘D F(z, v)='D,1(z), ., On a:

t
F(z, v)(x)= Z {'Dyt(z2),, §9s>:/'"'(ﬂ").:x"'|a')

s=1

¢
= Z ('D1(z), 9, Q0D Gyomger, VENome v
s=1
La continuité de lapplication v+ F(z, v)(x) résulte alors du fait que

v— @, ®v est continu de Vi dans 2™(¢', V) et de la continuité de
‘D.t(z) sur 27(€¢, Vi), s=1, .., 1 (cf (2), (3), et (5)).
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La fonction F est donc a valeurs dans V; *. Comme x+— F(z, v)(x) est
de classe C™ sur ¢” pour tout ve V" et tout ze 2, la fonction F est de
classe C” a valeurs dans le dual faible de I'espace V3. Mais V' est un
espace de Montel (cf. §2.1), il est donc réflexif. Alors F est encore C*
quand on la considére a valeurs dans son dual fort [Bou2, 3.3.1].

Comparons F(z) et t(z) sur ¢'. On a:

We2(t),YveVy, () Yy@uv)=<t(z),, ¥
= (F(z0), ).
Mais de la définition de F(z) il résulte que F(z, v)= F(z),, d’ou:
Ve ('), Yve VY, Hz) vy =(F(), yRuv).

La densité de Z(¢')® V' dans (¢, V) implique alors I’égalité de z(z)
et F(z) sur . On a montré que 7(z) est de classe C* au voisinage de tout
point de ¢ donc sur ¢. L’assertion (i) est démontrée.

Prouvons (ii). On fixe un élément x de ¢ et on construit ¢¢' contenant
x comme ci-dessus. On choisit s— (D,, ¢,) comme en (7). Ecrivons (5) en
remplagant D par ‘D, :

Py

(’D,T(:))\p F= Z L@y (L’r),‘,) (t(z)ye)
i=1

Draprés (2), {(Lp, ) (1(z),.) | s=1, ... t,i=1,., p,, ze 2} est une famille
équicontinue de formes linéaires sur & ’"((f’ ). Si on utilise le fait que les
f.:(Q) sont bornés et que I'image par la trdnsposée d’'un endomorphisme
continue de &Z"(¢", V) d’une partie équicontinue de &"™(¢', V'§) est
équicontinue, on voit que {'D,t(z ) |zeQ, s=1,.,t} est une famille
équicontinue de formes linéaires sur 2™7(¢', V).

Le sous-espace Z(('') étant dense dans J'”(((’) il existe dans Z2(0"), une
suite (9,.0),en convergeant vers ¢, dans Z™({"), s=1, . Pour tout

eV, la suite (¢, ,®v),.  converge alors vers ¢, ®v dans 2™, VE).
Lensemble {'D,1(z) | zeR,5=1, ..t} étant équicontinu dans le dual de
g™, VY, la suite de fonctions sur 2

ol < ’D.YT(Z)’ (P‘s’,n ® U>
converge uniformément sur Q vers I'application
2> {'D,t(z), ¢, ®v).

Mais T’hypothése d’holomorphie faite sur t implique que pour tout
s=1,..,t et tout entier » la fonction

2> 'Dyt(z), 9, @ vy = <1(2), D, (9, ,® )



VECTEURS DISTRIBUTION H-INVARIANTS 175

est holomorphe sur €2. Il en résulte que, pour tout ve V' et tout s=1, ..., 7
2= 'Dt(z) 9, Q1)

est holomorphe. Si on tient compte de la définition de F et des propriétés
de D et ¢ {voir (7)) on a:

Y 'Da(z), 0, @v)y = (F(z)(x), v).
s=1

Alors, pour tout ve V' ;7 la fonction =+ {F(z)(x), v) est holomorphe sur
£2. Comme V] est un espace réflexif, car de Montel, cela prouve que la
fonction z+> F(z)(x) est faiblement holomorphe de € dans ¥V, *, donc
holomorphe, en utilisant [Bou2, §3.3.1] et le fait que }; ~ est quasi-
complet. |

3.2. Exemples de familles vérifiant la condition (C)

LEMME 6. FEtant donné un ouvert 2 d'un espace vectoriel complexe de
dimension finie, on considére deux applications holomorphes v, et v, de Q
dans af. Soit v une application holomorphe de type (P, d,v,) de & dans
YNNG, V) et fune application holomorphe de Q dans C* (G) telle que:

VzeQ, V(g,man)eGxMxAxN,
(f(z) gman)=a*(f(z))(g).

On suppose de plus que pour tout = dans Q, 1(z) est invariant a gauche sous
laction de H.
Alors Uapplication ' de Q dans &'(G, V ) définie par

T(2)=f(z) t(2)

est holomorphe de type (P, 6, v), ott v =1, + v, et vérifie lu condition (C) de
la Proposition 3.

Démonstration.  Le fait que 7' est holomorphe et de type (P, d, v) est
immeédiat. On introduit maintenant les applications 7 et ¥ de 2 dans ({;)’
par:

—

VieQ,  #(z)=(1(2)). F(z) = (1)

dont on sait grace au Lemme 5(b} qu'elles sont holomorphes.
Pour D e U(g) l'application z+ (L)) t'(z) est encore de type (P, J, v) et

(Lpyt'(z2) =75, (D) T'(2) (1)

d’apres les propriétés d’entrelacement de T"application 1+ 1.
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D’aprés le Lemme 5(a), pour prouver que t’ vérifie la condition (C), il
suffit de vérifier que:

Pour tout compact w de Q, il existe pour chaque D e U(h)
une constante ¢, , >0 telle que

{€p0 (T (D) T(2) | DEUlY), z€ 0}
est un ensemble équicontinu de formes linéaires sur ;.

Tout d’abord, et comme on I'a déja remarqué, t(w) est un ensembe équi-
continu de formes linéaires sur Z(G, V¥) d’aprés le Lemme 5(a); il en va
de méme pour T(w) sur I;. Alors il existe une semi-norme continue p sur
Vi telle que:

JneN,Vpel;, Vzew,
/ (2)
|{E(z), @>| < ), Sup p((Ly, @)(k)),

i—1 kekK

ou Dy, .., D, est une base de 'espace des éléments de degre inféricur ou égal
a n de U(T).
Par ailleurs, comme z(z) est invariante a gauche sous I'action de H, on a:

Vzew,VDe U(h),  (Lp) (f(z)(z))=((Lp)[f(z)) t(2).
D’ou, grace a (1):
Vzew,VDe Ulh), ({7, ) (D) T(2)=(Lpf(2))x Tz).  (3)
On vérifie par ailleurs facilement que:

Vi, j=1, .., 13D, e U{), ¥(@, ¥) e C*(G)?,

4
(Lo, (0¥)) = i (Lo, ¥) Ly, (9). )
i=
Si on pose
cpo=1" Sup ((Lp;, Lp f(2))K) + 1)
kek ze@ (ijell,...1)?
il résulte de (2) et (4) que
VDeU(h),Voel;,VzeQ,
(5)

{
ot [ X(Lp f(2)1x) Tz), @1 < 3 Sup p((Lp, 9)(k)).

i=1 kekK
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Ici on a utilisé I'égalité évidente:
ULp SN &) Tz2) 0> =Tz ALp f(2) k) 0 )-
L’uniforme continuité de la famille
{¢hw(@sus(DNT(2)| DeUb), zew}

en résulte alors de (3) et (5). Ceci achéve de prouver que fr vérific la
condition (C). |

LeMME 7. On reprend les notations de la Proposition 3. Soit P' un autre
sous-groupe parabolique c0-stable admettant M A pour facteur de Lévi. On
suppose que I’image réciproque Q, par v du lieu singulier de I’application
i A(P, P, 5, A) est d’intérieur vide dans Q. On suppose qu’il existe une
Sfonction f, holomorphe sur Q et telle que:

Voel;, z+ f(z) A(P, P, 3, v(2))

se prolonge en une application holomorphe de Q dans I; (cette propriété
est toujours vraie localement sur Q d’aprés la Proposition 1 et son
Corollaire). On définit Dapplication v de type (P',d,v) de 2 dans
(G, V) par:
VzeQ, t'(z)=f(z) t(z) (A(P, P', b, v(2)))
=f(z) A(P, P, ', v(z)}(z(2)).

Alors, si T est holomorphe, t' est holomorphe et, si t vérifie la condition (C)
sur Q, il en est de méme de '

Démonstration. On introduit 7 et ¥ comme au Lemme 5. Alors:
T(z)=1(z)o (f(z) A(P, P, b, v(z)))

est holomorphe. L’holomorphie de 1’ résulte du Lemme 5(b). On suppose
maintenant que t satisfait (C). Soit @ un compact de 2. On introduit les
constantes ¢, ,, de la condition (#) pour ©(w) (D e U(h)). On va vérifier
que

{cp (LD T'(z) | DeU(b), zew},

est équicontinue. On raméne le probléme a un probléme sur 7' grice au
Lemme 5(a). If faut voir que

{¢p.u((@5,) (D) T(z)| DeUb), zew}
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est équicontinue sur /. L’espace de Frechet I, étant tonnele, il suffit pour
cela de montrer que c’est une partie simplement bornée dans le dual de /;.
Soit @el;. Si on utilise la propriété d'entrelacement des opérateurs
A(P, P, 8, v(z)), on a:

et (R ) (D) T (2), @)
={ep F®E L) (D)) E(2), f(z) AP, P, 6, v(z)) ).

Mais {c,! (7f,.) (D)%(z)| DeU(bh), zew} est équicontinu sur I,
d’aprés le Lemme 5(a), et 'holomorphie de zr f(z) A(P, P', 6, v(z))o
implique que I'image de w par cette derniére application est bornée. On en
déduit que (¢! (7] ,.)) (D) T'(z), > est borné. Le Lemme en résulte. ||

3.3. Injectivité de application d’évaluation sur W, et restriction a ¢ des
éléments de &'(G, P, 6, v)" pour v générique: Enoncé du résultat

Pour vea}, on note %'(G, P, J, v)? le sous-espace des éléments de
%'(G, P, 5, v) invariants sous Paction a gauche du groupe H. On se
propose de construire une base de %’(G, P, 6, v)"' dépendant de facon
méromorphe du paramétre v. La Proposition 3 appliquée & une fonction
constante T montre que la restriction a ¢ des distributions induit
une application linéaire de %'(G, P, 8, v) dans C™(¢, P,65,v)" ou
C™ (¢, P, 3, v)" est lespace des fonctions ¢ : (" -V, ™, de classe C™, et
vérifiant la condition suivante:

Vih,x,maneHxCxMxAxN, @thxman)=38(m YYa' "’o(x). (1)

Pour xe G et ¢ fonction définie sur un voisinage de x dans G, on notera
ev (@) =¢@(x). Si @eC™(C,P 6 v)7 e we#,, on a ev,(p)e
(¥, “)yMo e~ y7(5, w). On en déduit par composition une application

de &'(G, P, 6, v)" dans ¥'(J) notée ev et définie par:
Vie@'(G, P, 8, v)", ev(t) = (e, (T ) e n

Remarque 3. Grice aux relations de covariance et a [Iégalité
¢ = HW,,P, il est clair que pour t dans &'(G, P, 8, v)", sa restriction a ¢
est nulle si et seulement si ev(z) est nulle.

Si on tient compte de la cocompacité du groupe P dans G et des condi-
tions de covanance vérifiées par les éléments de '(G, P, d, v), on voit que
tout élément de (G, P,d,v) est d'ordre fini sur G. On notera
2, (G, P, 3, v) le sous-espace formé des élements de 2'(G, P, 4, v) d’ordre
inférieur ou égal a4 k. On se propose d’établir le résultat suivant:

THEOREME 1.  Pour chaque (H, P) double classe Q non ouverte dans G, il
existe un hyperplan #, de of d’équation v(X,)=0, pour un élément X,
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de a, un élément v, de af, un entier naturel n, er une suite finie 2%, ., i,?Q
de complexes tels que si I'élément v appartient au complémentaire <7 (P) dans
a¥ de )y UM, (H#,+ i2vy+ Nvy) lapplication de restriction ev envoie

injectivement 2'(G, P, 8, v)? dans v ().

3.4. Démonstration du Théoréme 1: Une application de la Théorie de Bruhat

On va appliquer les résultats de 'Appendice A au groupe ' =Hx P
agissant sur la variétée X=G par (h, p,x)e HxPxGr(h, p)-x=
hxp ~ '€ G. Les orbites de cette action de H x P sont exactement les (H, P)-
double classes et sont donc en nombre fini.

On fixe veaf et on définit la représentation n du groupe H x P sur
I'espace V' par la relation:

Y(h,m,a,n)e Hx M x A x N, n(hman)=a"*"" d(m). (1)
On notera V, le H x P-module ainsi obtenu.
Dans ce cas:
2 (X, n)=2'(G, P, 6, v)".
Notons 7 Pensemble des éléments de 2'(X, n) a support dans le com-
plémentaire de la réunion des (H, P) double-classes ouvertes de G. Si on

utilise la Remarque 3 et I"Appendice A, I'application ev est injective si et
seulement si:

7 =10

Cette égalité sera vérifice dés que, pour toute (H, P)-double classe non
ouverte Q et tout entier naturel », on aura:

iy, @ n=1{0} (voir A.2.4).

Dans tout ce qui suit, on fixe une (H, P)-double classe Q et un point x
de Q. On rappelle que, par définition:

l( V\w Qa n) = dlm Hom[} ( V\*a Er\z)

ou I', agit sur ¥, = V¥ par n et sur E¥ par §* (voir Appendice A). Les
opérateurs d’entrelacement concernés sont des opérateurs continus.

On va choisir un représentant particulier x dans la double classe Q. Ce
choix va nous permettre d’exhiber certaines sous-algeébres de I'algébre de
Lie Lie I'_ de I',. Plus précisément, on choisira x dans Q n K de telle sorte
(voir [R, Th.13] ou [M, Th.1}) que:

Ad x{a,,) soit ¢-stable,

ce qui équivaut a:
a(x)"'xe Ngla,,)

580:122-1-13
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On notera:

w=o(x) 'x.
On définit Fautomorphisme involutif ¢* de G par:

Vyeg, o¥(y)=a(wyw ).

Cette involution commute avec # et le groupe H* = x"'Hx est un sous-
groupe ouvert du groupe des points fixes de ¢*. Notre choix de x implique
que la différenticlle de ¢* (notée encore ¢*) vérifie:

a*(a,)=a,,.
A T'involution ¢* est associée une décomposition de g en somme directe:

g=b"+q"
o h*=Ad x " '(h) (resp. "= Ad x~'(q)) est le sous-espace propre de o~
associé¢ a la valeur propre 1 (resp. —1).

On définit I'élément X, de a par:
Xpe(ayne)tna

ct

Voe 2\6, a(Xp)=1.

Le Lemme suivant regroupe les propriétés que nous utiliserons par la
suite,

LEMME 8. (i) La sous algébre p (resp. n, resp. 1} de q est somme de
I’ensemble des sous-espaces de poids sous ag,, ou a,,, positifs ou nuls (resp.
strictement positifs, resp. nuls) sur X p. En outre, on a:

Vae A(g, ag)u (g, a,),  al(Xp)eZ
(i) Si Q est non ouverte on a:
Xp+0™(Xp)#0.
(iii) Soit

nti=(ne*(n))+ (nno (1)) + (nna*(n)),



VECTEURS DISTRIBUTION H-INVARIANTS 181

et

[*:=1no*(I).

Alors, w* (resp. n* nb~) est un idéal nilpotent de p na*(p) (resp. p N b*) qui
agit de maniére nilpotente dans g. De plus, p " a*(p), n™ et |* sont stables par
g* etona:

pnct(p)=I@®ns,
pnh"=(I"nbh")® (n* nbh*).

(iv) L’algébre de Lie p*:=1na*(p) est une sous-algébre parabolique
de | dont w*:=1na*(n) est le radical unipotent et Inag*(p)=1"@n'~ est
une décomposition de Lévi. En outre:

nwr=[nn"
(v) Le stabilisateur I’ de x € G dans I et son algebre de Lie vérifient:
Ie={(xpx~', p)| pe PN H"},
Lie I',= {(Ad x(X), X) | Xepnbh*}.

L’action canonique d’un élément de I, sur l'espace tangent T .(G)en x a G
s’identifie a I’action adjointe de sa deuxiéme composante (quand on identifie
T .(G) a g par la différentielle de la multiplication a gauche par x). Moyen-
nant identification précédente, ’espace tangent T (Q) en x a Q est donné
par:

T (Q)=p+Db~
(vi) Avec les notations de I’ Appendice A, le caractére p, de I',
vérifie
Vpe PN H", pr(xpx~", p)=|Det(Ad, . p)l,

ou Ad (. est la représentation de P~ H* dans le sous-espace p +b* de g.
Si on note encore p . la différentielle de p, , on a:

VXepnbh”, pr.(Ad x(X), X)=Tr ad (X). (2)

P+ bt
De plus:
YXen*nb, pr.(Ad x(X), X)=0. (3)

(vil) La deuxiéme projection définit un isomorphisme de Lie I', sur
pb*. Pour toute sous-algébre u de p nh*, on notera 1 la sous-algébre de
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Lie I", image réciproque de u par cette projection. Les poids de (a,,"hY)
(identifiée par la deuxiéme projection a a, "\h") agissant par S, dans E
sont de la forme:

"
b=— Z (al)\ﬂmﬂb‘

i=1

ou pour 1<j<n, a,ed(n, a,)no™(4(n, a,)) En particulier, iA(Xp) et
w(0*(X,)) sont des éléments de —N*,

(viil)  On définit e (p NnHh¥)* par:
VXepnb, w(X)=p, (Ad x(X), X).
C’est un caractére de p N Y vérifiant
WXp+0(Xp))eN.

Démonstration. (i) est évident.
(i1) Raisonnons par Pabsurde et supposons X,+o"(X,)=0. Cela
signifie que:

Xpesnq®

et donc que X, est g*f-stable. 1l en résulte immédiatement que P est
o*0-stable ce qui implique (cf. [B3]) que H*P=x 'HxP est ouvert dans
G. Il en est alors de méme pour la double classe Q¢ = HxP, ce qui achéve
de prouver (ii).

Prouvons (iti). La somme p’ (resp. n’) des sous-espaces de poids de a,,
positifs ou nuls (resp. strictement positifs) sur X, + o*(X,) est une sous-
algébre parabolique de g dont n’ est le radical unipotent. L’algébre n’ est
donc un idéal nilpotent de p’ qui agit de fagon nilpotente dans g. Il en va
de méme de l'idéal ' np na¥(p) de l'algébre p’ ~p no*(p). Mais I'algébre
pnat(p) est la somme des sous-espaces de poids de a,, qui sont positifs
ou nuls simultanément sur X, et ¢*(X,). On a donc clairement
noapna(p)=nS,p npnoi(p)=pnoiplet pnoi(p)=1"@n".

Le couple (n*nbh*, pnbh*) vérifie des propriétés analogues puisque
pna’(p)nh*=pnh* La stabilit¢ de n* (resp. p ~no*(p), resp. [V} sous
l'action de ¢* résulte immédiatement des définitions.

Ces propriétés de stabilité jointes aux relations pro*(p)=1"@n*
et pno(p)nbh*=pnh* déa établis impliquent: pnbh*=1"nbh"'®
n* N b, ce qui achéve de prouver (iii).

Prouvons (iv). L'algebre [no(p) (resp. 'Y, resp. 1¥) est la somme des
sous-espaces de poids de a,, dans [ positifs ou nuls (resp. strictement
positifs, resp. nuls) sur 6*(X ), d’ou (iv).
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Prouvons (v). L’identification de I', et de son algébre de Lie est
immédiate. Si Xeget (xpx !, p)el ., on a:

1

(xpx ', p)-xexp X=xpx 'x(exp(X))p
= x exp(Ad p(X)).

On obtient bien l'action désirée de I, sur T (G).

L’identité 7 .(Q)=p + bh"* est non moins évidente.

Prouvons (vi}. La formule donnant p,_ est I'application directe de sa
définition (cf. Appendice A), et de I'expression de la fonction modulaire
d’un groupe de Lie comme déterminant. On obtient alors (2) par différen-
tiation et la nullit¢ de (3) résuite de la nilpotence, établie en (iii), de
I'opérateur ad X pour Xen™.

Prouvons (vii). Comme S est la n-iéme puissance symétrique de Sy, il
suffit de démontrer le résultat pour » = 1. Par definition, la représentation
ST est définie par I'action canonique de /', sur le quotient T . (G)/T.(Q).
D’apres la description de I'action de [°. donnée précédemment, nous
devons donc déterminer les poids de l'action de a,, nbh* sur g/(p+1bh*)
obtenue par passage au quotient de la représentation adjointe. Or,
f#(n)nq* est un supplémentaire a,, nbh*-stable de (p+1b*) dans g. Mais
On)ng*<B(n)n o (B(n)), et les poids de a,, dans 6(n) ~a*(8(n)) sont de
la forme A= —a avec xe A(n, a,,) "o (4(n, qa,,}). Compte tenu de (i), cette
relation achéve de prouver (vii).

Prouvons (viii). Le fait que u soit un caractére résulte de la propriété
correspondante de p, . D’aprés (2) on a:

m

YXea, nh", wX)=trlad X, , .,)=—tr(ad X, , ).

Il en résulte que p est somme de certains poids de a,,nbh* dans nnq™
Mais ceux-ci sont évidemment des restrictions de poids de x € 4(n, a,,) N
o*(4(n, a,,}), ce qui, compte tenu de (i) entraine:

HXp+o¥(Xp))eN. 1

Fin de la démonstration du Théoréme 1. Supposons i(V., Q, n) #0 pour
un entier # et une double-classe non ouverte Q. On aura dong, avec les
notations du Lemme 8(vii):

Hom 7, (V. EX) #{0}.
Mais, par définition, (p/r:f)“) agit sur V, via sa deuxiéme projection et
celle-ci agit sur V', par &, (cf. (2.3.2) pour la définition de é,). De méme
(voir Lemme 8(v), (vii) et la définition de S7), (p/r?f)") agit sur E',‘,' via sa
deuxiéme projection pnDh*, par le produit tensoriel du caractére p
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(cf. Lemme 8(viii)) avec la n-iéme puissance symétrique de Paction adjointe
de pnh* sur g/(p+h*). On a donc, pour ces actions de pn b~ sur V,
et £

Hom, . (V,, E})# {0}
Il existe donc un sous-quotient simple F¥ du (p nbh*) module E£¥ tel que:
Hom, . (V,, F;)# {0}

Or, d’aprés le Lemme 8(iii), (v} et (vii), n*nbh* est un idéal nilpotent de
p b qui agit de maniére nilpotente sur £7. Il en résulte que n*n bh* agit
trivialement sur F7.

Soit T un é€lément non nul de Hom, . (V,, F}). Pour tout Xen'"=
[no¥(n), on a ¢¥(X)en et donc §,(¢*(X))=0. I en résulte que, pour tout
vecteur ve V,:

TO,(X))=TO (X +0%(X))v).

L’algébre n* étant o*-stable (Lemme 8(iii)), I'élément X + ¢*(X) appartient
a n*nbh* dont l'action sur F est triviale. Compte tenu de la propriété
d’entrelacement vérifiée par 7 on obtient:

YXens YoeV,, T(3,(X)v)=0.

Comme T est continu, il est non nul sur le sous-espace dense (V,),,, des
vecteurs K,,-finis (ou K,, := Kn M) de V, et passe donc au quotient en un
I~ h*-morphisme non nul $ de U :=(V,)k,,/(n"") - ((V.)x,,) dans F,. Or
K, =K, no*(L) est un sous-groupe compact maximal de la composante
réductive L no*(L) du sous-groupe parabolique L no*(P) de L, et U est
canoniquement muni d’une structure de (I%, K},) module admissible de
longueur finie {HS, Prop. 2.247]. En particulier, il existe une suite finie y;,
i=1,..,s déléments du dual complexe du centre ¢* de [* telle que U soit
la somme de sous-espaces de poids généralisé y, sous ¢*. Par construction
de la structure de P-module de V', on a sur Valgébre a qui est centrale
dans [*nbh™:

(1)ja=v—0ps i=1,..,s.

Les restrictions u, des y; a (a,,nc¢*)nat, i=1,.., s ne dépendent que de
det x.

Comme n*nbh" agit trivialement sur F3, et que pnh ' =(I"nbh*)+
(n*nbh*) (cf. Lemme 8(iii)), le ["nbh* module F; est irréductible et
I'élément X, + 6*(Xp) qui est central dans [*nb*, agit par un scalaire n,.
D’apres le Lemme 8(vii) on a:

noen, —N* (4)
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ou n,=u(Xp+a*(Xp))eZ (cf. Lemme §(viii)). Si on tient compte des
propriétés d’entrelacement de .S on a:

die{l, .. s}, pi(Xp+a(Xp))=n,. (5)

Notons X, (resp. Y,) la projection orthogonale de X,+¢*(Xp) sur a
(resp. a,,nc*na*). Dire que X, =0 équivaut a dire que la projection
orthogonale de ¢*(X,) sur a est égale a —X,ea. Etant donné les
longueurs des vecteurs concernés, cela signifierait que o¥(X,)= — X, soit
Xp+0°(X,p)=0, ce qui contredit nos hypothéses sur Q (cf. Lemme 8(ii)).
Comme:

1 (Xp+ 0¥ (Xp))=(v—p)X,)+pui(Y)),
la relation (5) ci-dessus conduit a:
V(X)) = —p(X)) + pi(Y,) —n,
et en tenant compte de (4):
v(X)e —p(X)+p(Y)—n +N. (6)

Exprimons cette condition en introduisant une forme linéaire v, sur a
vérifiant vy (X,)= —1, et en notant Af=p(X,)~—u(Y ) +n, (i=1,.,s).
La relation (6) équivaut a:

nQ
ve | (A + A%+ Nvy), (7)
i=1
ou M, = {ieal | A(X,;)=0} et ny,=s5. Ceci achéve le démonstration du
Théoré¢me. |

4. EQUATION FONCTIONNELLE ET
PROLONGEMENT MEROMORPHE POUR (P, d, v)

Nous allons utiliser des idées de [VW, B4] pour établir des équations
fonctionnelles pour j(P,d,v), afin d’en déduire un prolongement
méromorphe. Cela nécessite quelques variations par rapport a [B4] qui
utilise le prolongement méromorphe dans 'établissement de I'équation
fonctionnelle.

4.1. Tensorisation par des représentations de dimension finie
(H, K)-sphérigues et caractéres infinitésimaux: Premiéres propriétés

Le centre Z(m) de I'algébre enveloppante de m agit scalairement sur V;°,
donc sur V; ™. On notera A€ (jnm)¢ (ou plus simplement A4) une forme
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linéaire définissant le caractére infinitésimal de 6 via I'isomorphisme de
Harish Chandra.

Si V est un g-module sur lequel le centre Z(g) de I'algébre enveloppante
de g agit de fagon localement finie, et y un caractére de Z(g), on définit:

V,={veV|VZeZ(g), IkeN, (Z—x(Z))fv=0}.

On a alors:

V= @© V,,
PN
LElZin))
N .
ou (Z(g)) est I'ensemble des caractéres de Z(q). De plus si

0>V, »V,-»V,-0

est une suite exacte de ¢ modules sur lesquels Z(g) agit de maniére locale-
P

ment finie, pour tout ye(Z(g)) la suite
0= (V),~(V,),—=(V3),-0

est exacte. On note 1’; (ou p,) le projecteur de V sur V, parallelement a
la somme des espaces V, (7' # x). Pour 4€if, on notera y, le caractere de
Z(g) défini par 4 via 'homomorphisme d’Harish Chandra, et p; le projec-
teur p,.. Notons que pour tout vea¥, y,, . (resp. y , ) est le caractére
infinitésimal de n, (resp. de la représentation contragrédiente de n} ) (cf.

[Kn, Prop. 8.22]).
N
Remarque 4. Si V est un G module C*, pour tout caractére y € (Z{g)),

V', est un sous G-module. Si, en outre, il existe une suite finie y,, .., ¥,

N
d’¢léments de (Z(g)), et des entiers naturels #,, .., n, tels que, pour tout
ZeZ(g), T17.,(Z—y,(Z))" soit nul sur V, on vérifie facilement que
V=@ ,V, et que les sous-espaces V, sont fermés dans V.

i=1

On dira qu’une application de af dans un espace vectoriel est polyno-
miale si son image est contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension
finie, et si, comme application a valeurs dans un espace vectoriel de
dimension finie, elle est polynomiale au sens usuel.

On utilise les notations du §1.4 et on fixe y=3Y", m, ;€ a} avec m,e N.
La représentation (n,, F,) (notée aussi (n, F)) est définie comme dans la
Remarque 2 du §1.4, ainsi que les vecteurs e, ex et e,,.

Le produit scalaire défini dans la Remarque 2 du §1.4 permet d’identifier
antilinéairement F a son dual F*. L'image e} (resp. e}, resp. k) de e,
(resp. ey, resp. ex) par cette identification est un vecteur de F* invariant
sous M et N, ot N=0(N), et de poids —u (resp. invariant par H, resp.
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invariant par K) sous l'action de la représentation contragrédiente n* de 7.
On a en outre:

(ep,ey=Xeh,e,r=Celey>=1 (1)
Soit:
®(F*):={4iei*| Lest poids de j dans F*}, (2)
@' (F*) = d(F*)\{ —pl, (3)
et
S:={(A+n),| Led'(F¥)}. (4)

Le Théoréme de Poincaré—Birkhoff-Witt implique:
F*=n*(U(n))e}.

11 en résulte que pour tout Le &' (F*):

I
(i*‘l‘);a = Z n; %

=1

ou les n, sont des entiers naturels non tous nuls et les 2, des ¢léments de
A(n, a). En particulier 2+ g # 0. Ceci s’écrit encore:

S (a*\{0})~N 4(n, a),

ou NA(n, a) désigne I'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients
dans N d’é¢léments de A(n, a).

LEMME 9. Il existe un polynome non nul q sur a¥, produit de formes
affines du type 3 +c ou €S et ceC, et pour tout veaf tel que q(v)#0, un
élement Z, de Z(q), vérifiant les conditions suivantes:

(i) On a:
Yied' (F*), x4 v J(CV#Fyx 4-ui:(C)
ou C est le Casimir de o. En particulier:
Vie @' (F*), Xoa v wBX A vsin

(i1) Pour tout g-module X admettant y_, ., comme caractére
infinitésimal on a:

Vxe X, Vve F*, Poa v x®@0)=Z(x®0)
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(ii1) Lapplication vv>q(v)Z, se prolonge en wune application
polynémiale de a dans Z(g).
Démonstration. Notons m(4) la multiplicit¢ du poids Ae w(F*); on a
m(—p)=1 car F*=n*(U(n))e}. De plus, d’aprés [Ko, Th. 5.1]:

VZeZ(g).Vye X®F™, [[ (Z-x 4 ci(2)"y=0. (5)

e d(F*)

Ceci implique en particulier:

X®F*= Y (X®F*), . . (6)

Ae@(F>)

On définit:
Vied' (F*),  q(v)=x _4_y_(C)=x 4_,;.(C).

D’aprés 'expression standard de la valeur des caractéres infinitésimaux sur
le Casimir C (cf. par exemple [VW, §2.7]),

Ta+e(C)=(A4, A)+ (v, v)—cste,

la fonction v ¢g,(v) est polynomiale de degré un associée a un élément
de S. On définit alors:

g= 1 q7* (7)

Aem'(F*)

et pour veaf vérifiant g(v)#0:

Z,=q(v) ! H (C—yx 4 v+;,(C))mm‘

Aewm'(F*)

Clairement ¢ vérifie (i).
On a, pour tout Le @' (F*):

X 4 v+:(Z,)=0,
et:
Loav u(Z)=1
Drapres (5) et la définition de Z,, on a, pour ye X® F*:
(C=x-s-vu(C)Z,y=0. (8)

D’autre part, d’aprés (5) et (i) on a:

X@F*=(X®F*), , @& Y (XQF*%, , . ©)

ied(F*)
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L’egalite (8) jointe a (i) montre que:

Z,ve(X® F*) (10)

L A at
P
Par ailleurs, comme Z, e Z(g), on a, pour tout y e (Z(g}):

Z(X®F*),c(X®F*),,
donc grace a (9) et (10):

Z(X®F*) =0

A-A-vi

pour Ae @' (F*).

On suppose maintenant que ye(X®F*), . Daprés (i), I'tlément
C—% 4 .v+.(C) définit un opérateur linéaire injectif sur (X® F*),_ .
La relation (6) implique alors que: (C—y_, ., (C))y=0.1] en résulte
facilement que Z, y =y, ce qui achéve de prouver (i1).

Le point (iii) est évident. ||

LEMME 10. On conserve les notations du Lemme précédent. Pour tout
élément veat tel que q(v)#0, il existe un élément Ad H-invariant, Z,,
de U(q) vérifiant la condition suivante:

Pour tout g-module X admettant un caractére infinitésimal y | . et tout
élement x de X on a:

U®ey)p_ 4. ;,(-\’®l’f1)) = Zv'\‘

(ou I® e,, est I'application de X ® F* dans X définie par contraction avec ey,
ie, VxelX, YoeF* (I®ey(x®v)= ey, v>x). En outre, I'application
v g(v)Z, se prolonge en une application polynémiale de a¥ dans U(g)".

Démonstration. Soit 4 :U(g)— U(g)® Ulg) le coproduit de U(g)
(cf. [Di, §2.7.1]). Pour veaf vérifiant g(v)#0, on écrit:

MZ)=3 X, (MY, (v)
i=1
avec X, (v), Y. (v)e U(g). D’apres le Lemme précédent:
v.\'EX, p,A,,‘,,ﬂ(.Y@(’Z)=ZV(.\'®€Z)

et griace aux propriétés de I'application 4:

14

Yy e X, Poa v X®e)=) (X, (MX)® (a*(Y, (v))eh).

=1
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La définition de I'application /® ¢, permet de conclure:

(1®€H)(p A v “(.Y®(’:l))=

ou

Zo= S (em nH Y, () ek X, () (11)

i=1

On peut, en utilisant sur U(g)® F* la structure de g-module produit
tensoriel de la représentation réguliére gauche ¢ de lalgébre U(g) par n*,
écrire cette relation sous la forme:

Z,=(Idy, ®e ) (ERT*NZ N1 ®eh)), (12)

le symbole 1 représentant I'unité de U(g).
Etudions, pour 4 e H, l'action de Ad 4 sur Z,. De (11) on déduit:

(Ad h)(Z Z (e, m* (Y, (v))eX> Ad A(X, (v)).

i=1

D’autre part, si on tient compte de 'invariance de ¢, (resp. e¥) sous n(H)
(resp. sous n*(H)), on a:

(e, m*(Y, (v))ek D> = ey, m*(Ad W( Y, (v)))e} ),

donc:
(Ad h)(Z Z (e, n*(Ad (Y, (v))) el > Ad A(X, (v)). (13)

Mais A4 est un morphisme de G-modules lorsquon munit U(g)
(resp. U(g)® U(g)) de l'action adjointe de G sur U(g) (resp. du produit
tensoriel par elle méme de I'action adjointe de G sur U(g)). Cela implique:

A(Ad W(Z,)) =}, (Ad h(X; (v)))® (Ad A(Y, (V)

et on peut réécrire la relation (13) sous la forme:
Ad W(Z,)=(Id y,, ® e )((E®@ T*NAD H(Z,)))(1 @ eyy).

Mais, Z, étant central dans U(g), Ad Ai(Z,)=Z,. Si on tient compte de
(12), on peut conclure:

Vhe H, Adh(Z,)=
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Par ailleurs la relation (12) implique immédiatement que I'application

v—g(v}Z, se prolonge en une application polynomiale de a¥ dans

Uig). 1

4.2. Tensorisation des séries principales généralisées par des représentations
de dimension finie et caractéres infinitésimaux

Soit (3, V,) une représentation de classe C'* de P dans un espace de
Fréchet. On note:

IndV,={oeC*(G,V,)|V(g,maneGxMxAxN
@(gman)=a" "y(man) '@(g)}. (1)

On munit Ind V. de la topologie définie par la famille de semi-normes:

ol ».,=Sup g(Lye(k)),
ke K
ou D décrit U(g) et g parcourt I'ensemble des semi-normes définissant la
topologie de ¥,. On note Ind 7 la restriction a Ind ¥, de Ia représentation
réguliére gauche de G dans C*(G, V). On vérifie immédiatement que
(Ind 7, V) est une représentation de classe C* de G dans un espace de
Fréchet. De plus, si

0- V"/I - V}'z - V'}'s -0

désigne une suite exacte de P-modules lisses de Fréchet, qui est topologi-
quement scindée comme suite de M n K-modules (ie., ¥, admet un sup-
plémentaire topologique M ~ K-invariant dans V), la suite de G-modules

O-IndV, —IndV, —»IndV, -0

qui lui est canoniquement associée est une suite exacte de G-modules lisses
de Fréchet qui est topologiquement scindée comme suite de K-modules.
Pour s’en convaincre, il suffit de restreindre les €léments de Ind V' a K et
de remarquer que cette opération est injective.

On conserve les notations du §4.1.

LEMME 1. Pour tout vea} tel que q(v) #0 on a des isomorphismes de
G-modules:

(l) pz1+\‘+u(1§',\'®F) =~ 1<’i).v+u'
(i) p_a . (I VRF*) =], ,)
Démonstration. La représentation 3, de P dans l'espace de Fréchet
V. =V ®F définie par:

Yinmt,a,n)e M xAxN, v, (man)=a* d(m)® n{man)
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est de classe C*. Soit &, :/{ ® F —1Ind ¥, I'application définie par:
Voelf VveF YgeG, &, (p®v)g)=¢(g)®@n(g) 'v. (2)

On voit immédiatement que ¢, est un isomorphisme topologique qui
entrelace les représentations n} ®n et Ind y,. Mais le P-module F admet
une suite de Jordan-Holder

Fo={0}cF =Ce,c --- cF,=F,

chacun des F, admettant un supplémentaire M ~ K-invariant dans F,, ;.
Par tensorisation avec VY, on en déduit une filtration du P-module
(y., V,,) par ses sous P-modules (y,, V;) ou V.=V ®F, De plus, V,
posséde un supplémentaire topologique M n K-invariant dans V. .
D’aprés les propriétés de Ind rappelées plus haut, on en déduit une filtra-
tion de Ind ¥, par des sous G-modules fermés U, :=1Ind V; avecU,, ,/U, =~
Ind(V,, /V,), soit encore U, /U, ~Ind(V 3y ® (F;/F})).

La sous-algébre de Cartan j agit de maniére semi-simple sur F;, ,/F; (qui
est non seulement irréductible sous P mais aussi sous MA car N agit
trivialement). Cette action de j fait apparaitre des poids A de | dand F, ie.,
Aed(F) et, si i=1, on a, de plus, A#y, ie, Ae @' (F):=a(F)\{u}.
D'aprés [Ko, Th.54], VI ®(F,, /F;) sécrit comme somme directe de
M A-modules admettant sous Z(1) des caractéres infinitésimaux généralisés
de la forme y,,,,; ou Ae ®(F). Aprés induction, chaque module U, ,/U,
s’écrit comme somme directe de sous G-modules de caractére infinitésimal
généralisé y (., ., ; (A€ ®(F)). Si, de plus, g(v) est non nul, on a, d’aprés le
Lemme 9(i), Y4¢vi;#Xasven pour Ae@'(F). Cela signifie que pour
iz1, piovy (U /U)={0}. Compte tenu de I'exactitude du foncteur
V—pii.aV) on obtient:

p/1+v+u(lnd Vyv)=p/l+v+y(Ul)' (3)

Mais comme MN agit trivialement sur F, =Ce,, alors que 4 agit par le
caractére ¢+ a*, on a l'isomorphisme U, ~I{ . et donc:

pA+v+u(Ul):1(i;,v+,l' (4)

Il suffit alors d’utiliser (3), (4) et l'isomorphisme @, entre les G-modules
I ®F et Ind V,, pour achever la démonstration de (i).
(ii) découle de (i) par passage au dual car:

UL Y®F*~(I' @F)y. 1

LEMME 12. On note P=0(P) et on fixe vea¥ tel que q(v)#0.
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(i) On a des isomorphismes de G-modules:
Pasven UL @F) =17,
Poave U] Y ®F*) (1], ).
(i1) On considére Iapplication:
YU YRF*>2'(G, VI)®F*
définie par:
Vee(IL ) (=2'(G, P, 8, v)),Voe F*, ¥ (z®v)=/f, 1,
ou f,e C*(G, F*) est définie par:

VgeG,  f.lg)=n*(g v

et lapplication bilinéaire de multiplication (f, ) f-1 de C*(G, F*)x
2'(G, Vi)dans 2'(G, Vi ® F*) est caractérisée par;

Ve CH(G), Vo, e F¥ Y1e Z'(G, V), (fi®uv) 1=(f171)®v;.
(D’'une fagon plus imagée, mais plus approximative,
“VgeG, Y. (t®uv)g)=t(g)@n*(g )"

relation a comparer a la definition (4.2.2) de @ ).
Alors, ¥, a pour image le sous-espace:

{teD'(GVI)RF*|V(m, an)e MxAx8(N)

Rimt=(a"" "' (m™")@n*(man)~ ')t}

qui est fermé dans 2'(G, V' )® F* et que nous noterons 2'(G, P, §, F, v).
De plus, ¥, définit un isomorphisme topologique qui entrelace (nf ) ®n*
avec la restriction @ 9'(G, P, 8, F, v) de la contragrédiente de la représenta-
tion réguliére gauche de G dans (G, V@ F)=2(G, V)R F que l'on
notera (nf . ).

(iii) Lapplication i:(I7 ) — 2'(G, Vy)Y®Ce} définie par i(t)=

o [ _
T®e), (1€ glj;_vﬂ)'), est injective, d’image fermée dans 2'(G, P, S, F, v) et

entrelace (n";‘vﬂl)' et (nf‘p,v)/. Son image est égale a p_ , ,‘._,“((I(‘;‘,)'@)F*).
(iv) Pour tout élément © de D'(G, P, 8, v) il existe un unique élément
U.(t) de 2'(G, P, §, v) vérifiant la condition:
Ve Z'(G, P, 8, v),

= (5)
¥, (((n5.) @T*NZ )Nt ®@ek)=U,(1)®ek.
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Lapplication U, de @'(G, P, 8, v} dans lui méme ainsi définie est linéaire,
continue et commute a action de H.

(v) Silélément t de 9'(G, P, 8, v) admet une restriction de classe C*
a la double-classe ouverte HwP, (we N(ay,)), pour tout ve F*, ¥ (1®v),
identifié & un élément de '(G, Vi @ F), admet une restriction de classe C™*
a HwP. Si on note ev (¥, (t®v)) évaluation de cette restriction en w,
on a:

ev, (P, (t®v))=ev, (1)®@n*(w o

(vi)  Pour 1 élément de Z'(G,P,o,v)" et w élément de Ng(a,),
(nf,) ®T*NZ, )t ®e}) et U,(t) ont une restriction C* a HwP et:

ev, ((((15,) @ n*NZ,)r®@ek)) =ev, (U, (1)) @n*(w) e}f. (6)

(vii) L’endomorphisme E de ¥ (8) (~T1 ¥ (6, w)) défini par:

WE W
(}7“‘)14'5 ﬂ]\lH (<7T*(H’) 6’:, ()H> W»\‘),‘»gw".,,

(voir (2.4.1) et (2.4.2) pour la définition de ¥7(3)), est bijectif. Si vea¥
vérifie g(v}#0, on a:

Yre 2'(G, P, o, v), ev(((nf )" (Z,))(1)) = E(ev(U . (1))). (7)

Démonstration. La démonstration de (i) est similaire a celle des point
(i) et (ii) du Lemme 11. La seule différence est qu'on utilise une suite de
Jordan-Hdéider du P module F:

O=Fsc¥F/c---<F |cF/=F

avec F, ;=0(R)F de telle sorte que F//F, |~ Ce, est un P-module sur
lequel MB(N) agit trivialement alors que A4 agit par a+ a”.

La démonstration de (ii) est fastidieuse mais immédiate. Indiquons seule-
ment que I'inverse de ¥, est donné par la restriction a Z'(G, P, 8, F, v) de
l'opérateur de &'(G, V7 )® F* dans lui-méme défini de fagon imagée par
T® v 1,, avec:

VgeG,  ti(g)=t(g)®@n*(g)v".

Passons a (iii). Le seul point non évident est I'égalité de I'image de
Papplication i avec p , , ,(¥,((I{,)® F*)). Mais i étant un G-mor-
phisme et (7 ,, ) admettant y , , , comme caractére infinitésimal, on
a l'inclusion:

v+

5, )P4 v (UF,) ®F¥),
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L’application ¥, étant un isomorphisme de G-modules, l'assertion (i)
identifie le membre de droite de cette inclusion a (I(,\H‘) Comme i est
injective et que les composantes isotypiques du K-module (77 +u) sont de
dimension finie, on voit que les deux membres de I'inclusion ci-dessus ont
méme sous-espace de vecteurs K-finis. Mais ce sont en outre des sous
G-modules fermés de (G, P, d, F,v) d'aprés les propriétés de i et
P 4. . . DouI'dgalité recherchée, ce qui prouve (iii).

Passons a (iv). Le fait que lI’,((né‘) ®n*)Z )t ®eF) soit contenu
dans p_,_,. #((]f“‘)@)F*) résulte des propriétés de Z,. L’existence de
U, () résulte alors de (iii) et son unicité (qui implique la linéairité de U,)
est évidente. Comme le terme figurant a gauche de I'égalité (5) est continu
par rapport a t, il en est de méme de celui de droite, donc de U, par simple
contraction avec e,. La propricté d’entrelacement sous H de U, est
immédiate si on tient compte des propriétés d'entrelacement de ¥, et de
l'invariance de e} sous l'action de H. Ceci prouve (iv).

Le point (v) résulte immédiatement de la définition de ¥_.

Passons a (vi). Comme dans la démonstration du Lemme 10, écrivons:

=Y XM@Y, ).

i=1

On a alors:

() ®@T*NZ,))(z®eF)

Z( 7l ) (X (v NT)® (n*(Y,(v)) e¥y)

i=1

et il en résulte que le premier membre de cette égalité a une restriction a
HwP de classe C™ si cest le cas pour t. Si, de plus, 1€ @'(G, P, 8, v)”,
le vecteur distribution U,(t) est également H-invariant. Dans ce cas,
7 et U,(r) admettent une restriction de classe C* a HwP d’aprés la
Proposition 3, et cest également le cas pour ((nf“@n*)(zv))(r@e’,';)
d’apres ce qui précede. En appliquant ev,, a I'égalité (5) et en utilisant (v),
on obtient immédiatement (6), ce qui prouve (vi).

De méme, si on contracte 'égalité (6) par e, et si on tient compte des
propriétés de Z, énoncées dans le Lemme 10, on obtient immédiatement
(7). Pour finir de démontrer (vii), il suffit de prouver la bijectivité de E.
L'espace ¥7°(d) étant de dimension finie, la bijectivité de E équivaut
a son injectivité. Or cette derniére exprime que (n*(w)ek, e,> est non
nul quel que soit we #,. Dans le cas contraire, la fonction analytique
g+ (n*(g) ek, e, sannulerait sur un ouvert HwP qui rencontre toutes
les composantes connexes de G, donc serait identiquement nulle sur G. Ceci
contredirait la relation {e}, e, > = 1. Ceci achéve de prouver le Lemme. |

580:122-1-14
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4.3. Enoncé de l'equation fonctionnelle pour j

On définit une application ¢, : F* - C*(G) par:
Voe F*,VgeG, (e, (v))(g)=<m(g)e,, v). (1)
On a alors:

Yoe F*,Vig.m,a,n)e GxMx AxN, 2)
(e, (v)) gman)=a"(e,(v))(g).

De l'égalité G= KP et de la relation précédente, il résulte que ¢,(ef¥) ne
s'annule pas sur G. On définit alors lapplication .4, :2'(G, V)—
(G, VI )® F* par:

Vie 2'(G, V), M (t)=((e.(e})) ') @k (3)

On notera (I®e,) la contraction par e, c'est-a-dire lapplication de
2'(G, VF)® F* dans &'(G, V1) telle que:

VieZ'(G, Vi), Vve F*, I®ey)(t@v):=L{ey, 1. (4)

On définit alors, pour veaf tel que g(v)#0, 'endomorphisme D, (v)=
D,(P,d,v)de Z'(G, V) par:

D,(v):=(I®e,;)>(L'®n*NZ,))> M,, (5)

ou L’ est la représentation contragrédiente de la représentation réguliére
gauche de G dans Z(G, V). 1l est facile, en utilisant I'expression de 4(Z),
de vérifier que D ,(v) est un opérateur différentiel et que I'application D, (v):
visg(v) D,(v) se prolonge en une application polynomiale sur af a
valeurs dans I'algebre des opérateurs différentiels sur 2(G, V).

THEOREME 2. Il existe une fonction polynomiale b, (resp. R,) sur
af, a valeurs dans C (resp. End(¥7(3))), non identiquement nulle et telle
que:

(i) Pour vea} tel que Rev—p,p soit strictement dominant pour
A(n, a), on a:

Ve (8),  b,(v) (P, &, v,m)=D,(v)j(P, &, v+p R,(v)n)

(i1) Lopérateur R, (v) laisse stable ¥° (5, w), pour we #W,,.
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4.4. Préparation de la démonstration du Théoréme 2: ’opérateur S(v) et un
inverse a droite T (v)

LemMme 13. (i) Lapplication S(v):2'(G, P,o,v) ® F* —» Z'(G, VY)
définie par:

Ve 2'(G, P, 5, v),Yve F*, SW(t®@v)=¢,(v)T, (1)

est un G-morphisme continu a valeurs dans 2'(G, P, 8, v + p).

(1) Si on utilise lisomorphisme canonique de 2'(G, P, d,v) (resp.
@G, P, o, v+ pu)) sur 2'(K, 6), lopérateur obtenu a partir de S(v) par
transport de structure S(v): 2'(K, 8)® F* - 2'(K, 0) ne dépend pas de v et

Vie Z'(K,8), SW)(t®e¥)=r. (2)

En particulier S(v) est surjective et I'image de S(v) est 2°(G, P, 3, v+ p).

(iii) Si I’élément v de af est tel que g(v) soit non nul, on a:
S o((nf ) ®a*NZ,)) = S(v). (3)

(iv) Sil’élément v de a¥ est tel que q(v) soit non nul, application S(v)
définit par restriction une bijection de I'image de ((n(’,-’v“)’ Rn*NZ,) sur
Z'(G, P, o, v+ p).

(v) Si t appartient & 2'(G, P, 8, v+ p), (e,(e%))' v est dans
(G, P, b,v) et, pour tout veak tel que q(v) soit non nul, on définit une
application linéaire T(v): 2'(G, P, d, v+ u)— 2'(G, P, 6, v)® F* par:

Vte Z'(G, P, 8, v+ u),
T(v)t=(((n],)@n*NZ,))(efeX)) ' t®@ek) (4)
C’est un morphisme continu de G-modules qui vérifie:
ST =MdyiG p s v (3)
T(v)o S(v)=((n5,) @ n*)Z,). (6)

Démonstration. (i) résulte immeédiatement des propriétés de e,(-)
(cf. (4.3.2)).
Pour (i1}, on a clairement:

YoeF*,  Vie2'(K,8), (SN ®uv)=¢,(v)T,

ce qui prouve que (S(v)) est indépendant de v. Mais, d’aprés la définition
(4.3.1) de ¢,, on a:¢,(ek), k=1, d’ou I'égalité (2). La surjectivité de S(v)
résulte de celle de S(v), ce qui achéve de prouver (ii).
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Passons & (iii). Soit ve a¥ tel que g(v) soit non nul. Grice a la définition
de Z, (cf. Lemme 9), on a:

SO (Y ®TNZ)) =S50 Py e
Mais S(v) est un G-morphisme. Donc:
S(")"l) A v ;t:p——A—v—;Ar'S(v)'

Or, d’aprés (iv), S(v) a une image contenue dans 2°(G, P, d, v+ u) et ce
G-module admet y , , , comme caractére infinitésimal. D’ou:

S“')"/} A v ;t:S(“)'

L’égalité (3) résulte de ce qui préceéde et (iii) est prouvé.

L’égalité (3) et la surjectivité de S(v) sur #'(G, P, 8, v+ u) €tablie en (ii)
montrent que S(v) réalise une surjection de limage de ((n] ) ®@n*)(Z,)
sur %'(G, P, 8, v+ u). Mais, compte tenu des proprietés de Z, (cf.
Lemme 9(i)), cette image est égale a p ., (Z'(G, P, 4,v)® F*) donc
fermeée (cf. Remarque 4). De plus, d’aprés le Lemme 11, cette image est
isomorphe & %’'(G, P, 5, v+ u). L’application S(v) reéalise donc un
G-morphisme continu surjectift de G-modules entre les G-modules
isomorphes Im{(n{ ) ® n*)(Z,) et Z'(G, P, d, v+ u). Alors S(v) est bijectif
au niveau des vecteurs K-finis, donc son noyau, qui est un G-module, ne
posséde que 0 comme vecteur K-fini. L’application S(v) est donc également
injective, c’est & dire finalement bijective et (iv) et prouve.

Montrons (v). On a, pour 1€ #'(G, P, 3, v+ u), d’aprés la définition de
T(v):

(SO T(NT)=S(v) o (] ) @T*NZ,))((e, (X)) "t ®eF).
En tenant compte de (3) on a alors:
(S()= T(Nx)=S(v)((e(eX) 't®@ek),
et, en appliquant la définition de S(v):
(S(V)e T(v))(r) =1,
ce qui prouve (5). On a donc:
S(v)e T(v)o S(v) = S(v)
et, compte tenu de (3):

S() e T(v)=S(v)=S(v)«(((n5,) @ T*NZ.)).
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Or, d’aprés (iv), S(v) est injectif sur Iimage de ((n5 ,)’® n*)(Z,). De plus,
d'aprés la définition de 7(v), cette image contient celle de T(v). L'égalité
précédente implique donc:

T(v)-S(v)=((n] ) ®7*)(Z,),

ce qui prouve (6).
En utilisant cette relation et le fait que S(v) est un G-morphisme surjectif,
on établit immédiatement que T(v) est un G-morphisme. |

LemMmE 14. (i) L'endomorphisme E* de ¥°(3)=11,.. 4, 7 (0, w) défini
par:

(’7\.')“‘6 W MH (<n(“‘) eu’ e;k‘i> 'Ilr)u-e LT

est inversible.

(1) Soit v un élément de af tel que q(v) soit non nul. Alors, pour
tout élément v de 2'(G, P, 3,v)" on a S(v)o(((nf ) @n*NZ, )Nt ®e})e
(G, P, 8, v+ ), et

ev(S(v)= (((n5 Y ®@T*NZ )t ®ek) = E*(ev(1)). (7)

Démonstration. La vérification des propriétés de £* est semblable
a celle de E (voir Lemme 12(vii)). A noter que <{(n*(w)e}, e,>=
{m(w)e,, ek, ce qui justifie la notation E*.

Prouvons (ii). Le seul point non trivial est (7). Mais, d’aprés le
Lemme 13(ii1), on a:

(S(v)- (5 ) @A*HZ NNt ®ek) =SV ®eF),
et en tenant compte de la définition de S(v) (Lemme 13(ii}):

en, ST ef) = &,(ef)(w) ev, (1)
= (m(w)e,, e} ev, (7).

L’égalité (7) en résulte. ||

COROLLAIRE 2. Soit &/ (P) Pouvert de af, défini au Théoréme 1, tel
que, pour v élément de .</(P), I'évaluation ev est une application injective
de 7'(G, P, 3, v)" dans ¥ (3). Si v est un élément de </ (P) tel que q{v)
soit non nul, l'application 1+ (((n] ) @ n*)NZ,))(t @ e}) est injective de
Z'(G, P, 8, v)" dans (2'(G, P, 8, v)® F*)".

Démonstration.  Soit vy comme ci-dessus et T un élément de 2'(G, P, 3, v)¥
tel que (((r],)®@7*)(Z,))(1®ef)=0. On a alors S(v)(((n] ) @7*)Z,))
(t&®e})=0. Daprés le Lemme précédent, cette condition équivaut a
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E*(ev(1))=0, cest a dire, compte tenu de l'injectivité de E* et ev, T=0.
L’application décrite dans le Corollaire est donc injective. ||

On rappelle que, pour veal ,,, le prolongement méromorphe de
lintégrale d’entrelacement est défini et son transposé est une bijection de
Z'(G, P, 8, v) sur %(G, P, 6, v) (cf. Proposition 1(iii) et son Corollaire).

LemMmE 15. (i) Sived(P)n c&i(l_’)ma{d, (cf. le Théoréme | pour la
définition de o4 (P) et /{P)), (nf ) Y (Z.,) définit un endomorphisme injectif
@'(G, P, d, v)".
(i1)  Pour tout ve€ (cf. Proposition 2 pour la définition de €), on
définit un endomorphlsme M (v) de +v°(0) par:

M) :=evo((rf ) (Z.)< J(P, &, v).

Alors, Papplication vi— q(v)M(v), définie sur ¥, se prolonge en une applica-
tion polynomiale sur af a valeurs dans End(77(6)).

(ili) Sivedd(P)n.oA(PYnak , "€ et gq(v)#0, lapplication M(v)
est bijective.

(iv) [l existe sur a¥ un polynome non nul q,, tel que 'application
vis g (v M(v) ', définie lorsque v vérifie les conditions de (iii), se prolonge
en une application polynomiale de of a valeurs dans End(77°(8)). On a
g,(v)#0 dés que g(v) #0 et ve A (P)n A (P)nak ; NG

Démonstration. Prouvons (i). Si v vérifie les hypothéses de I'énoncé,
compte tenu du Corollaire du Lemme 14, on peut affirmer que l'application
(] ) @n*NZ,)Nt®e¥), est injective de 2'(G, P,d,v)" dans
(#'(G, P, 3, v)® F*)". Par application de 'A(P, P,5,v)" ' (cet inverse
existe car veaf ;;), on en déduit l'injectivite de tr—»(((nf‘,)’@)n*)(z‘,))
(t®e%) sur 2'(G, P, 5, v)'". Mais d’aprés le Lemme 12(iv) (cf. (4.2.5)),
on a, pour tout élément t de %'(G, P, 8, v)™:

() ®@T*NZ )1 ®ek) = (Ur)(T)®@et.

L’application U(v) est donc injective sur 2'(G, P, 8, v)". De plus, I'applica-
tion ev étant injective sur 2'(G, P, 8, v)” lorsque ve.o/(P), il en va de
méme pour eve U(v) sur Z'(G, P, 8, v}!!. Compte tenu de la relation (4.2.6)
et de la bijectivité de E (cf. Lemme 12(vii)), on a démontré I'injectivité de
eve(nl ) (Z,) sur Z'(G, P, 8, v)""; cela prouve linjectivité de (nf ) (Z,)
sur ce méme espace. L’application de l'opérateur d’entrelacement bijectif
‘A(P, P, 5,v) permet de conclure a [linjectivitt de (nf))(Z,) sur
2'(G, P, 8, v)¥ et donc de prouver (i).

Passons a (ii). On sait, par exemple en revenant a la définition de j, que,
pour tout ne ¥ (8) et ve¥, j(P, 9, v, n) est de classe C* sur ¢. 1l en est
donc de méme pour ((n} )" (D)) j(P, 3, v, n) pour tout élément D de U(g).
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Pour we #,, et ne¥(d,w), l'expression ev, ((nf ) (D)j(P, 5 v,n)) a
donc un sens. Montrons que cette expression permet de définir une applica-
tion polynomiale sur a§ 4 valeurs dans V' ; . II suffit pour cela de remar-
quer que g = Ad w(p) + b, ce qui implique U(g) = U(Ad w(p)) + U(g) b. Or,
compte tenu de la H-invariance de j(P, é, v, 1), on a, pour tout ¢lément D
de U(g) b:

euw(n(’;‘,)' (D) j(P, d,v,n)=0.

Pour De U(Ad w(p)), ce sont les propriétés de convariance a droite des
éléments de 2(G, P, 4, v) qui permettent d’assurer la dépendance polyno-
miale voulue. Si on ajoute a cela le fait que I'application v+ g(v) Z(,) (cf.
Lemme 10) est polynomiaie la preuve de (ii) est achevée.

En outre, j(P, J, v) est injective sur ¥ (8) lorsque ve ¥, car, par défini-
tion des applications ev et j(P, d, v) on a:

Vve4d, eve j(P,6,v)=1d, . (8)

Par composition avec (n{f‘v)’(z‘), en choisissant v comme dans 'enoncé,
on peut conclure, griace a (i), a I'injectivité de M(v), donc a sa bijectivité.
Ceci achéve de prouver (iii).

Passons a (iv). D’aprés (ii), 'application v+ q(v) M{v) se prolonge en
une fonction polynomiale sur af a valeurs dans End ¥7(d) qui, d’aprés le
point précédent, a un déterminant qui ne s’annule pas indentiquement.
En particulier, v q(v)®™” ) det M(v) est polyndmiale. La fonction
vi— det M(v) est donc rationnelle de 1a forme vi— q,(v){g(v)) 4™ ), avec
¢, polynéme non identiquement nul. L’application des formules de Cramer
met alors en évidence le fait que vi— q,(v) M(v) ' s’étend en une fonction
polynomiale sur af. De plus, d’aprés (iii), si ve o/ (P) N (Pyna¥ ; .n€
est tel que g(v) soit non nul, det M(v) est non nul et ¢,(v) est donc non
nul sous ces mémes hypothéses. |

Remarque 5. Lorsqu’on aura démontré que I'application vi— j(P, J, v)
se prolonge méromorphiquement a a¥, on aura, avec les mémes notations,
g,(v) non nul dés que ¢(v) sera non nul et que v sera un élément de
A (Pyn A (Pyna¥ s ,n%é NP, ou P est un ensemble contenant la variété
polaire de j(P, 4, v). La démonstration est similaire (on utilise un prolonge-
ment méromorphe de la relation (8)).

4.5. Fin de la démonstration du Théoréme 2

On applique la formule (4.4.7) du Lemme 14(iii) au cas t = j(P, 3, v, n).
Si ve € est tel que g(v)#0, on a:

(ev=S(v)o(((n5 ) @ T*NZ,))J(P, 0, v, n)@ek)=E*(n). (1)
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Mais l'application S(v) est a valeurs dans 2'(G, P, J, v+ p) et la condition
ve% implique v+ pe%. On peut donc appliquer j(P, d, v+ u) aux deux
membres de I'égalité précédente. On suppose en outre v+ u e .o/(P). Alors,
de la relation:

evo j(P, o, v+u)=1d,
résulte:
JP o, v+p)rer =My p s vy
L’application de j(P, J, v+ i) aux deux membres de (1) donne alors:
(S(v)o (((n5 ) @T*NZIN(L, O, v, )@ efy) = j(P, &, v+ p, E*(n)).

On utilise alors les propriétés de S(v) (cf. Lemme 13(iii) et (4.4.3)), pour
obtenir:

SEIP, O, v y@ef) = j(P, 0, v+, E*(n)).

On applique alors T(v) aux deux membres de cette égalité et on utilise le
Lemme 13(v) pour conclure:

(((m5 ) @*NZNHP, S, v, ) ®ek)=T(v) j(P, 6, v+, E*(n)).

Si on contracte les deux membres de cette égalité par ¢,,, on obtient, en
utilisant la définition de Z, (c¢f. Lemme 10):

(5 ) AZNJP, 8, v, )= ((I®e,)- T(v)) j(P, 3, v+, E*(n)).

Mais, si on suppose en outre que ve.o/(P), on a, d’aprés le Lemme
précédent:

(= Y AZ ) J(P, 3, v, n)= (P, &, v, M(v)(n)).

Par ailleurs, il résulte des définitions de D, (v) (cf. (4.3.5)), et T(v) (cf.
Lemme 13(v), (4.4.4)), que:

(IQey):T(v)= Du(")ww(;. P.o vt )
On a donc démontré I'implication:

Yve€ n.o/(P),
(gv)#0et v+ ue.o/(P)= j(P, 6, v, M(v) i)

=D, (P,d,v) j(P, 0, v+ 1, E*(n))).
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On suppose en outre que M(v) est inversible. Alors, si v vérifie les
conditions précédentes, on a:

J(P, 8, v,n)=D,(P,8,v) j(P,d,v+pu (M(v) '« E*)(n))

On multiplie les deux membres de cette égalite par b, (v)=g,(v) g(v), et on
obtient (cf. le Lemme 15(iv) pour la définition de g, ):

b (v) (P, 3, v, n)=q(v) D, (P, 8, v) j(P, 8, v+p, (q,(v) M(v) 1= E*)(n)).

L'application R,(v):vi>gq,(v) M(v) '=E* se prolonge en une application
polynomiale de a¥ dans ¥7(5). Les calculs précédents se traduisent par
I'égalité, valable pour v dans un ouvert dense de 4

b (v) j(P, 8, v,n)=D,(P,3v)j(P,&v+pu R(v)n).

Or, les deux membres de cette égalité représentent des fonctions
holomorphes sur ¥, donc continues. Le point (i) du Théoréme en résulte
par densité.

Pour (ii}, il faut démontrer une propriété similaire pour M(v). Mais
((nf.) (Z,)) agit sur Z'(G, P, é,v) comme un opérateur différentiel. En
particulier, pour #e #7(d, w), on a:

((”: \-)l (Z\))j(P’ 53 "" n)lUn‘(‘wa e flu"f’: 0

Cela implique que M(v) ne ¥7(d, w), comme deésiré. |

THEOREME 3. (i) La fonction v j(P,d,v), holomorphe sur 6, a
valeurs dans Hom(¥7(8), 2'(G, V [)), s'étend en une fonction méromorphe
sur a¥. On notera encore v j(P, 3, v} ce prolongement.

(ii) Il existe un suite finie #,, .., # d’hyperplans affines de of tels
que la variété polaire de Iapplication v j(P, 3, v) soit contenue dans la
réunion des translatés 3. — pd, ou 6=3" , 5. et p décrit N*. De plus,
lespace vectoriel définissant la direction de ¥, est défini par une équation de
la forme: nyv + - - +n,,v,, =0, ou les coefficients n,, ..., n,, sont des entiers
relatifs, et vy, .., v,, les complexes tels que: v=3"_, v, 5.

(ili) Pour tout vea} tel que j(P, o, v) soit défini, on a: eve j(P, d, v)=
Id,

(iv) Soit (n,);~., .., une base de ¥°(5). Si ve s/(P) (cf. Théoréme 1)

et j(P, 6, v) est définie (j(P,d,v,n,)i_, ., est une base de Z'(G, P, 6, v)").

Démonstration. L’existence du prolongement méromorphe résulte de
I'equation fonctionnelle établie lors de la démonstration du Théoréme 2.

Pour (ii), on utilise la liberté dont on dispose pour le choix de u
dans le Théoréme 2, et on procéde comme dans [BrD, preuve du
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Théoréme A.3.3]. De la méromorphie de I'application v j(P, é, v} sur af,
et du fait que, lorsqu’elle est définie, on a pour tout e ¥ (8), j(P, d, v, n)€
Z'(G, P,5,v)", on peut appliquer la Proposition3 pour voir que
evs j(P, 6, v, n) est définie lorsque j( P, 8, v) Pest et que, de plus, 'applica-
tion vi—eve (P, 8, v, n) est méromorphe de af dans 77(d). La relation
ev~ j(P, 6, v, n)=n, établie lorsque v appartient a €, s’¢tend par prolonge-
ment holomorphe a tout le domaine de définition, ce qui prouve (iii).
(iv) résulte de (ii1) et du Théoréme 1. |

5. EFFET DES INTEGRALES D’ENTRELACEMENT SUR LES FAMILIES j( P, 8, v)

5.1. Définition des matrices B

Le résultat suivant est I'analogue de la Proposition 6.1 de [B3].

ProposITION 4. Soit P, P, deux sous-groupes paraboliques c0-stables
de a-décompositions de Langlands P,= MAN,, i=1,2. Il existe une unique
application méromorphe B(P,, P,,d,v) de a¥f dans ¥°(0) telle que on ait
Pidentité de fonctions méromorphes sur a¥:

‘A(Pl’ PZ’ 53 V)Oj(Pla 59 \")=j(P2, 5’ V)CB(PZ’ Pla 6, \').

Démonstration. Compte tenu du Lemme 7, de la Proposition 3 et des
Théorémes 1 et 3, la démonstration de ce résultat est identique a celle de
la Proposition 6.1 de [B3].

5.2. Réduction au cas de sous-groupes paraboliques o6-stables o-adjacents.

On va maintenant s’attacher a prouver que le calcul des matrices B est
un probléme qui peut se¢ réduire au cas particulier des paraboliques
of-stables de “g-rang” un.

Rappelons quelques faits sur les sous-groupes paraboliques o0-stables
de G. Daprés [B3], tout sous-groupe parabolique ¢0-stable de G est
conjugué par un élément de Ny (ay)(Kn H) a un parabolique du type de
ceux construits au §1.3.

Soit P= MAN la o-décomposition de Langlands (voir [B3, §27) d’un tel
parabolique. Bien que A(g, a) ne soit pas nécessairement un systéme de
racines, on peut néammoins définir de fagon évidente la notion de racine
simple (relativement a A(n, a)) et celle de racine réduite. On voit facilement
que A(n, a) posséde exactement dim a— dim(cnpng) racines simples,
¢ désignant le centre de g. Dans le cas des sous-groupes paraboliques écrits
au §1.3, ces racines simples sont les restrictions a a des éléments de 2\ 0.
En outre, une racine simple est réduite.
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Si aed(n,a), on notera n* =P, .. g ou g'* est le sous-espace
radiciel de g correspondant au poids fx de a. On dira que deux
sous-groupes paraboliques P et P’, associés et of-stables de G de
o-décompositions de Langlands P= MAN et P'= MAN' sont o-adjacents
g’ils sont distincts et si n N 0'(n')=n* ou a € A(n, a) est réduite. Il est facile
de vérifier que, dans ce cas, a est 4{n, a)-simple.

Une chaine g-minimale de sous-groupes paraboliques a@-stables de P a
P’ est une suite Py, ..., P, de sous-groupes paraboliques ¢6-stables associés,
telle que Py=P, P,=P, et (P, P,,,) soient g-adjacents pour
i=0,.,r—1, et de longueur minimale parmi les chaines vérifiant ces
conditions. Il existe des chaines o-minimales de P & P'. La démonstra-
tion est analogue a celle du cas 6 =0 (voir [Kn, p.538]). Du résultat
correspondant pour les opérateurs d’entrelacement qui résulte de
[KSt, Corollaire 7.7], on déduit:

PROPOSITION 5. Si P et P’ sont deux sous-groupes paraboliques o0-
stables de G de a-décomposition de Langlands P= MAN et P'=MAN’, et
Py, .., P, une chaine a-minimale de sous-groupes paraboliques c0-stabies de
G reliant P a P, on a lidentité de fonctions méromorphes sur a%:

B(P,P,5,v)=B(P,,P,_,,8 v)c - oB(P,, Py, 6, v).

5.3. Restriction a des sous-groupes paraboliques ¢0-stables de o-rang un

La Proposition précédente permet de ramener I'é¢tude des matrices B a
celles d'entre elles qui sont associées a des couples de sous-groupes
paraboliques o-adjacents. Nous allons maintenant étudier ce cas plus en
détail.

Soit « une racine A4(n, a)-simple. On définit #t* := 6(n*) et on note N> le
sous-groupe analytique de N :=60(N) d’algébre de Lie #* Soit G, (x) le
centralisateur de Ker « dans G. On notera W(x) I'image dans W du nor-
malisateur dans K G,(x) de a,, image qui contient évidemment W*. Si
#,, est un ensemble de représentants de W, \W/W™, on notera #},(a) le
sous-ensemble de #,, formé des représentants de I'image de W(x) dans
W, \NW/W™M.

LEMME 16. Soit P= MAN comme ci-dessus et o une racine simple de
A(n, a). Lensemble PN* est contenu dans I'adhérence de: ) HwP.

we Hag(a)

Démonstration. On se rameéne facilement au cas ou #,,(x)< W(a).
Alors la démonstration est identique a celle de [B3, Lemme 7.3], en
utilisant les Lemmes 2(i) et 3(i). Noter que I'hypothése de simplicité de a
est utilisée pour sassurer que (p@ii*) est une sous-algebre parabolique

deg 1§
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Si we W est fixé, le représentation wo est un élément du dual unitaire
de wMw ' On considére le sous-groupe parabolique of-stable wPw .
On remarque que (#,)w ' est un systétme de représentants de
Wi WiW, a1 On note 7 (wd) =@, _y,, ¥ (wd,v). Il est clair que,
pour tout élément v de #,,: 7 (5, v) =7 (wo, vw ') (cf. (2.4.1)).

On notera R{w, ) l'isomorphisme d’espaces vectoriels de ¥7(d) sur
¥ (wd) qui envoie chaque ¥ (d, v) sur ¥ (wd, vw '), ol il se réduit, moyen-
nant l'identification précédente, a 'identité de ¥7(3d, v).

On note R'(iw) la transposée de la translation a droite par w ' dans
2(G, V ;). On vérifie sans difficulté que R'(w) définit un isomorphisme de
G-modules entre #'(G, P, 3, v) et Z(G, wPw ', wd, wv), cest a dire, avec
les notations du §2.3, entrelace (z? ) et (n%2™ ). La preuve du Lemme

suivant est alors immédiate (voir [B3, Lemme 6.107).
LEMME 17. (i) On a I’égalité de fonctions méromorphes sur a¥:
R'(w):j(P, 3, v)=j(wPw ', wd, wv) R(w, ).

(i)  Si P’ est un sous-groupe parabolique af-stable de a-décomposition
de Langlands P'= MAN', on a I'égalité de fonctions méromorphes sur a¥:

ROw,8)  B(P, P, 5, v)=BwPw ', wPw ', wd, wv) R(w,d).
Si we #,, et ve W, on notera wv le représentant dans ¥, de W, wo ' V.

LEMME 18. Soit P un sous-groupe parabolique a-adjacent a P et o lu
racine simple de A{n, a) telle que n*=nnO(n'). Pour tour weW,,,
Popérateur B(P', P, 6, v) laisse stable le sous-espace 3, ¥ (3, wr) de
1°(0).

Démonstration.  On remarque que:

—

Yu, ve Wix), (wu)ve {ws|se W(x)}.

Il en résulte qu’il suffit de prouver que, pour tout we #,,, B(P’, P, d,v)
envoie ¥ (d,w) dans ¥ ., ¥ (3, wu). Grice au Lemme 17, on réduit
aisément la démonstration de ce point au cas w=1 (quitte a remplacer P
par wPw™' et & par wd). On conserve donc les mémes notations en
supposant w=1. Alors, de (2.3.13) et du Lemme 16, on déduit que
pour ne ¥'(d,1) le support de A(P, P, 48, v)j(P,d,v,n) est contenu
dans P'adhérence de | HuP =),y HiP. L'assertion désirée en
résulte. ||

ue #Ha(x)

Avec les notations du Lemme précédent, on définit:

¥ (8):= Y ¥(3,7),

re Wix)
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et on note B, (P, P, 4, v) la restriction a ¥,(d) de B(P', P, d, v). D’apres le
Lemme 18, B, (P’, P, J, v) est un endomorphisme de ¥,(4).

Puisque Ker o est central dans g,(«) :=Lie G,(x), et contenu dans s,
G(a):=(G,(2) n K)exp(g,(a)nsn (Kera)*) est un sous-groupe réductif
dans la classe de Harish Chandra qui vérifie la condition (1.2.2), car il en
est ainsi de G,(2) qui est isomorphe a G(«) x (Ker «). De plus, G(«) est
stable par ¢ et H(a) :=Hn G(x} est un sous-groupe ouvert de G(a)".
L’algébre de Lie g(x) de G(a) vérifie:

gla)=m@a(x)® ), ¢~
re R*
avec a(a) ;= an (Ker a)*.

Soit P(x) le sous-groupe parabolique de G(a) d’algébre de Lie
pla) :=m@a(a) @ n* Cest un sous-groupe parabolique ¢0-stable de G(x)
de o-décomposition de Langlands P(x)= MA(x) N*. On fixe un ensemble
# "\ (a) de représentants de W, \W(x)/W™ dans W(x), ou W,,,, est
I'analogue du groupe W, pour G(«). Comme on considere que W(a) est un
sous-groupe de W, on identific W, au sous-groupe W, n W(a). I est
facile de vérifier que #7), (o) est en bijection avec #),(x). On notera:
¥2(0) =X wew ) 770, w). _

On définit alors, pour vea¥(a), un endomorphisme B(P(x), P(x), J, v)
de ¥(5) (relativement au groupe G(a)) ou P{ua):=0(P(x)) est le sous-
groupe parabolique de G(x) opposé a P(xa).

PROPOSITION 6. On suppose que Wy (a)=W "\, (x). Pour tout élément
veag tel que v, :=v, ., ne soit pas un pole de B(P(x), Pla), 3, v,), on a:
B,(P', P, 3,v)=B(P(a), P(2), 3, v,).

Démonstration. La démonstration est identique a celle de [B3
Lemme 7.4]. On remplace seulement l'utilisation du Corollaire 4.14 de
[B3] par les Lemmes 6 et 7 et la Proposition 3 du présent article. |i

Remarque 6. On peut toujours modifier le choix de ¥, pour que:
Wi (2)=#",(a). L'effet sur les matrice B de ce changement est simple; on
obtient une conjugaison par un isomorphisme (voir [ B3, Lemme 6.47]).

LEMME 19. Soient P et P' comme ci-dessus. La fonction B(P', P, 6, v) est
une fonction méromorphe de la variable complexe {v, o).

Démonstration. Elle est similaire a celle de [B3, Lemme 9.4]. |}

PROPOSITION 7. La variété polaire de la fonction méromorphe vi—
J(P, 8, v) sur af est une union localement finie d’hyperplans de la forme
{v,a)=rz,,z,eC, aed(n, a).

Démonstration. Elle est similaire a celle de [B3, Lemme 9.5]. |}
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APPENDICE A

A.l. Quelques propriétes de Z(X, Y)

Soit X une variété de classe C™, dénombrable a l'infini, et V" un espace
de Fréchet. Pour me N U {oc }, on note 2"(X, V) 'espace des fonctions de
classe C™ sur X, a support compact et & valeurs dans V, et on choisira
d’écrire Z(X, V') plutdt que (X, V). On munit cet espace de sa topologie
naturelle. Si @ est un compact de X, on note Z”(X, V) le sous-espace de
9™(X, V) formé des fonctions a support dans w, que 'on munit de la
topologie induite par celle de C™(X, V). L'espace V' étant un Fréchet,
il en est de méme de %”(X, V). Fixons une suite croissante (w,),. de
compacts de X dont les intérieurs recouvrent X. On a alors:

LEMME A.l. (i) L'espace vectoriel topologique 2"(X, V) est la limite
inductive stricte de la suite d’espaces de Fréchet (27, (X, V), cn-

(i1) L’espace 2"(X, V') est tonnelé et, muni de la topologie forte, son
dual topologique %" (X, V') est quasi-complet.

(i)  Une partie de 2" (X, V') est bornée si et seulement si il existe un
compact @ de X tel que cette partie soit contenue dans Z7(X, V') et bornée
dans cet espace.

(iv) Si A (resp. B) est une partie bornée de C*(X) (resp. 2" (X, V))
AB:={fo|f€ A, pe B} est bornée dans Z"(X, V).

(v) Si A est une partie bornée de C*(X) et C une partie équicontinue
du dual 2'""(X, V) de 9™X, V), AC={ft|feAd, 1eC} est une partie
équicontinue de 2'"( X, V).

(vi) Si z> f. est une application continue (resp. holomorphe) d’un
ouvert Q d’un espace vectoriel réel (resp. complexe) E de dimension finie
dans C™(X) et t un élément de %' (X, V'), lapplication z— f.1 est continue
(resp. holomorphe) de 2 dans 2'"'(X, V).

(vil) Si zv f. (resp. z+>1.) est une application holomorphe d’un
ouvert Q d’un espace vectoriel de dimension finie E, a valeurs dans C*(X)
(resp. 2°(X, V') muni de la topologie forte), lapplication 2+ f.1. de 2 dans
Z'(X, V) est holomorphe.

(vili) A tout couple (t,v) formé d’un élément 1€ Z'(X, VY et d’un
élement ve V, on associe I'élément t,€ 2'(X) défini par la relation:

VoeZ(X), <(1,¢>={1,0Qv).

On a alors, pour tout opérateur différentiel D sur X: D(t,) = (D1),. De plus,
site@"(X, V), onat,e@"™X, V) pour tout ve 'V,
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(ix) Si U est l'image d’une carte de la variété X contenant le point x,,
et m un entier naturel non nul, il existe une suite finie s+ (¢, D,),
s=1,.,1t ou @,e 2™(U) et D, est un opérateur differentiel sur U, telle
que:

> D=6,

s=1

dans &'(U), ou 6 est la mesure de Dirac en x, (on a utilisé ici une mesure
de Lebesgue pour identifier les fonctions sur U a des distributions).

Démonstration. (i) résulte des définitions et du fait que tout compact de
X est contenu dans I'un des ,,.

Pour (ii), comme toute limite inductive stricte d’une suite d’espaces
tonnelés est tonnelée [Boul, Ch.3, §1, n° 2, Cor.2 de la Prop.2], et
qu'un espace de Fréchet est tonnelé [Boul, Ch.3, §1, n° 1, Cor. de la
Prop. 1], l'espace 27(X, V') est tonnelé. Son dual fort 2™(X, V) est
alors quasi-complet [Boul, Ch.4, §3, n°3, Prop.3], ce qui achéve de
prouver (i},

(i) résulte alors de (i) et de [Boul, Ch. 3, §2, n° 4, Prop. 6].

L’assertion (iv) résulte alors immédiatement de (ii1) et de la formule de
Leibniz pour la dérivation d’'un produit.

Prouvons (v). Comme 2™(X, V) est tonnelé d’aprés (i), il suffit de
vérifier (voir [Boul, Ch. 3, §3, n° 6, Th. 3]) que AC est simplement borné.
Or, si e 2™(X, V), on a:

{({t9>l1edCi= ({1, fp>|1eC, fe 4}

Mais, d’aprés (iv), {f@|fe A} est borné dans 2™(X, V). L’équicontinuité
de C implique alors que {{z, fo)|teC, fe A} est borné dans C, cest &
dire que AC est simplement borné dans le dual de 2”(X, V). L’assertion
(v) en résulte.

Prouvons (vi). Supposons z+> f. continue de £ dans C*(X), et
considérons une suite (z,),., d’éléments de 2 convergeant vers un point
z de Q. Montrons que la suite (f} 1), . converges vers .t dans 2'(X, V).
Soit B un borné de 2™(X, V') et @ un compact de X tel que B soit contenu
dans Z7(X, V) et borné dans cet espace. La continuit¢ de 7 sur
@7,(X, V) se traduit par I'existence d’une suite finie D, .., D, d'opérateurs
differentiels d'ordre borné sur X, et de seminormes p,, .., p, continues
sur V, tels que:

VoeZi(X, V), {1, 03| <} Sup pA(D;p)(x)).

i=1 XEw
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Il existe donc deux familles finies D}, D/, j=1, .., r dopérateurs différen-
tiels sur X telles que:

I<t, ool < 2 Sup |D]f(x)| Sup p;(D; ¢(x)).

Ilgigg lgjgr YEM NeEw

On en déduit que si f tend vers 0 dans C*(X), {1, foo > tend vers O unifor-
mément lorsque ¢ reste dans une partie bornée de 27(X, V'), ce qui prouve
la premic¢re partie de (vi). Pour la seconde, il faut voir que si z+ f_ est
holomorphe, il en va de méme de z+ f.17. D’aprés [Boul, §3.3.17, il suffit
de voir que, pour tout /# dans £ et ¢ dans £, l'application 1+ f, .7,
définie sur un voisinage ouvert de 0 dans C est holomorphe. On a donc
ramene le probléme au cas ou Q est un ouvert de C. On va vérifier dans
ce cas que lapplication z+ f_1 est holomorphe car C-dérivable, [Boul,
§3.3.1]. Notons z+> (d/dz) f. la dérivée de la fonction holomorphe z+ f..
Alors, 'application F de £ dans C” (X) définie par F.= (/. — f. )z —zo) '
Si z#2zg, €t F.=(d/dz) f.|._., sl 2=z, est continue de  dans C™(X).
Mais, d’aprés la premiére partie, z+— F_T est continue, ce qui implique la
C-dérivabilité de z+— f.1.

Prouvons (vii). Introduisons l'application F:(z,z')+— f.17. de 2x
dans 2'"(X, V). On va démontrer qu’elle est holomorphe. Pour z fixé dans
2, T'application z'+ f.7.. est composée d’une application holomorphe et
d’un opérateur linéaire 1+ f.7 continu sur '”(X, V), donc holomorphe.
De méme, pour z' fixé dans Q, I'application z+— f.7.. est holomorphe,
d'aprés ce qui précede. Pour toute forme linéaire continue u sur #'"(X, V'),
lapplication (z, ') + <u, f.1..> est séparément holomorphe, donc
holomorphe sur le produit Q x Q. L’espace #'”'(X, V') étant quasi-complet,
I'application faiblement holomorphe F est holomorphe. On en déduit (vii)
par restriction de F a la diagonale de £ x Q.

L’assertion (viii) est évidente.

Pour (ix), on utilise le résultat classique sur R" qui, pour tout entier
naturel m et tout voisinage ouvert V' de y,e R", assure I'existence d’une
suite finie s+ (D,, @,), s=1, .., 1, ou D, est un opérateur differentiel sur
et ¢, une fonction de ¥”(V) telle que:

Y Do,=4d,

s=1
dans Z'(R"). |

Remargue A.1. On a adopté la définition suivante des opérateurs
différentiels. Etant donné une variété X, on dira qu'un endomorphisme D
de C*(X) est un opérateur différentiel sur X si, pour toute carte U de X,
la restriction de D a CZ(U) laisse stable C(U) ou elle définit un
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opérateur appartenant & I'algébre d’opérateurs engendrée par les champs de
vecteurs et les multiplications par les fonctions de C*(U). Ce point de vue
n'est peut &tre pas trés standard, mais il suffira & nos besoins.

A.2. Rappels sur la thése de Bruhat

Soit I un groupe de Lie agissant & gauche de maniére lisse sur une
variété X de classe C*. On note (g, x)el'x X+ g-x€ X cette action,
et on suppose que X est réunion d’une famille finie de /-orbites. Pour
des détails plus complets concernant ce qui suit, on pourra consulter la
thése [Bru] de Bruhat ou [War, §§5.2.3 et 5.2.4]. On définit par récurrence
une suite i— F; de parties /-stables de X par F,= X et, pour tout i entier,
F,,, est le complémentaire dans F, de la réunion des [-orbites ouvertes
dans F,.

Les F,, i=0, 1, .. forment une suite décroissante de sous-variétés fermeées
et /-invariantes de X telle que F; = pour i assez grand. Etant donné une
I-orbite Q dans X, il existe alors un unique entier x(Q) tel que Q soit un
ouvert de F,,,. Dans ce cas

Q=00 (X\Fyg) (1)

est ouvert dans X et Q est fermé dans 2.
Etant donné un espace de Fréchet V' et un sous-espace 7 de 2'(X, V),
on associe a toute /-orbite Q de X l'espace:

F(el= {TJQQ‘ TeJ, Supp T9F11Q>}" (2)

On sait alors [War, Lemme 5.2.2.47 que:
dim 7 <) dim 7([Q]). (3)
¢

On suppose que I agit sur V' par une représentation lisse #. On fait agir
Isur &'(X, V) par la contragrédiente g — L, de la représentation régulicre
gauche de " dans C*(X, V). Soit

Z'(X,n)={TeZ"(X,V)|Vgel',L,T=n'(g ") T}
ou n” est la représentation contragrédiente de 7.
On fixe un entier naturel & et on note Z (X, V) le sous-espace de
(X, V) formé des éléments d’ordre inférieur ou égal a A, et (X, n)=
&

7 (X, V@' (X, n). Si on note

T ={Te2(X,n)|Supp TS F,}

580:122-1-18
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la condition (2) implique:

N

dim

< Y dim7([Q)).

Qerx

Toute I-orbite ouverte Q étant contenue dans 2, = X\F,, on a donc:

dim 7 < y dim 7([Q]). (4)

Qel X, ¢ non ouverte
Mais
TLQNE{TeZ(2,, V)|vVgel, L,T=n'(g ") TetSuppT=Q}. (5)

La dimension du second membre de (4) est estimée par la théorie de
Bruhat. Plus précisément, si Q est une [l-orbite de X et x,eQ, le
stabilisateur 7", de x, agit sur I'espace tangent T, (X) (resp T, (Q)) en x,
a X (resp Q) et cette action passe au quotient a 7, (X)/T, (Q). Pour tout
entier naturel »#, on note S;° la puissance symétrique de cette représentation
agissant sur E;°=S"(T (X)/T (Q)). Si 6, (resp or,) désigne la fonction
modulaire du groupe /” (resp I ), on définit le caractére

Pry = 51“0 X (5;1)“\0
et la représentation

Txo . 1 Qo
n pl“() Sn

du groupe I, dans I'espace E°.

Enfin i(V, Q,n) désigne la dimension de l'espace des opérateurs
d’entrelacement continus entre les représentation et S,

Tout €lément T de Z,(2,, V') tel que Supp T< Q et vérifiant:

vger, L,T=n(g )T

a un ordre transverse sur Q inférieur ou égal a k (cf. [Schw, preuve du
Th. 36, Ch. 37). 1l résulte alors de (3) et de [War, §5.2.3] que:

dim 7([Q1)< Y, iV, Q, n).

n<k

On a donc, en tenant compte de (2):

dim 7 < Y S iV, Q,n). (6)

Qel™ X, Qnonouverte n<k
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A.3. Un résultat de Bruhat relatif au cas unitaire

La théorie de Bruhat pour le cas unitaire fournit un résultat plus précis
[War, Th. 5.3.2.15] que nous énoncerons sous la forme suivante.

THEOREME A.l.  Soit (&, V) une représentation unitaire irréductible d'un
sous-groupe fermé H de G. On suppose que G est réunion d’une famille au
plus dénombrable de (H, H) double-classes. Pour xe G et ne N on note H*
le groupe H (x ™ "Hx) et y*: H > R* le caractére de H* défini par:

12

Ve HY, x(z)=|det Ad zy , ag v made sl

ou by :=Lie H. On considére la représentation S| de H* dans le complexifié
E; de g/(b+ Ad x~'(h)) obtenue par passage au quotient de la représenta-
tion adjointe de H* dans g, et (S, EY) le produit tensoriel symétrique
d’ordre n de la représemation (S7, EY). Soit I(& x,n) la dimension de
lespace des H*-morphismes continus T:V* ® V* -+EY ou H* agit
sur EX par zv 8%(z) := y*(z) SX(2), et sur le produit tensoriel complété
V> @ V™ de Uespace V'™ des vecteur C™ de la représentation (&, V') avec
Pespace V™ des vecteurs C* de sa représentation conjuguée (£, V), par
2 (@ (X TEN2) =)@ Exzx )

On suppose quil existe un systéme de représentants W des (H, H) double-
classes dans G tel que pour tout ne N et x e W~ définissant une double-classe
HxH distincte de H, on ait:

I(&, x,n)=0.

Alors, la représentation unitairement induite de H a G par (&, V') est irréduc-
tible.

APPENDICE B

B.1. Enoncé d’un Théoréeme d’irréductibilité

Pour montrer comment les techniques deéveloppées au §3 permettent
d’appliquer la théorie de Bruhat au cas de paraboliques non minimaux, on
démontre ic1 un résultat d’irréductibilité contenant comme cas particulier
un résultat (Théoréme B.1(ii)) mentionné dans une lettre de Harish
Chandra a van Dijk.

On reprend les notations du §2.1 en supposant que o =68 de telle sorte
que P=MAN est la décomposition de Langlands d’un sous-groupe
parabolique quelconque de G. Soit L:=PnO(P)=MAetp=m+a+n=
I+n la décomposition correspondante des algebres de Lie. Comme
précédemment aca,, Sj<! avec a,, sous-espace de Cartan de s et j

ni
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sous-algebre de Cartan 0-stable de | donc de g. L’algébre i, :=j m tn est une
sous-algébre de Cartan de m et, a la décomposition en somme directe
I =1, +a, correspond une décomposition j* =ik + a* du dual. Enfin on
note i,, , :=(i,,ns)+ (if,, ), et A’ la partie imaginaire sur iy :={,, 5 +a
d’une forme C-linéaire sur j.. Tout élément de W admet un représentant
dans N (j). Nous supposerons désormais que les représentants des
éléments de W sont choisis dans N (j). Plus précisément, nous fixerons
une famille % de représentants des éléments du complémentaire de W,,
dans W.

THROREME B.1.  Soit v un caractére unitaire de A (identifié a sa différen-
tielle) et (3, V5) une représentation unitaire irréductible du groupe M dont le
caractére infinitésimal est défini, via I’homomorphisme de Harish Chandra,
par une forme linéaire A sur le complexifié de j,,,.

La représentation unitairement induite de P a G par la représentation
unitaire de P, é.: man+—>a'd(m) (me M, ae A, ne N), est irréductible dans
les deux cas suivants:

(i) La forme v':= —iv appartient au complémentaire dans a* d’une
Jamille finie de sous-espaces affines de a, distinctes de a et dont les directions
Ker(n—xn,,—n,) xe #, ne dépendent pas de A.

(it) La forme A est réelle sur i,, , et v est régulier par rapport aux
racines de A(n, }), Cest a dire que:

VYae A(n, }), (o, v)#£0.

B.2. Démonstration de Théoréeme

Pour démontrer le Théoréme B.1, on va appliquer le Théoréme A.1 au cas
(&, V)=1(0,, V). Soit W:=Ny(a,)/Zi(a,,) (resp. Wy, =Ny, (0,)/Zx (a,))
le groupe de Weyl associé & a,,. On sait (cf. [War, Prop. 1.2.1.10]) que
I'application x> PxP passe au quotient en une bijection de l'ensemble
W \W/W,, des (W,,, W,,)-double-classes de W sur I'ensemble P\ G/P des
(P, P)-double-classes de G. L’ensemble P\G/P est donc fini.

Fixons un élément xe N (a,,) et notons p:a,,— R la forme linéaire
X—31Trad X, . On peut, sans changer de (P, P)-double classe, choisir
X € Ng()), ce que nous ferons désormais. Comme au §2.1, 'algébre de Lie
p*:=pn(Adx '(p)) du groupe P*:=Pn(x 'Px) est somme de sous-
espaces de poids 4 de a,, dans g classés suivant le signe ou la nullité des
nombres (4, p) et (4, x 'p). On en déduit une décomposition

P =(InAdx ')+ Adx Do) +({nAdx ')+ (nnAd x~'(n)),

— ].\‘ + n,\"
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ou lalgébre 1":=InAd x~'([) est f-stable, donc réductive dans g et
wi=(InAdx ")+ (Adx '"(Dnn)+ (nnAd x~'(n)) est un ideéal
nilpotent de p* qui agit de maniére nilpotente dans g (démonstration
analogue a celle du Lemme 8(iii)). De méme si on définit:

v :=1nAd x~'(n),

l'algebre:

est une sous algebre parabolique de [
L’espace

InAdx () +nnAdx () +iinAdx '(D+itnAdx '(n)

étant un supplémentaire j-invariant de p N Ad x '(p) dans p + Ad x “!(p),
la différentielle y :=dy* de y* vérifie

VXel,  wX)=1Yna

oun,eZetaed(p,i)

Si ne N est tel que I(d,, x, n)#0, il existe un P*-morphisme non nul de
V> ® V7 dans EX munis des représentations 6, ® x ' 3, et S respective-
ment (cf. Th. A.1 pour les notations). Il existe donc un sous-quotient
P*irréductible F* de E¥ et un P*-morphisme non nul de VI ® V7
dans F. La donnée d’un tel morphisme équivaut a la donnée d’une forme
trilinéaire séparément continue et P*-invariante sur V¥ x ¥V x (F¥) pour
les actions évidentes, et donc d'un P -morphisme continu non nul
T:Vi—>(V;)®F;. Eneffet, V' est un espace de Montel, donc réflexif,
et dans ce cas, toute application 4 valeurs dans (V7 ® (FX)) =~
(VY ®FZ, qui est continue pour la topologie faible de (¥ [) est, aprés
bitransposition, continue pour la topologie forte de (V) (c[. [Boul,
Ch. 4, §4, No. 2, Prop. 61).

Comme la représentation (x '8, ;) est déja la contragrédiente de la
représentation unitaire (x'8,, V,), l'espace ¥V ;™ :=(VF) des vecteurs
distributions de cette représentation contient P'espace initial V; comme
sous-espace. Le sous-espace (V;),, des vecteurs K, -finis de ¥V, est
contenu dans V' et dense dans celui-ci. La restriction a (V;)x,, de T est
donc non nulle.

L’action sur E7 de I'idéal nilpotent n* de p* est nilpotente, car obtenue
par restriction, passage au quotient ou tensorisation & partir de 'action
adjointe de n* dans g. L’algébre n* agit donc de maniére triviale sur F}.
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L'action de tout Xen* sur ¥V, * ® F} est donc définie par l'opérateur
X '(5_‘, “(X)® 1. On aura donc, pour tout ve (V;),, et tout X eit™:

T, (X)v)=(x""'6, “(X)®1) T(v),
=0 (Ad x(X)® 1) T(v),
=0,

car Ad x(X)en qui agit trivialement sur V; .

Si K¥:=L"nK, l'opérateur T passe donc au quotient en un (1%, K*)-
morphisme non nul 7" de Vi=(Vshk,) /(0 ()Vs)k,,) dans Vi*®F:.
Or V est (I¥, K*)-module de Harish Chandra (cf. [HS, Prop. 2.24]} qui est
somme finie de modules possédant un caractére infinitésimal généralisé.
Plus précisément, ces caractéres infinitésimaux sont définis, via ’lhomomor-
phisme de Harish Chandra, par les formes linéaires z{(A +v)+ p~ (ze W)
ou p¥(X)=1trad X5 pour Xei (cf. [HS, Cor. 3.32]). L'existence du
morphisme non nul T implique donc qu’il existe un poids commun aux
deux représentations de 'algébre Ad x ~'(a), qui est centrale dans [*, dans
(Vs)ik,, et Vs = ® F respectivement. Compte tenu de la remarque faite
sur les poids de | sous la représentation S7, il existe donc un ¢élément = de
W,, et une forme linéaire u' dans le Z-module engendré par 1 4(g, i), tels
que:

A+ agx 1) = (x~'v + 1) Adx a)
Par extraction de la partie imaginaire sur j,, on en déduit que:
(xz(A"+ ") =V,
soit encore, puisque z € W, stabilise v:
(V) g = Via= —(x24") ,.

Montrons que si x ¢ Z,(a), 'endomorphisme n— (xn —n) , de a* est non
identiquement nul. Dans le cas contraire, on aurait

V']EO*, (xr’)|u='7’
et, pour des raisons de longueur:

Vnea*, xn=n.
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Cela signifie que x e Z(a), ce qui contredit notre hypothése. Par suite, les
solutions n de I'équation:

(X1) g — 1o = —(x247),,,

forment une sous-variété affine H, . de a* distincte de a*. On peut remar-
quer en outre que cette variété ne dépend que des classes de x et z dans W
et W,, respectivement. Si v/ n’appartient a aucune variété H, ., ze W,,, on
a I(d,, x,n)=0. D’on, par application du Théoréme A.1, 'assertion (i) du
Théoréme B.2.

Pour démontrer (ii), remarquons que, sous les hypothéses faites dans ce
cas, H, .= {nea*|xn=n}. La condition nécessaire pour la réductibilité
trouvée précédemment implique donc que v’ appartient a4 H, . et donc que
x stabilise v’. 11 appartient donc au sous-groupe de W engendré par les
réflexions associées 4 des racines o€ A(g, i) telles que («, v)=0. Comme
v=iv’ est régulier par rapport aux racines de 4(n,i), cela signifie que
xe W,,. Une contradiction qui achéve de prouver (ii). J

APPENDICE C

C.1. Rappel d’un résultat de J. Bernstein

Soit G un groupe de Lie ¢t H un sous-groupe fermé de G tels que
X :=G/H admette une mesure G-invariante dx. On fait agir unitairement G
par translation & gauche sur l'espace L?(X, dx) des fonctions de carré
sommable sur X.

Selon Bernstein (cf. [Be, §3.1]), un poids continu sur X" est une fonction
continue w sur X, strictement positive sur X et telle que, pour tout
voisinage symétrique relativement compact B de I'élément neutre de G, il
existe une constante C= C(B, w) telle que, pour tout g dans B et tout x
dans X, w(gx) < Cw(x).

Un sous-ensemble N de X est appelé maillage (“net” dans [Be, §3.27) s'il
existe un voisinage symétrique relativement compact B de I'¢lément neutre
de G tel que BN =X.

On dit que le poids continu w est sommable si, pour un maillage dénom-
brable N de X, il satisfait 3., _, (w(n)) '< + o0

Soit (7, V) une représentation unitaire de G et T un vecteur distribution
de (=, V), 1.e., une forme linéaire continue sur I'espace V™ des vecteurs C~
de (n, V). Si t est H-invariant, on lui associe un entrelacement continu de
G-modules f: V> — C*(X) par:

Voe V™, VgeG, (Bv))(gH)=<t,n(g o).

Remarquons que la donnée d’un tel f équivaut & celle de t puisque

(1,05 =(p(v))(eH).
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On dit que t (resp. B) est un vectuer distribution (resp. une forme)
w-tempérée (S, -temperée dans [ Be, §3.5]) si et seulement si (cf. [Be, §3.1])
BV=)yS LAX, w " dx).

Supposons en outre G de type I, et écrivons

5 @
LX) ~ f@ H, du(m),

ou H,_ est un multiple de (=, V). Le résultat principal de [Be] (cf. §3.2)
permet alors d’affirmer que:

Pour u-presque tout n€ G, (n, V) admet un vecteur distribution (resp. une
forme) H-invariant(e) w-tempéré(e) non nul(le).

C.2. Application aux espaces symétrigues

On reprend, pour G et H, les hypothéses du corps de Particle (sans
toutefois exiger la condition (1.2.2)). Notons o la fonction classiquement
notée a, et définie sur G par a(k exp(Y))=| Y|, si k€ Ket Y es. On définit
une fonction ¢, sur X par ¢ (gH)=0,(go(g~")). Il est alors ais¢ de voir,
grice aux propriétés de o (cf. [GV, Prop. 4.6.11(iv)]) que w:=(1 4+ g ) est
un poids continu sur X.

Soit Z un sous-groupe fermé discret cocompact de a,, ic., un réseau au
sens ordinaire de a, De la décomposition G=KAyzH, on déduit
immédiatement que {gH|geexp(Z)} est un maillage dans X. Il est alors
facile de voir que (1 +0,) est un poids sommable sur X dés que
d> dim a,. Posons w,=(1+ay)"

Etant donné une représentation unitaire (n, V') de G, on dira donc qu’un
vecteur distribution H-invariant t est H-tempéré, si la forme associée f8
vérifie B(V ™)< L} (X, w, ' dx) pour un réel d>0 (cf. [Be, §3.5]).

Dans [De, §4.27, le deuxiéme auteur propose une autre définition (moins
invariante, du moins a premiére vue) de vecteur distribution H-tempéreé.
Nous alons la rappeler afin de la comparer avec celle du paragraphe préce-
dent. On note 4,,(g, a,) 'ensemble des racines de a, dans la sous-algébre
de Lie g°" formée des éléments of-invariants de g. On se fixe une fois pour
toutes un ensemble, noté en abrégé 4/, de 4,4(g, ap). On note # la famille
des ensembles de racines positive de 4,,(g, a,) contenant 4,. Si 2 est un
¢lement de #, on note:

ay (P)={Yea,|Vae? a(Y)<0},

$+(M)={ﬂyea’;|3n,-e N, Ja, € 2, A=Zn,a,},

p,=% 2 (dimg”)a

x e P
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Soit I un idéal de codimension finie de Z(g), Alors, il existe un sous-
ensemble fini X(/) de (o)), possédant la propriété suivante:

Pour toute fonction C* et K-finie F sur X, annulée par 7, il existe des
fonctions (k, Y)— P, L(k, Y, F), ou 4 décrit X(I)+ & 7 (#), vérifiant:

Vk e K, VYea, (2),

Flkexp(Y))= Y P, (k. Y, F)et+rah),

ie X{IY+ 21 (:#)

Considérons alors une représentation unitaire irréductible (7, V') de G et un
vecteur distribution H-invariant 7. Si V g, est le sous-espace des vecteurs
K-finis, il est évident que B(V4,) est annulé par le noyau / du caractére
infinitésimal de n. On dit que t est faiblement H-tempéré si, pour tout
PeF, tout ve Vg, tout Ae X(I)+ L (#), ona P, ,(k Y, f(v))=0sil
existe Yeay (#) verifiant Re(i(Y))>0.

Prorosition C.1.  Si 1 est H-tempéré, il est faiblement H-témpéré.

On utilise a cette fin un Corollaire d’une Proposition de [CMi,
Prop. A.2.1(iii)].

Lemme C.1. Soit @, ,, seC, mel<SZ", une famille finie de fonctions
C* sur [0, 1{ telies que D, (0)#0. Posons, pour xe 10, I1[, ®(x)=
Dom Py o(x) xtlog™(x). Soit ne]O,1[. S’ existe qg>0 tel que
(1 +log x|) "9 ®e L]0, n], dx/x), on a Re s =0 pour tout s.

Démonstration. Si ¢>0, on a x‘@elLl’(]0,n], dx/x), car x°<
C(1 +|log x})~¢ sur 0, n[. Alors, grice a [CMi, Prop. A.1.2(iii)], on a
Re(s + &) > 0 pour tout s et tout £¢>0. D’ou le Lemme. |

Démonstration de la Proposition. 1.a démonstration est similaire a celle
du Théoréme 6.4 de [B1] (voir aussi [CMi, Th. 7.57) ou il est montré que
si 'on impose aux P, ,(k, Y, F) d%¢tre nuls si il existe un élément
Yea, (2) vérifiant Re(A(Y))=0, on a Fe L*(X, dx). On remplace seule-
ment I'utilisation de la Prop. A.1.2(iii) de [CMi] par le Lemme ci-dessus.

Le résultat de Bernstein joint a la Proposition C.1 et au Théoréme 2 de
[De] montrent alors:

ProrosiTiON C.2. Soit u la (classe de la) mesure de Plancherel de G/H.
Pour p-presque tout (m, V) dans G, V. est une sous-représentation d’une
représentation unitairement induite a partir d’un sous-groupe paraboligue
a0-stable de G. De plus, si P=MAN est la o-décomposition de Langlands de
ce sous-groupe parabolique, on peut choisir Pinduisante de la forme
man— a'6(m) ou veia* et & une série discréte de M/M n H.
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Remargue C.1. Le deuxiéme auteur s'excuse pour les incorrections qui
émaillent l'article [De], en particulier le Lemme 2. Celles ci ne remettent
pas en cause ’énoncé du Théoréme que nous utilisons ici. Il compte revenir
sur ces incorrections dans un prochain article.

[B1]
[B2]
[B3]
[B4]
[BD]
[Be]
[Boul]
[Bou2]

[BrD]

[Bru]
[cl
[CMi]
[De]
[Di]
[(GVv]
[HS]
[Ko]
(Kn]
[KSt]
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