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 Annals of Mathematics, 147 (1998), 417-452

 Formule de Plancherel pour les espaces
 symetriques reductifs

 Par PATRICK DELORME

 Introduction

 I1 nous semble utile de donner le plan d'ensemble de notre demonstration

 de la formule de Plancherel et de la situer par rapport a d'autres travaux.

 Nous avons d'abord, en collaboration avec J. L. Brylinski [BD] (grace aux

 D-modules) puis avec J. Carmona [CD1] (grace aux foncteurs de translation
 et a la these de Bruhat), etabli le prolongement meromorphe des integrales
 d'Eisenstein. Dans le cas des sous-groupes paraboliques UO-stables minimaux,

 ces resultats sont dus a G. Olafsson [01] et E. van den Ban [B1], [B2]. I1 faut

 aussi mentionner le travail de T. Oshima et J. Sekiguchi [OS] sur les espaces

 de type G/IK.
 L'etape suivante a ete la preuve de la temperance et de majorations, sur

 l'axe imaginaire pur, du prolongement meromorphe des integrales d'Eisenstein

 [D1] (cf. [B2] pour le cas des sous-groupes paraboliques a9-stables minimaux).
 Pour la temperance, l'utilisation de la theorie des series discretes de T. Oshima

 et T. Matsuki [OM], initiee par M. Flensted-Jensen et basee sur l'importante
 dualite introduite par celui-ci [FJ], joue un role determinant. I1 en va de meme

 d'un critere de temperance de T. Oshima [0] et de l'utilisation des foncteurs de
 translation dans diff6rentes situations (voir [V]). Les majorations sont deduites
 de la temperance en utilisant une technique d'E. van den Ban [B2], qui s'adapte
 facilement a notre situation.

 Dans [BCD], en collaboration avec E. van den Ban et J. Carmona, nous

 avons introduit la notion de fonction IIhol (pour rappeler une terminologie
 de Harish-Chandra), forme les paquets d'ondes dans l'espace de Schwartz et

 obtenu un critere pour qu'une fonction soit IIHh'. Les integrales d'Eisenstein,
 multipliees par un polynome convenable, sont des fonctions IIhl. Cette partie
 est tres proche d'une partie du travail [H-Cl] de Harish-Chandra pour le cas
 des groupes. Ce developpement a ete rendu possible par la theorie du terme

 constant de J. Carmona [C].
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 418  PATRICK DELORME

 Parvenu a ce point, otltre l'utilisation cruciale du travail [Be] de J. Bern-
 stein sur le support de la mesure de Plancherel (cf. [CD1], Appendice C et
 [CD2], paragraphe 9), c'est la troncature ou plus precisement l'evaluation
 asymptotique de produits scalaires tronques (cf. [D2, theoreme 1] et le present
 article, Proposition 1) qui est la clef de la fin de notre preuve de la formule de
 Plancherel.

 Ces evaluation asyrtlptotiques ont ete obtenues dans le cadre des fonctions
 IIhol et largement influencees par le travail d'Arthur [A]. Elles ont fourni les
 resultats essentiels suiarants:

 (1) D'abord, les relations de Maass-Selberg ([D2, theoreme 2]), qui im-
 pliquent l'holomorphie au voisinage de l' axe imaginaire pur des integrales
 d'Eisenstein normalisees. Cette holomorphie est prouvee dans le travail avec
 J. Carmona ([CD2, theoreme 2]) ou l'on definit du meme coup la transfor-
 mation de Fourier normalisee, S°, sur l'espace de Schwartz des fonctions r-
 spheriques ou K-finies. Dans ce meme travail, les fonctions C sont introduites
 ainsi qu'un candidat, I°, a etre l'inverse de la transformation de Fourier. Cela
 generalise, par des methodes diSerentes, certains resultats d'E. van den Ban
 [B1], [B2], ainsi que d'E. van-den Ban et H. Schlichtkrull [BS2] pour le cas des
 sous-groupes paraboliques a0-stables minimaux.

 (2) Ensuite, la determination de la transformee de Fourier normalisee
 des paquets d'ondes ([D2, theoreme 4]). I1 en resulte que I°n° est un pro-
 jecteur orthogonal, note ED dans cette introduction, qu'il sXagisse de fonctions
 r-spheriques ou K-finies. De plus F°I° est egal a l'identite (voir le Theoreme 6
 de l'article [CD2] avec J. Carmona). On rapprochera ces resultats de ceux d'
 E. van den Ban et H. Schlichtkrull [BS2], bien que la encore nos methodes
 soient tres differentes.

 (3) Enfin une formule pour le produit scalaire (i.e. l'integrale du produit)
 d'un paquet d'ondes avec une fonction temperee ID)(G/H)-finie r-spherique
 (Proposition 3 du present article). Ici 1ID(G/H) designe l'algebre des operateurs
 different iels sur G/ H invariant s par les t ranslat ions a g;auche par les elements
 de G.

 C'est ce dernier point qui permet d'achever la demonstration de la formule
 de Plancherel, c'est a dire de montrer que P est egal a l'identite. En efl5et
 avec J. Carmona dans [CD2, §9] nous avons etabli un critere pour que 1R soit
 l'identite. I1 repose sur le fait que toute fonction de carre integrable sur G/H se
 desintegre en fonctions lID(G/H)-finies temperees (cf. l'appendice C.2 de [CD1],
 qui est comme on l'a deja dit, une consequence du travail de J. Bernstein). Ce
 critere nous dit essentiellement que IP est l'identite si et seulement si toute
 fonction temperee B)(G/H)-finie r-spherique orthogonale a l'image de IP est
 nulle. Mais l'image de ED est engendree par des paquets d'ondes et la formule ci-
 dessus permet d'exprimer l'orthogonalite a l'image de 1P. On conclut facilement
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 419 FORMULE DE PLANCHEREL

 que P est egal a l'identite. C'est notre premiere version de la formule de

 Plancherel (Theoreme 1).

 Les resultats sont ensuites explicites pour les fonctions r-spheriques puis

 les fonctions K-finies: formule d'inversion de Fourier, image de l'espace de

 Schwartz correspondant (Theoremes 2 et 3). Grace a une etude des vecteurs

 distributions temperes, menee a bien grace au theoreme de continuite automa-

 tique de W. Casselman et N. Wallach (voir [Cassl] ou [W]), on montre que le

 prolongement de la transformation de Fourier a l'espace de Schwartz C(G/H)

 est un morphisme de G-modules. On ecrit aussi la formule d'inversion de

 Fourier pour les elements de C(G/H) (Theoreme 3).

 Nous refortnulons nos resultats en forlction des integrales d'Eisenstein et

 des vecteurs distributions non normalises. Des "facteurs de Plancherel", lies

 aux integrales d'entrelacement, apparaisent. Nous montrons, au j3.5, comment

 leur calcul se reduit a la determination d'une injection de chacune des series

 discretes dans une serie principale.

 Dans le cas des groupes, c'est a dire G-G1 x G1 et ff est la permutation

 des facteurs, c'est de cette maniere qu'est effectue le calcul des facteurs de

 Plancherel par A. Knapp et G. Zuckerman dans [KZ] a l'aide des noyaux de

 Szego [KW], ce calcul etant originellement du a Harish-Chandra [H-C2]. Par

 ailleurs rlos integrales d'Eisenstein se comparent a celles de Harish-Chandra

 grace aux integrales d'entrelacement. Specifie au cas des groupes, notre travail

 donne alors une autre demonstration de sa formule de Plancherel (mis a part

 le calcul des facteurs de Plancherel).

 Dans le cas de G¢ /G,r, la formule de Plancherel est due a Pascale

 Harinck [H2], Theoreme 7.4. En utilisarlt le travail de H. Schlichtkrull [S]

 sur les parametres de Langlands des series discretes et le comportement de

 celles-ci par les foncteurs de translation [V], on peut calculer les facteurs de

 Plancherel, car les series discretes sont des series principales (Proposition 5).

 Ainsi on obtient une formule tres similaire a celle de P. Harinck.

 Le present travail a ete elabore au cours de l'automne 1995. A la meme

 periode, E. van den Ban et H. Schlichtkrull ont etabli le theoreme de Paley-

 Wiener pour les espaces symetriques reductifs. Leur preuve, jointe a notre

 resultat avec J. Carmona sur l'holomorphie des integrales d'Eisenstein nor-

 malisees (cf. (1) ci-dessus) implique egalement la formule de Plancherel.

 - Enfin, en reponse a l'annonce de notre resultat, T. Oshima nous a informe

 qu'il disposait d'une preuve depuis 1984.

 Mentionnons qu'en 1989 nous avons beneficie de conferences de W. Cassel-

 man sur la troncature pour SL(2, DR)/ SL(2, Z) (cf. [Cass2]) et pour les espaces

 riemanniens symetriques. Bien que le point de vue d'Arthur ait finalement

 prevalu, ces conferences ont eu une influence importante sur notre travail.

 NQUS tenons aussi a remercier W. Casselman d'avoir porte a notre connais-

 sance, a la meme epoque, le travail de J. Bernstein sur le support de la mesure
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 420 PATRICK DELORME

 de Plancherel. C'est notre conviction que ce travail allait rendre la formule de

 Plancherel facile, ou du moins possible, a etablir qui a ete notre motivation

 initiale. Cette conviction se voit aujourd'hui confirmee.

 0. Notations. Choix des mesures

 Si E est un espace vectoriel, on note IdE l'application identique de E, E*

 son dual. S'il est reel E0 designe son complexifie et S(E) l'algebre symetrique

 de E0. Le symbole ' indiquera soit le dual topologique d'un espace vectoriel

 topologique soit l'application transposee d'une application lineaire continue.

 Si S est un groupe de Lie reel, So designe sa composante neutre, e ou es
 son element neutre, Z(S) son centre, s son algebre de Lie, 3(s) le centre de ,
 U(s) l'algebre enveloppante de s, Z(s) le centre de U(s), S son dual unitaire.

 Soient G uin groupe reductif dans la classe de Harish-Chandra, a- une

 involution de G, 0 une involution de Cartan de G commutant avec a, H un
 sous-groupe ouvert des points fixes de a, K le sous-groupe des points fixes

 de 0. Soit s (resp. q) le sous espace propre de la differentielle de 0 (resp. a)

 notee encore de meme, pour la valeur propre -1. Si P est un sous-groupe

 parabolique a0-stable de G, on note Lp ou L son sous-groupe de Levi stable
 par a et 0, i.e. Lp = P n 0(P), dite composante de Levi, Np son radical

 unipotent et P = MpApNp sa a-decomposition de Langlands. En particulier

 on note G = MGAG la a-decomposition de Langlands de G. Ici AG est le

 sous-groupe de la composante deployee de G forme des elements a de celle-ci

 tels que a(a) = a-'. On l'appelle composante a-deployee de G. Clairement,
 si P est un sous-groupe parabolique a0-stable de G, (Lp, vILp, OILp, H n Lp)
 verifie les memes hypotheses que (G, fJ 0, H), et de meme en remplacant Lp

 par Mp. Toutes les notations introduites pour (G, o, 0, H) sont etendues aux
 quadruplets verifiant les memes hypotheses.

 On dispose d'une application HG de G/H dans aG qui, a gH, associe

 loga e aG ou g = ma avec m E MG, a E AG. Notez que H est contenu dans

 MG. De plus, on a:

 (0.1) (MG/H) x aG est diff6omorphe a G/H par l'application

 (XX) H-+ (expX)x.

 On se fixe dans toute la suite de l'article un sous-espace abelien maximal de

 s n q, a0. On note L0 le centralisateur dans G de a0. C'est la composante

 de Levi d'un sous-groupe parabolique u0-stable minimal. II admet pour o-
 decomposition de Langlands L0 = M0A0 oui A0 = exp a0. On a G = KL0H.

 Soit P un sous-groupe parabolique u0-stable contenant L0. Alors L0 est
 contenu dans L (_ Lp) et AL est contenu dans A0. On note Zp l'ensemble
 des racines de ap dans np. On peut aisement definir l'ensemble des racines
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 FORMULE DE PLANCHEREL 421

 reduites, E' , ainsi que l'ensemble Ap des racines simples de Ep. On note

 a- = {X E ap Ia(X) > 0, a E Ap}. Si Q est un sous-groupe parabolique cW-
 stable de G contenant P, on note LXQ l'ensemble des elements de /\p qui sont
 des racines de ap dans l'algebre de Lie nQ du radical unipotent du sous-groupe
 parabolique CO-stable P n MQ de MQ.

 On appelle a-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d'un
 sous-groupe parabolique CO-stable contenant L0. Si L est un a-sous-groupe de

 Levi de G, on note L(L) l'ensemble des a-sous-groupes de Levi de G contenant
 L, P(L) l'ensemble des sous-groupes paraboliques CO-stables de G dont la com-

 posante de Levi est egale a L, Y(L) l'ensemble des sous-groupes paraboliques

 oO-stables de G dont la composante de Levi contient L. Si L = L0, on notera

 12 au lieu de C(L0), etc.

 On note W0 le quotient du normalisateur NK(ao) de a0 dans K par son
 centralisateur. Soit W&H (resp. Wm) l'ensemble des elements de W0 admettant

 un representant dans l'intersection de H (resp. M) avec NK(ao). On fixe dans
 NK(a0) un ensemble WM (note aussi WL) de representants des (WiH, W0M)
 double-classes. C'est, pour tout sous-groupe parabolique CO-stable Q de G

 de sous-groupe de Levi L, un ensemble de representants des (H, Q)-doubles
 classes ouvertes de G.

 On se fixe dans toute la suite de l'article un ensemble de racines positives,

 E,, du systeme de racines de ao dans la sous-algebre de Lie de g, g70, formee
 des points fixes de aO. On note Pt (st pour standard ) le sous-ensemble de

 P forme des P e P tels que l'ensemble des racines de a0 dans l'algebre de Lie

 de P contienne E,. Pour L e C, on note Pt(L) (resp. .Ft(L)) l'ensemble des
 elements de P(L) (resp. F(L)) contenant un element de Pet. On ajoutera L
 en indice superieur dans tout ce qui precede, si on remplace G par un element

 L de I(L0). Tous les ensembles ci-dessus sont finis, mais contrairement au
 cas des groupes, Pt n'est pas necessairement reduit a un element. Si P est

 un element de Pet, on note Vp un ensemble, contenant e, de representants

 dans NK(a0) de l'ensemble des elements w de W01W6M' tel que wPw-1 soit
 standard.

 On dit que deux sous-groupes paraboliques CO-stables, P et Q, sont a-

 associes si ap et aQ sont conjugues par un element de K. On choisit un ensem-
 ble F de representants des classes de a-association de sous-groupes paraboliques

 CO-stables, qui est contenu dans YFt. Un tel choix est possible (cf. [CD2,

 lemme 8]). Si P est un element de F, on choisit )WVMP egal a Wp.
 On se fixe une forme bilineaire B sur g, Ad G-invariante telle que la forme

 quadratique sur g, X H +H1 X 112 := -B(X, OX), soit definie positive. On
 suppose en outre que B est invariante par a et 0, coincide avec la forme de

 Killing sur [g, g] et que le centre 3 de g est orthogonal a [g, g]. Si L E C, on
 notera aG l'orthogonal de aG dans aL pour B. Si P e P(L), on note 6p la
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 422 PATRICK DELORME

 fonction sur L/L n H definie par:

 (0.2) 8P(I) = e2Pp(HL(l)) I e L/L n H,

 ou pp E a* est la demi-somme des racines de ap dans np, comptees avec leurs

 multiplicite's.
 La forme B determine un produit scalaire sur aL, L e 4, ce qui determine

 une mesure de Haar sur aL. On munira iaL de la mesure duale. Precisons cette

 notion. Soit E un espace vectoriel reel de dimension finie et dX une mesure

 de Haar sur E. Pour f element de l'espace de Schwartz S(E), on definit sa

 transformee de Fourier relativement a dX, e S(iE*), oiu E* est le dual de E,

 par: f (A) ftE f (X)e (AX) dX, A e iE*. On identifie i(iE*)* a E en posant

 ((X, A)) =-(A, X), pour X e E, A e iE* (car i2 = -1). La mesure duale de

 dX est la mesure de Haar sur iE*, dA, telle que notant encore -la transformee

 de Fourier relativement a dA, de S(iE*) dans S(E), on ait (f)^ = f pour

 f e S(E). La transformee de Fourier s'etend naturellement aux distributions.
 L'espace symetrique M0/M0 nH est compact et on le munit d'une mesure

 M0-invariante de masse totale 1. Utilisant l'isomorphisme (0.1), en y rem-

 plagant G par L0 et notre choix de mesure sur a0, on en deduit un choix de

 mesure invariante par L0 sur L0/L0 n H.

 On note H0 au lieu de HL0. Si Po E Pet, on note:

 (0.3) (LO/LO n H)O = {I E L0o I (H0(1)) > 0, a e Ap.}

 Si oa E Xpo, on note p~, sa multiplicite dans g'f et q~, sa multiplicite dans
 i on r e tn q. On definit une fonction Dpo sur L0/L0 n H par:

 (0.4) Dpo(l) = 17 ae(HI0(1)) - e-(H0(l))IPcIee(H0(1)) + e-a(HO(1)) qc

 si I e (L0/L0 n H)PO et Dpo (1) = 0 sinon.

 On choisit une mesure G-invariante sur G/H, dx, telle que:

 (0.5) J (x) dx -E J f Dp (l)f(klH) dk dl, f C Cc(G/H).

 Ici la mesure sur K a ete normalisee a 1. Un tel choix est possible d'apres [F-J,

 theoreme 2.6]. On remarque que ce choix, joint a notre choix d'une mesure

 sur aG, conduit a un choix de mesure sur MG/MG n H, grace a l'isomorphisme
 (0.1).

 On se fixe desormais une representation unitaire de dimension finie de K,

 (T, V). Si L e L (resp. P e YF), on notera TL, ou TM Si L = MA est sa
 a-decomposition de Langlands, (resp. Tjp) la restriction de r a K n L (resp.
 K n P).

 On note D(G/H) l'algebre des operateurs differentiels sur G/H invariants

 par les translations a gauche par les elements de G. Dans ce paragraphe on
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 note (G/H,.) pour (G/H, T ) (resp. (G/H)). Soit 4temp(G/Hv ) l'espace des

 fonctions CX, r-spheriques (resp. K-finies a valeurs dans C) sur G/H qui sont

 D(G/H)-finies et temperees (cf. [D2, (5.1)]).

 Soit L = MA la cr-decomposition de Langlands d'un element de t. On

 rappelle (cf. [C1]) que le terme constant d'un element b de 4temp(G/H) r) le

 long d'un element P de P(L) est l'element 4Xp de XAtemp(L/LSH rL) caracterise

 par:

 (0.6) lim (U$p(exp(tX) I)U(exp(tX) I)-<>p(exp(tX) 1)) = 0, 1 E L/L n H
 t+oo

 ou X E a est strictement dominant pour les racines de a dans np.

 On notera parfois G1 au lieu de MG. Si a est une fonction sur G/H, et X E

 aG, on note bx la fonction sur G1/H definie par bx (glH) = 4>((exp X)glH),

 gl e G1. On note A2(G/H,.) l'espace forme des elements 4> de Atemp(G/H) )

 tels que pour tout X E aG, qXx est de carre integrable sur G1/H. Alors

 D(G/H) opere sur Atemp(G/H) ) et sur A2(G/H, ) (cf [D2) (5 2), (5 10)])

 On suppose jusqllva nouvel ordre que aG = {0} Alors A2(G/H, ) est

 un sous-espace de l'espace de Schwartz C(G/H,.) (cf. l.c. (5.11)). Le pro-

 duit scalaire (resp. le produit) d'un element de XAtemp(G/H,.) avec un element

 (resp. le conjugue d'un element) de l'espace de Schwartz C(G/H,.) des fonc-

 tions r-spheriques (resp. K-finies a valeurs dans ¢) est integrable sur G/H.

 Cela determine une forme sesquilineaire sur le produit de Atemp(G/H) ) avec

 wA2 (G/H, .) g

 On ne suppose plus que aG = {0}. On note v4temp,c(G/H, r) l'espace forme

 des elements 4> de Atemp(G/Hr) tels que, pour tout X E aG, l'element bx

 de Atemp(Gl/H) r) est orthogonal au sous-espace >42(G1/H, r) de C(G1/H, r)

 pour la forme sesquilineaire ci-dessus (avec G1 au lieu de G). On a alors:

 (0.7) XAtemp(G/H) 7) = v42(G/H) r) ffl XAtempc(G/H) r))

 cette decomposition etant invariante par B)(G/H) (cf. [D2, Lemme 5]).

 En supposant a nouveau aG = {0}, le produit scalaire L2 sur A2(G/H, r)

 s'etend en une forme sesquilineaire sur v4temp(G/H, r) en declarant que la forme

 sesquilineaire appliquee a un couple est nulle si l'un des elements du couple est

 dans v4temp,c(G/H, r). Soit L = MA comme ci-dessus. Si M/MSH admet des

 series discretes, on choisit un sous espace ad de g¢, stable sous ff et H, abelien

 maximal dans Sd := i(en)fflnq et dont l'intersection avec S est egale a a. Un

 tel choix est possible d'apres la theorie de la serie discrete (cf. [OM]). On note

 W(ad) le groupe forme des restrictions a ad des automorphismes interieurs de gc

 preservant ad. On note aad l'isomorphisme de Harish-Chandra entre B)(G/H)

 et l'algebre S(ad)W(a ) des invariants SOllS W(ad) de 17algebre symetrique S(ad)

 de a<:.
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 424  PATRICK DELORME

 Si f est une fonction C sur G/H et A E (ad),c, on dit que f est un

 vecteur propre sous B)(G/H) pour la valeur propre A si et seulement si:

 (D-aad (D) (>)) f-Ov D E B)(G/H)

 Soit A un element du dual reel de ad := ad n it, qui est regulier par rapport

 aux racines de a, dans k. On definit alors les fonctions IIhol(A) sur G/H

 comme dans [BCD, Definition 1]. Une telle fonction est une famille d'elements

 de XAtemp(G/H, .) indexee par A E ia*, F(A), chaque F(A) etant propre pour la

 valeur propre A+A. De plus, cette fonction, initialement definie sur G/H x ia*,

 admet un prolongement holomorphe dans la deuxieme variable a G/H x iaE

 pour un £ > 0, OU aE = {S E a¢: I I0Re A11 < £}. On dispose en outre de majora-

 tions pour ce prolongement ainsi que de ses derivees sous les elements de U(g).

 Les fonctions IIhol (A) sont les fonctions IIhol (A) dont le terme constant le long

 de chaque sous groupe parabolique crS-stable P admet une decomposition sim-

 ple a l'aide de fonctions IIhol pour l'espace symetrique Lp/Lp n H (cf. [BCD,

 Definition 2]).

 Pour L comme ci-dessus (i.e. M/M n H possede des series discretes), on

 definit l'espace IIhol(GvLT) comme l'espace des combinaisons lineaires des

 fonctions IIhol (A)) T-spheriques lorsque A varie. Si M/M n H n'a pas de serie

 discrete, on pose IIhol (G, L, zr) = {O}.

 Pour L et LX elements de £, on note W(aL, aL) l'ensemble des applications

 lineaires de aL dans aL/ induites par un automorphisme interieur de , (ou bien

 par un element de K; cf. [D2, Lemme 2]). On pose W(aL) = W(aL, aL). Si A

 est un element de (aL,), et s un element de W(aL, aL/), on note As la composee

 de A avec s. On remarque que W0 est egal a W(a0).

 Si L G £, on definit l'espace IIXhol(GvLT) des familles de fonctions r-

 spheriques sur G/H parametrees par A E iaL, de la forme F(A) =

 EWEw(a0Fw(Aw )) A E iaL) Ou Fw est un element de IIhOI(G,LW,8r). Ici

 Lw est egal a wLw-l et w-l est la restriction de w-l a aLw, qui est un element

 de W(aLw,aL). Nous ne nous interessons pas a l'eventuelle unicite de cette

 ecriture. Pour F E IIXhol (G) L) r) et Q E X, on peut ecrire

 (0.8) FQ(A) = E FQXs(A)) A E iaL
 sEW(aQ vaL)

 ou FQXs (A) est un element de <4temp (LQ/LQ n H) r) qui se transforme sous

 AQ par un caractere de differentielle AS. De plus pour tout I E LQ/LQ n H)

 lvapplication A FQ,s(A)(l) est continue sur iaM. Une telle decompositon est unique (cf. [D2, (7.27) a (7.30)]), ce qui assure la linearite de F FQXs.
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 1. Produit scalaire tronque dune fonction temperee D(G/H)

 finie et d'une fonction IIhol

 1.1. Soit L E z et L = MA sa a-decomposition de Langlands. On identifie

 les elements de XAtemp(M/M n H, TM) X S(a*) a des fonctions polynomiales sur

 a a valeurs dans Atemp(M/M n H,TM) Si X E a et 1 E XAtemp(M/M n

 H, TM) X S(a*), on note fx E XAtemp(M/M n H, TM) la valeur en X de celle-ci.

 Par ailleurs, si + E XAtemp(M/M n H,TM) X S(a*) et A E ia*, on notera f;

 l'element de {4temp(L/L n H, TL) defini par:

 (1.1) W((exp X)m L n H) = e>(X)@x(m M n H), X E a, m E M.

 si X E {4temp(t/t n H, TL), on a:

 (12) += E (o+(A))Av
 ACia*

 ou la somme ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls et les °+(A) sont

 des elements de w4temp(M/M n H, TM) @ S(a*) bien definis par cette relation.

 On posera:

 (1 3) 2(X) = (og(X))

 Si f et +' sont des elements de XAtetnp(M/M n H, TM) (3 S(a*) et Z E aG, on

 notera (+, @t)Z l'element de S((aG)*) (ou aG := aLG) defini par:

 (1.4) (g) 4Q')Z(X) = (#x+z,(V/)x+z) X E aG

 ou, dans le second membre, la forme sesquilineaire utilisee sur {4temp(M/M n

 H, TM) est celle definie apres (0.7).

 1.2. Pour L element de £, on note oL la fonction sur L/L n H definie

 par:

 eL(Z(t n H)) = L(Z5(l)-l), Z E L,

 OU L est la fonction de Harish-Chandra sur L. On definit egalement, pour

 g E G, p E , Np(gH):-(1 + IIXIl)P, si g = k(expX)h avec k E K, h E H,

 X E a0. On remarquera que ces notations sont un peu abusives car elles ne

 tiennent pas compte de la dependance par rapport a cr. Toutefois ces fonctions

 ne changent pas lorsque l'on remplace cr par les involutions crW (voir plus bas,

 3 1)

 LEMME 1. Soit Q E s et Po E PSt avec Po contentb dans Q. Soit 4> tbn

 element deS4temp(G/H,7).

 (i) n existe C > O et k E N tels qv,e:

 IIBQ(I)II < CNk(1)03LQ(Z), I E LQ/LQ n H.
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 (ii) Soit 6 > O. n existe C, E > O et k E N tels qzbe:

 II6Q(I) 2 (1)-Q(I) 11 < C@LQ (I)e EIIH0(1)1l,

 potsr totst 1 E (L0/L0 n H)+o verifiant:

 a(H0 (1)) > EIIH0 (1) 1l, a E iPo \ APo

 (iii) Soit 6 > O. On pev,t choisir C, E > O et k E N tels qtse, po1sr I comme

 dans (ii), on ait:

 IIDPO (I) 2 (1)-DPOnLQ (1) 2 Q(Z) || < CNk(l)e I 0

 (iv) n existe C > O et k E N tels qtse:

 IlDponLQ(l)Q(l)ll < CNk(l), I E L0/L0 n H.

 Demonstration. (i) resulte de la temperance du terme constant et de la

 definition de la temperance (voir [C, I)efinition 2 et Theoreme 1]).

 Montrons (ii). D'apres [C, Prop. 7], il existe C, y > O et d E N tels que,

 pour tout X dans l'adherence de la chambre de Weyl a+0, on ait:

 1

 (1.5) 11 bQ(exp X)Q(exp X)-Q(exp X) 11

 < C(1 + I0X00)d e-(PP0nLQ(X)+7:Q(X))

 ou ,BQ(X)-InfEp \iNQ R(X). Ici PoSLQ est regarde comme un sous-groupe

 parabolique v0-stable minimal de LQ. On prend X = H0(1) avec I comme dans

 (ii). Comme @ est r-spherique, on a:

 (1.6) II6Q(I) 2 (1)-BQ(I) 11 = Il6Q(exp X) 2 (exp X)-Q(exp X) 11

 De plus, les hypotheses faites sur l montrent que X satisfait (1.5) et que:

 AQ (X) > bl0g0 (X) 11

 On utilise alors la Proposition 17.2 de [B2] pour majorer e PPOnLQ (X) et trouver

 le resultat voulu.

 Le passage de (ii) a (iii) se fait comme la demonstration du Corollaire du

 Lemme 3 de [D2]. De meme (iv) resulte de (i) et [D2, (3.12)]. O

 1.3. Soient L un element de LC, MA sa -decomposition de Langlands et

 P un element de P(L). On se fixe A E aL, nul sur aG et tel que Relt(oe) soit

 strictement positif pour tout oe element de Ap. Soit Z element de aG. On note

 (G/H)Z l'ensemble des elements x de G/H tels que HG(X) = Z.-On note:

 AL := {X+Z | X E aL},

This content downloaded from 139.124.6.128 on Thu, 30 Jun 2016 09:11:49 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 FORMULE DE PLANCHEREL  427

 qui est un sous-espace affine de aL, que l'on munit, ainsi que aG, de la mesure

 de Lebesgue associee a la structure euclidienne de aL. Alors (L/L n H) n

 (G/H)Z s'identifie, grace a (0.1), avec L au lieu de G, a (M/M n H) X aL.

 Par transport de structure et nos choix de mesures, on en deduit une mesure

 sur (L/L n H) n (G/H)Z. si > E (aL), et + E C°°(L/L n H), on note @x la
 fonction C°° sur L/L n H definie par:

 @A(1) = e>(HL(t)) f (t), t e L/L n H.

 Cela est coherent avec nos notations anterieures (cf. (1.1)), si l'on identifie les

 elements de w4temp(M/M n H, TM) @ S(a*) a des eletnents de C°°(L/L n H).

 Soit T un element de a0G, regulier par rapport aux racines de a0 dans g. Si

 Q est un element de P, on note TQ l'unique conjugue de T par un element de

 W0 qui est dominant par rapport a AQ. Si P est un element de P(L), on note

 Tp la projection orthogonale de TQ sur ap, ou Q est un element de P contenu

 dans P, cette projection etant independante de Q.

 Si P E P(L), ?4, +' E 4temp(M/M n H, TM) t23 S(a*) et Z E aG, on note

 (+, +')Z le polynome sur cl0(= aG) introduit en (1.4). On note /\p la base de

 (aG)* duale de la base de aG formee des coracines de Ap (cf. [D2, §2] pour la

 defirlition de ces dernieres). On definit alors:

 rT (V2A 7t) Z := A (7t', ?,l7/)Z (X) 9 p (X-tp) eA(X) dX, 74X, 74 E A2 (M, TM)

 ou fp designe (la restriction a aM de) l'indicatrice de {X E a0 1 (X) <

 °, E Az>} Cette fonction de A est bien definie et admet un prolongement

 tneromorphe sur (a0)<C. Si ce prolongement est bien defini pour A-0, on note

 rT (+, +')Z sa valeur en 0.

 Si p est un polynome sur aG on note p(a) l'operateur diSerentiel sur i(aG)*

 al coefficients constants tel que, pour tout f G C°°(aG) et A E i(aG)* on ait:

 (1.7) / p(X)t#5,(x)e(AXX) dX = p(a) (t f (X)e(A7X) dX)

 Comme a = aGd3aG f on peut aussi regarder p(a) comme un operateur differentiel

 a coefflcients constants sur ia*. On note Sz) la fonction sur (a*)c definie par:

 op(>) _ (Cp)-l rI >(°g) > E (a*)
 cxEAp

 Ici cp est la valeur absolue du determinant de la matrice exprimant la base

 {oe l oe G /\p} de aG dans une base orthonormee de cet espace. C'est aussi le

 volume du quotient de aG par le reseau engendre par les oe, oe E A1D. Procedant

 comme dans [D2, preuve de (6.7)], on voit que:

 (1.8) rp(+Av, f>,)Z est bien de'fini des q?se ()<, )i') E ia* x ia* est tel

 q?be A-A soat A-re'g?blaer.
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 De plus, lorsque cette condition est satisfaite par (A, >'), on a:

 (1.9) rT(0> +>')Z = (((+'+')Z(0))(e(vZ+TP)SP( )))(S-A )
 Le second membre de (1.9)) ale sens suivant: on applique l'operateur differentie]
 (+, +')Z(a) (voir (1.7)) a la fonction v | ) e(>Z+TP)Sp(v) et on evalue le tout
 au point A->'.

 1.4. On considere maintenant F E IIhol(G)L,7) et @ E iAtemp(G/H)7).
 Si P E n on note Sp(@) l'ensemble des ju E iap tels que p(,u) soit non nul
 (voir (1.2) et (1.3)). C'est un ensemble fini. Si P E n est tel que ap et a
 soient conjugues sous K, on note 1tp le complementaire dans ia* de l'ensemble
 1tp forme des elements A de ia* tels que, pour tout ,u E Sp(@) et tout s E
 W(ap,a), As _ ju soit /\z>-regulier. Si ap et a ne sont pas conjugues sous
 K, on pose Xtp = 0. Dans tous les cas, 1tp est reunion d'une famille finie
 (eventuellement vide) d'hyperplans de ia*. On note 1t= UPE.F 1tp et 1tC son
 complementaire dans ia*. Avec les notations precedentes, on a immediatement
 l'analogue du Lemme 7 de [D2]:

 LEMME 2. Soit Z E aG, P E 5 et T comme en 1.3.
 (i) Si ap n'est pas conjug1be' sous K a a, rp (Fp (A) ,4?p)Z est bien de'fini et

 n1bl po?>r to1bt A E ia*.

 (ii) Si ap est conj1bg1be' So1bS K a a, po?>r to1bt A E Ap, rp (Fp (A),¢?p)Z est
 bien de'fini et e'gal a la somme s?>r s E W(ap,a), ju E Sp(¢?) de

 ( (FlD,s (>)0 v0 @ (H) ) Z (8) e ( 'Z+Tp) Sp ( ) ) (As _ H)

 On definit, grace au lemme precedent, une fonction sur 1tC par:

 (1.10) gPTst(F@)>)z = ElDEPt rp(F(>),@), > E 1t,
 qui est egal a la somme sur P E Fst, avec ap conjugue sous K a a, sur s E
 W(ap, a) et ju E Sp(@) (ou bien ju E iap) de

 (1.11) ((F1D7S(A)O)O @(H))Z(a)ee 7Z+Tp)0Pf ))(AS _ H)

 On note a(., T) l'indicatrice de la partie de G/H formee des elements de la
 forme k(expX)H ou k est un element de K, X un element de l'enveloppe
 convexe fermee de l'orbite de T sous W(a0) modulo aG. On definit l'analogue
 de [D2, (7.4)]:

 (1.12) J(G/H)Z ((F(A)(x),@(x))u(x,T)dx
 Soit:

 d(T) = inf{ot(TQ) | Q E P, °e E AQ}

 On a l'analogue du Theoreme 1 de [D2]:
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 PROPOSITION 1. On ?btilise les notations ci-dess?bs.

 (i) La fonction s?br 1tC, wp t (F,4X,>)Z s 'e'tend en ?bne fonction analytiq?be

 s?br ia* q?be l'on note de la rnerne faSon.

 (ii) Soit 6 > 0. n existe des constantes C, E > 0 et k E N telles q?be la

 diffe'rence:

 APst (F,@,>) : = QTp t (F,@ >)Z _ gT (F b >)Z

 soit rnajore'e en rnod?sle par:

 CNk(>)(l + ||z||)ke-EIITII

 po?sr to?bt )< E ia*, Z E aG et T ve'rifiant d(T) > bllTll.

 De'rnonstration. La preuve est essentiellement identique a celle du The-

 oreme 1 de [D2] et de son corollaire, ou l'on remplace F' par @. Ici il n'y a

 qu'un seul parametre A au lieu de deux (S et >'). On commence par supposer

 F element de IIhol(G,L,). On procede par recurrence comme dans [D2].

 L'analogue du Lemme 8 de [D2] est etabli sans difficulte, en remplacant les

 estimees sur F' et ses termes constants, donnees dans [D2] (Lemme 3 et son

 corollaire, equation (3.14)) par le Lemme 1 du present article.

 Passons a l'analogue du Lemme 9 de [D2]. On rappelle que si a est un

 element de l'espace de Schwartz S(ia*) et x E G/H, l'integrale:

 Fa(z) := j a()i) (F(>)) (x) d)<
 taF

 est bien definie et la fonction Fa sur G/H (paquet d'ondes) est un element de

 l'espace de Schwartz C(G/H,tr). L'application a E > Fa est lineaire et continue

 de S(ia*) dans C(G/H,tr) (cf. [BCD, Theoreme 1 et Remarque 1]).

 On definit une distribution Tm sur ia* en posant:

 Tm(a) = JG/H (Fa(X) 4?(X)) dx, a E Cc (ia*).

 LEMME 3. Le s?spport de Tb est ?sn ensernble fini S.

 De'monstration. Par linearite, on se ramene au cas ou F est IIhol(A).

 La fonction 4> et ant E) ( G/ H)-finie est annulee par un ideal de codimension

 finie de S)(G/H), I. Soit I* l'ideal de codimension finie de S)(G/H) forme des

 D*, D E I. Procedant comme dans la preuve du Lemme 9 de [D2], on voit que

 le support de Tm est contenu dans l'ensemble des zeros communs aux fonctions

 polynomiales sur ia*, A | > tyad (D)(S + A), ou D decrit I*. Mais cet ensemble

 est fini, puisque I* est de codimension finie. O

 Fin de la dernonstration de la Proposition 1. On opere une reduction au

 cas ou aG = {0}. D'abord par linearite, on se ramene au cas ou 4> = 4>(,uo)

 pour un element ,uo de iaG. Ici on a utilise les notations de (1.2) et (1.3) en y
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 remplacant L par G. On remarque alors que 1'expression de (ii) dont on veut

 majorer le module, multipliee par e(-A+J0)(Z) est polynomiale en Z. De plus

 les coefficients de cette expression polynomiale sont des expressions de meme

 nature, mais relativement 'a G = MG. Ceci implique immediatement que 1'ont
 peut se reduire au cas oui aG = {O}, ce que 1'on suppose dans la suite de la

 preuve. On introduit ici .F- '=jC \ S. On poursuit comme dans [D2], fin de

 la demonstration du Theoreme 1. L'extension au cas oui F e II0ho (G, L, T) est
 immediate. o

 2. Produit scalaire d'un paquet d'ondes

 et d'une fonction temperee

 2.1. On conserve les notations precedentes. Soit A E a*, regulier par

 rapport aux racines de a dans g. Pour P element de P(L) on notera OA
 l'indicatrice de:

 Cp = {X e aGI w|,(X)A(d) > O, a Apj
 que l'on regarde comme une mesure sur a = aL portee par aG = aL, grace a
 notre choix de mesure sur aG. Soit A le nombre d'elements a de Ap tels que
 A(&) < 0. On demontre la proposition suivante comme le Theoreme 3 de [D2].

 PROPOSITION 2. On reprend les notations et hypotheses de la Proposi-

 tion 1. On fixe A E a* regulier par rapport aux racines de a dans g. La

 fonction analytique sur ia*, wT t(F1PA)Z, est egale a la somme sur
 (a) les elements Q de YFt, tels que aQ est conjugue sous K a a,
 (b) les elements s de W(aQ,a),

 (c) les elements /t de eQ(QJ) (ou ia*) de:

 (((FQ~s(A) 7DQ(81_))Z Os1)(i-1)9(( Q 4sTQs +Z) )()A - 1)

 0i "4'STQS+Z est l'indicatrice, dans a, de C -TQs -Z (translate de CQS par
 -(TQs + Z))

 2.2. On demontre la proposition suivante comme le Theoreme 4 de [D2].

 PROPOSITION 3. On retient les notations de la Proposition 2. On choisit

 P G Pst(L) et A E a* strictement Ap-dominant. Si a est element de l'espace
 de Schwartz S(ia*), l'expression:

 (Fa i JD) (Fa(x),'D(x)) dx

 est e'gale a:

 ZwEwp,,AEia* (((FpW-i (A)0,0bpw(Aw l))O o w)(&)a) (A).
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 3. Formule de Plancherel

 3.1. Iransformation de Fourier po7>r les fonctions r-sp7zeriq7>es. Pour w

 element de NK(a0), on definit l'involution aw de G par crW(g) = w-la(wgw-l)w,

 g E G. Le quadruplet (Gw0vw-lHw) verifie les memes hypotheses que

 (G, C, (3, H) et on lui applique les notations deja introduites pour de tels quadru-

 plets. Soit L un element de z et L = MA sa a-decomposition de Langlands.

 On definit:

 (3.1) A2(M' T) := WGWM A2(M/M n w-lHw, OrM)

 ou <42(M/M n w-lHw,trM) est l'espace des fonctions C°°, TM-spheriques sur

 M/Mnw-lHw, qui sont de carre integrable et B(M/M n w lHw)-finies. Ces

 espaces sont de dimension finie (cf. [14, Proposition 1]).

 On definit maintenant les integrales d'Eisenstein. Soit P un element de

 P(L). Soit A un element du dual complexe a¢: de l'algebre de Lie a de A, tel que

 (Re A-pp) (ou PP est la demi-somme des racines de a dans np) soit strictemerlt

 dominant (pour ces memes racines). A tout f = (+W)WEWM E A2(M)T) on

 associe la fonction @x definie pour x G G/H par:

 [ 0 si x ¢ UWEWM PW H
 @A(x)-E a->+PP+W(m) si x-namw-lH, n E NP, a E A,

 t m E M, w E WM

 L'integrale d'Eisenstein E(P, +, A) est definie pour x E G/H par:

 (3.2) E(P9)>)(x) := | f (k-l)4!A(kx)dk
 K

 Cette integrale converge et definit une fonction de classe C°°,-spherique et

 Il])(GlH)-finie. De plus E(P, +, A) admet un prolongement meromorphe a a¢:

 (cf. [CD2, 03]). Alors, si Q est un sous-groupe parabolique cr0-stable tel que

 LQ = L, il existe (cf. [CD2, Th. 1]) une fonction meromorphe sur a¢:, a valeurs

 dans EndA2(M,7), A HY CQIP(S,>), telle que, pour W E WM, I G L, f E

 42(M7T), a E A et A dans un ouvert dense de ia*, on ait:

 (3.3) r(w )E(P, f,>)Qw(wlaw 1) = ,sEw( ) (CQ|p(s,>)f)w(l)a-s>.

 Ici <?w designe wQw-l.

 Les fonctions C sont generiquement des operateurs inversibles ce qui per-

 met de definir les integrales d'Eisenstein normalisees par:

 (3.4) E (P, , A) = E(P, Cplp(l, >) +, >).

 On dispose alors des fonctions C normalisees, definies en remplaqant E par E°

 et notees C°. En particulier, on a:

 (3.5)
 ° lp(l, >)-IdA2(M,)
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 L'application A | > E°(P, q4,-A) est une fonction IIhol (G, L, r) (cf. [CD2,

 Th. 3], dit theoreme de regularite des integrales d'Eisenstein normalisees).

 Par ailleurs, on dispose des paquets d'ondes. Si @ est un element de

 S(ia*)@*A2(M, r), ou S(ia*) est l'espace de Schwartz des fonctions a decroissance

 rapide sur ia*, la relation:

 (3.6) JJp 4{(x) = Jia E°(P, @(A), A) (x) dA, x E G/H,

 definit un element .Xp de l'espace de Schwartz des fonctions r-spheriques,

 C(G/H, r) (cf. [CD2, Prop. 7]). Soit f un element de C(G/H, r ). Si A E ia*, il

 existe, par representation de Riesz, un unique element (fFpf)(A) de 242(M,r)

 tel que, pour tout + E 242(M, r):

 (3.7) (pf(>),+) = JG/ (f(x),E°(P,+,>)(x))dx.

 De plus fFpf est un element de S(ia*) @v42(M,tr) (cf. [CD2, Th. 4]). Alors la

 transformee de Fourier normalisee de f, fF° f est l'element

 ((#W(ap))- 2 fFp f ) pb? de fflpsFS(iap) X A2(Mp, T ). On notera Sp(f ):-
 S(iap) @ A2(Mp, r). Pour P E F et s E W(ap), on definit (cf. [CD2, Th. 2 et

 Lemme 7]) un operateur de Sp(r) dans lui-meme, Up77(s), isometrique pour le

 produit scalaire naturel, par:

 (3.8) (Up, (s) @) ()v) = Cplp (s, s-l A) @ (s-l A) @ E S1 (T) > E i *

 Alors Up77 est une representation de W(ap) dans Sp(r) (cf. l.c., Prop. 5) et

 Sp(r) est, par definition, l'espace des elements invariants de Sp(r) sous cette

 action de W(ap). L'image de fFp est egale a Sp(r) (cf. l.c. Th. 5).

 On note Xtp(r) l'espace L2(iap) X wA2(Mp,r) muni du produit scalaire

 naturel. L'adherence de Sp (r) dans 1tp (r) sera notee Xtp (r) . On dispose, par

 prolongement par continuite, d'une representation unitaire de W(ap), notee
 _

 Up77 dans Xt, (T) et on a:

 (3 9) tIt° (T) = (tH1 (T))W(ap)

 On designe par S(r) (resp. Xt(r)) la somme directe (resp. la somme directe

 orthogonale) des Sp(T) (resp. Xtp(r)) pour P E IF. Ici * vaut pour 0 ou 1.

 Enfin, vX° est l'application lineaire definie sur S1 (r) a valeurs dans

 C(G/H,), qui associe a tout @ E Sp(T) et P E IF, (#W(ap))-2v1p@.

 On note PT := 10fF° qui est un projecteur orthogonal de l'espace

 C(G/H, r) (cf. l.c. Th. 6).

 3.2. Enonce et demonstration d?z Theoreme 1. On introduit le sous-

 ensemble IF de fFSt et Wp pour P element de IF comme dans le paragraphe

 0. On note IF = {Qw j p E IF, Q E P(Lp), w E Wp }. Alors, tout sous-groupe

 parabolique crS-stable de G est conjugue a un element de IF par un element de

 K n H (cf. [CD2, Lemme 8]).
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 LEMME 4. (i) Si b E w4temp(G/H,) est tel que, pour totst P E 1F avec
 P + Gv p-O) alors 4> E XA2(G/HT).

 (ii) Si b E Atemp(G/H,7) est tel que bp E Atemp,c(G/Hv) poUr toUt
 P E , alors 4? est nul.

 Demonstration. (i) Soit 4> comme en (i). Montrons que 4> E A2(G/H,).
 Soit X E aG. On note G1 := MG. On voit facilement que pour tout P E f:

 (X)PnGl (t LP n G1 n H) = bp((exp X)l LP n H)v I E LP n G1.

 Donc (4>X)PnGl = O pour tout X E aG et tout P E F avec P 74 G. Tout
 sous-groupe parabolique cr0-stable de G est conjugue a un element de 1F par un
 element de KnH. D'autre part, si k E KnH, P E n et + E Atemp(G1/Hv r),
 on a:

 fPknGl (kik-l) = 7(k)+PnGl (1), 1 E Lp n G1.

 En particulier, si XPnGl = 0, on a aussi fpkr5Gl = 0. Alors, utilisant la
 Proposition 6 de [C]1-on voit que, pour tout X E aG, q>x est un element de
 XA2 (G1/H, r) . Finalement, 4> est un element de A2 (G/H, r), ce qui prouve (i) .

 Soit maintenant 4> comme dans l'enonce de (ii). Supposons 4) non nul.
 Comme tout sous-groupe parabolique v0-stable est conjugue sous K n H a
 un element de lF, on deduit de la relation simple entre bp, P E F avec
 pk, k E K n H, que p E Atemp,c(LP/LP n H,TIP) pour tout P E f.
 Soit P E s minimal parmi les elements Q de fF tels que 4XQ soit non nul.
 D'apres (i), on voit que 4Xp E <4S(Lp/Lp n H, rIP). AIors 4Xp est non nul et
 appartient a l'intersection de A2(LP/LP n H, TIP) et v4temp,c(LP/LP n H, rlP).
 Une contradiction qui prouve (ii). C1

 THEOREME 1. Pour totste representation tbnitaire de dimension finie T de
 K, le projecte?sr Pr de C(G/H,) est egal a l 'identite.

 Demonstration. On introduit le projecteur 1P de C(G/H)(K) comme dans
 [CD2, Th. 7 (iv)] (voir plus loin, §3.4, pour le rappel de la definition de P).

 D'apres [CD2, Lemme 10], il suffit de prouver que 1P est egal a lXidentite.
 On raisonne par l'absurde et on suppose P different de l'identite. Alors, d'apres
 l.c., Lemme 11, il existe une representation unitaire de dimension finie de
 K, (r, V7) et 4> E Atemp(G/H) T) non nulle, se transformant sous AG par
 un caractere unitaire et orthogonale a l'image de 1E>r. En particulier, 4> est
 orthogonale a l'image de :Jp:Pp, P E 7, d'apres la definition de 1ED7. Pour
 P E F et Q E P(LP), l'image de JP<P) est egale a celle de %Q°Q, elle-meme
 egale a l'image de %Q (cf. l.c. Th. 5 (i) et (iii)). Donc 4> est orthogonale a
 l'image de %Q. Soit MA la v-decomposition de Langlands de L = LP. On
 construit les integrales d'Eisenstein pour Q grace au choix de WM = WP (voir

 §0). Soit + = (+w)wewM E XA2(M,) et a E S(ta*). On note @ = a@+. Alors
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 1Q est bien defini. On va ecrire la valeur de l'integrale:

 I : J (SQ@(X) (X)) dX

 grace a la Proposition 3. On fait un choix auxilliaire d'un ensemble de sous-

 groupes paraboliques standards /t tel que Q soit standard pour la nou-

 velle notion, ce qui permet de definir un ensemble WQ de representants de

 W0H\W0/W0M dans NK(a0) a partir de zF't. Alors la Proposition 3 montre que

 I est egale a:

 SUGWQ,AEia* (((E (Q7 f7 A)QW W 1)0 0 4>Q (_02t(}-l))0

 Tenant compt e du fait que Wp et WQ sont deux ensembles de represent ant s de

 W0ff\W0/SV0 dans NK(a0) et de larelation simple (du type de celle utilisee

 dans la demonstration du Lemme 4 (i), avec G au lieu de G1) entre le terme

 constant d'une fonction le long de deux elements de s conjuges par un element

 de K n H, on voit que l'on peut remplacer, dans l'expression ci-dessus, la

 somme sur W E WQ par la somme sur Wp. Tenant compte de la definition des

 fonctions C° et de leurs proprietes ([CD2, (5.1) et (5.3)]) on voit que I est egal

 a.

 ^WGWp,>Eia* ((((+W ,° BQW (_AW-1 ))O O W) (t3)) ( )) (A)

 D'apres l'orthogonalite de 4> a 17image de 1Q, ceci est nul pour tout f E

 242(M,) et a E S(ia*). Noter que la somme porte sur un ensemble fini £1

 d'elements de ia*, a savoir ceux pour lesquels °Qw(-Aw ) est non nul pour

 au moins un element w de Wp.

 On fixe So E 61 et w E Wp. En choisissant a telle que son support ne

 rencontre 61 qu'en So on conclut facilement, en faisant varier a et +, que

 °Qw(->0 1) E AtempXc(LQw/LQw n HE7QW) et ceci pour tout So G 61 (ou
 bien ia*) et w 6 Wp. On en decluit alors que b est nulle grace au lemme

 prececlent. O

 3.3. Formqsle de Plancherel po7sr les fonctions r-spheriqxses. On conserve

 les notatiohs de 3.1. On note L2(G/H,7) l'espace de Hilbert des fonctions T-

 spheriqttes sur G/H, f, telles que:

 X (X(z),f(z))dx < oo.
 G/H

 Nous allons maintenant expliciter les consequences du Theoreme 1, grace aux

 proprietes de IPf (cf. [C:D2, Ths. 5 et 6]).

 THEOREME 2. (i) Si P est element de , on designe par C(G/H,)(P)

 I'intersection des noyaqsx des applications XQ) Oqb Q de'crit l'ensemble des e'le-

 ments de F distincts de P. Alors cet espace est e'gal d l'image de fIp. De
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 plqbs, C(G/H,) est la somme directe orthogonale, poqsr le prodqbit scalaire L2,
 des espaces C(G/H,T)(P), P E F. On note f(P) la projection orthogonale d'qbn
 element f de C(G/H,) s?br C(G/H,7)(P) .

 (ii) La trctnsformation de Fo?;rier normalisee, <), est qbn isomorphisme
 isometriqvve de C(G/ff7r) stbr 5°(r). Par restriction, elle de'finit qbn isomor-
 phisme isometriq?se de C(G/II,)(P), P E , sqsr S° (r). Cet isomorphisme est

 la restriction de (#W(ap)) 2 <p et son inverse est e'gal a (#W(ap)) 2 Jp.
 (iii) Si f est qbn element de C(G/H,), f (P) est egal a (#W(p))-lSpXp) f,

 soit encore:

 f (P) (x) = (+W (ap) ) -l | E° (P, (Fp f ) (>) ,>) (z) d>, x E G/H
 p

 En outre:

 u = EP 1F P (P)

 (iv) L 'application JF° se prolonye en qbn ope'rateqxr qbnitaire <° entre
 L2(G/Hsr) et Al°(r) * Ssl restriction a 1'adherence L2(G/Il,or)(P), P £ E?, de

 C(G/H,)(P) dans L2(GjH,) est qbn operatear unitaire note (#W(ap))-2Xp
 entre L2(G/H,)(P) et Xo (r). De me^me ,fp se prolonge en une applica-
 tion lineaire continue Jp de 1tp vers L2(G/H,)(P). La restriction a Ap
 de (#W(ap?)-lfp est e'gale a l'inverse de fFp.

 Demonstration. Les points (i), (ii) et (iii) resultent du Theorexne 1 et des
 proprietes de Pr (cf. Theoremes 5 et 6 de [CD2]). Pour (iv), l'existence des
 operateurs unitaires F° et Ap resulte des points precedents. Par ailleurs, on
 definit une application lineaire de Sp(tr) dans Sp(T) T | > W!0 en posant:

 (3.10) Mp,@ (#W(ap)) 1 EsEw( ) Up,(s)@.

 Comme les operateurs Up,(s) sont isometriques, cette application MPXT se
 prolonge en une application lineaire continue Mp, de H1 (r) dans Xtp(r). On
 a vu, au cours de la demonstration du Theoreme S de [CD2], que:

 g°iJ!-jJ°Mp@, t e Sp(r).

 Soit encore, grace a (ii):

 (3.11) .1p = (#W(ap))-1 (5p)-1 0 Mp, .
 D'ou l'on deduit l'existence d'un prolongement continu .10 de fp, car Sp est
 un multiple d'une isometrie, d'apres (ii). Le reste est immediat. Cl

 On va introduire la transformee de Fourier (non normalisee). Si f E
 C(G/H,or), P E ?, A e iap, orl pose, lorsque cela a un sens:

 (3.12)

 (sPf)(A) = Cplp(l, A)*(nof(A)).
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 D'apres la determination des fonctions Cplp(l, A) ([CD2, Prop. 2]) et les pro-

 prietes des matrices B ([CD1, Prop. 7]), on voit que fFpf(A) est definie pour A

 element du complementaire d'une famille localement finie d'hyperplans affines

 de iap d'equations (A, oe) = itog, ou ta E 1R et oe est une racine de ap dans 0.

 Alors, elle est caracterisee par:

 (3.13) (:Fpf(>), ') = X (f(x), E(P, , A)(x)) dx, f E >2(Mp, T).

 Cela resulte immediatement de la definition de E°. On deduit aisement de la

 definition de E°, fF° et de (3.13), l'egalite:

 (3.1a) E°(P, GFpf(A), A) = E(P, Cplp(l, A)-l(Cplp(l, >)-l)*pf(>), >)

 Ceci permet de reformuler (iii) a l'aide des integrales d'Eisenstein. A noter que

 l'operateur Cplp(l,>)-l(Cplp(l,>)-l)* se diagonalise. En effet, nous allons

 voir que sur chaque espace 242(Mp,)6, 6 E Mp (cf. [CD2, (2.10)] pour la

 definition de cet espace), il est egal a l'homothetie de rapport jup(E, A) (voir

 le paragraphe 3.4 pour la definition de cette fonction, ainsi que pour celle des

 matrices B). En effet, partant de la Proposition 2 de [CD2] qui donne une

 expression de Cplp(l, A) a l'aide de la matrice B et utilisant la formule pour

 l'adjoint de celle-ci (loc. cit. Theoreme 2 (iv)), on deduit le resultat de loc. cit.,

 (3.11).

 3.a. Formtble de Plancherel potsr les fonctions K-finies. Soit L = MA la

 a-decomposition de Langlands d'un element L de £, P un element de P(L),

 (E, V^) un element du dual unitaire de M, et A un element de aG:. On note

 (7r^;, I^y>) la serie principale generalisee correspondante. Ici I^; est l'espace

 desfonctions C°°, S°: G > V^°° verifiant 9(gman) =6(m-1)a->-PPso(g)g E

 G,m E M,a E A,n E N, et le groupe G agit par repesentation reguliere

 gauche. La restriction des fonctions a K induit un isomorphisme de I^PA

 sur l'espace note C°°(K,6), ou I^, des fonctions C°°, S°: K V^y°° verifiant

 (km) = b(m-1)f (k), k E K, m E MnK. On note r^P; la representation de G

 dans Ie deduite de 7r^P; par transport de structure. Soit w un element de WM.

 On note V(E,w) := (V^-°°)MisnW HW, OU le second membre designe l'espace

 des vecteurs distributions 71 de (E, V^), invariants par M n w-lHw et tels que,

 pour tout v E V^°°, la fonction m | > (E'(m)rZ,v) soit de carre integrable sur

 M/M n w-1Hw. Le produit scalaire L2 permet de definir un produit scalaire

 naturel sur cet espace (cf. [CD2, (1.6)]). On note V(6) la somme directe or-

 thogonale des V(E, w) pour w E WM.

 On suppose que Re(S-PP) est strictement Ap-dominant. Soit 71 E V(6).

 On dispose d'une fonction continue sur G a valeurs dans V^-°°, j(P, 6, A, r), H-

 invariante a gauche valant 71w pour w E Wp et se transformant par

 a>-PPE'(m-l) par translation a droite par man, m E M, a E A, n E Np.
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 Ces proprietes sont caracteristiques de cette fonction qui determine un vecteur
 distribution H-invariant de r^; (cf. [CD1, (2.4.6)]). On notera (P,b,A,71)
 la forme lineaire continue correspondante sur C°°(K, b). L'application A | >
 ti(P, 6, A, 71) se prolonge en une fonction meromorphe sur aG: a valeurs dans le
 dual topologique de C°°(K, b), qu'on note de meme.

 Pour S° element de C°°(K,6), on definit les "integrales d'Eisenstein" en posant:

 (3 15) E(P, 6, A, , 9)(sH) := (-'eP>(g)g(P, 6, A, ), W), n E V(6), g E G

 Soit Q un autre element de P(L). On note A | > A(P, Q, 6, A) le prolongement
 des integrales d'entrelacement qui envoie I^Q; dans IE ;\. On note A(P, Q, 6, A)
 l'operateur correspondant dans la realisation compacte. Alors A | > B(Q, P, 6, A)
 est l'application meromorphe de aG: dans l'espace des endotnorphismes de V(6)
 telle que l'on ait l'identite de fonctions meromorphes sur a< (cf. [D1, Th. 2]):

 (3.16) A'(P, Q, 6, A)j(P, 6, >, ) = j(Q, 6, B(Q, P, 6, >)n).

 Par ailleurs, il existe (cf. [H-C2, Th. 25.1]; voir aussi [W, Th. 10.5.8] et [CD2,
 apres (3.10)] pour une autre demonstration) une fonction meromorphe sur aG,
 non identiquement nulle, holomorphe auvoisinage de ia*, ,up(6)>)) telle que
 l'on ait l'egalite de fonctions meromorphes sur aG::

 (3.17) A(P, P, 6, >)A(P, P, 6, A) = pp(E, A) 1Idc(K ^) .
 Ici P designe le sous-groupe parabolique oppose a P. En outre ,up(E, A) est
 holomorphe au voisinage de ia* et positive ou nulle sur ia*.

 On definit les vecteurs distributions H-invariants normalises:

 (3.18) j°(P,6,>,) := (A(P P 6 >)-l)/j(p 6 > )

 On definit les "integrales d'Eisenstein" normalisees, E°(P, 6, A, , w), en change-
 ant j en j° dans la definition des "integrales d'Eisenstein" (cf. [CD1, 3.4]). Ce
 sont des fonctions meromorphes sur aG: et holomorphes sur a*, pour un £ > O
 (cf. [CD2, Prop. 8 (i)]).

 Soit f E C(G/H)(K) et A E ia*. Il existe un unique vecteur (<pf)(E,>)
 de (IE)(K) X V(6) tel que:

 (3.19) ((:Fpf)(6, >)' 9 @ ) = XG/H f (Z)E°(P, 6, >, , W)(z) dX,

 f E (IE)(K), E V(6)
 On definit l'espace:

 (3.20) (SP) (K) = S(ia ) (23 (@6eM((IE) (K) @ V(6)))

 sur lequel K opere par representation reguliere sur le premier facteur de chaque
 terme de la somme (i.e. sur (I,6)(K)) On note AIp le complete de (SP)(K) pour
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 le produit scalaire qui, sur chacun des termes de la somme, corresporld au

 produit scalaire naturel sur le produit tensoriel, l'espace S(ia*) etant muni du

 produit scalaire L2, avec notre normalisation des mesures. Le groupe K agit

 unitairement sur Alp. On definit une representation 7rp de 0 dans (SP)(K) en

 posant:

 (3.21) (p(X) (a C) f C) 71))(>) = a(>) (7r^P>(X)So) X 71,

 X E 0, A E ia*, a E S(i*), 6 E M, f E (IE)(K), rB E V(6).

 Alors, (Sp)(K) est un (0,K)-module. On definit de maniere similaire une

 representation unitaire de G dans Alp. On remarque que cette representation

 de G est unitairement equivalente a la representation:

 (3.22) @6eMP ji * 76 A @ Idv(6) d >

 dans l'espace:

 (3.23) @6EMp j Ia XV(6)dA.

 Ici @ designe la somme directe hilbertienne.

 On note Np l'application lineaire de C(G/H) (X) dans (Sp) (K) dont la

 composante de type o$, o$ E M, est l'appiication i I > (Mpf)(E, .) precedemment

 definie. C'est un morphisme de (0, K)-modules de C(G/H)(X) dans (SP)(K)

 (cf. [CD2, Prop. 8]).

 Avec les notations ci-dessus, il existe une unique application lineaire .Xp de

 (SP)(K) dans C(G/H)(X) telle que, pour tout O$ E M, a E S(i*), S° E (IE)(K)

 et 71 e V(U$) on ait:

 (3.24) SP(a ($' (R ($' )(X) = J a(A)E (P, 6, A, tZ, W)(X) dA.
 ia*

 On utilise les notations de [CD2, (8.14)]. On definit, pour s E W(ap) et s un

 representant de s dans NK(a0), un endomorphisme lineaire UP(S) de (SP)(K)

 verifiant, pour tout A E ictp, tout O$ e Mp et t E (SP)(K):

 (3.25) (UP(S)£B)(6, )v) = R(6S-1 s)(A(ps-l p BS--1 s_l,)

 (23 B(P PS-1 O$5-1 S-1#A)-1)8E(U$S-1 5-1,)

 Soit VT un sous-espace de dimension finie de CN(K), inarariant par les trans-

 lations a gauche et a droite de K. On note T la representation reguliere droite

 de K dans V. Si (1r, HT) est une representation de K, on notera (H)vr la

 somme des composantes isotypiques de type ty E K, OU ty est contenu dans

 la representation reguliere gauche de K dans Vr. On note (HT)(K) l'espace

 des vecteurs K-finis de HT. On regarde l'action reguliere gauche de K dans
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 C(G/H). A toute fonction f e C(G/H)vT, on associe l'application de
 classe C°°, fT de (v/II dans VT telle que: (fT(x))(k)-f(k$), k E K, x e
 G/H. Alors fT E C(G/H, r). Notons 1 la forme lineaire sur VT definie par
 lXevaluation en lXelement neutre de K. On definit, pour f E C(G/H,T) une
 fonction ft, de classe C° sur G/H par: f(x)-(f(x),l),ac E G/H.

 L'application f fT definit un isomorphisme lineaire de C(G/H)vr sur

 CX(G/H,tr) car: (f) = f,f E C(G/II,) et (f)7-f,f E C°°(G/ff)Vs
 (cf. l.c. §8.1). On definit de fagon similaire XPT pour @ e (S1)vT, de meme
 qu'une operation inverse (cf. l.c., (8.13)). En conservant les notations de (3 8),
 on voit facilement que:

 (3.26) Up(s)t = (Up,7(s)t) , @ E (SP)VT E

 En particulier U p(S) ne depend que de s et sera note Up(S) par la suite. Le
 caractere isometrique de Up(s) resulte de l.c. (8.11) et ce qui suit, joint au
 fait que UP,T(S) est isometrique (voir §3.1, (3.8)). On voit de meme que Up
 est une representation de W(ap) dans (SP)(K). On note (SP)(K) lespace des
 invariants sous W(ap) par la representation Up.

 On note fil° l'adherence de (SP)(K) dans Alp. Par prolongertlent continu,
 on dispose d'une representation unitaire de W(ap) dans 1Cp. On la note Up
 et, pour cette action (le W(ap), on a:

 (3.27) H°p- (1t1 )W(ap)

 On note S(K)-EPEE (SP)(K), A = fflpeiF Xtp, ou * vaut pour 0 ou 1 Pour
 f E C(G/H)(K), JPf designe l'element ((#W(ap))-2 ° f)pGDr de S(K)

 Soit Z° l'application lineaire de S(°K) dans C(G/H)(X) (lont la restriction

 a (SP)(K), P E fF, est egale a (#w(ap))ap. Alors ,° et F° sont des mor-
 phismes de (g, K)-modules et Z0:F0 est le projecteur orthogonal 1P mentionne
 dans lapreuve du Theoreme 1. En fait c'est l'identite d'apres ce dernier et le
 Lemme 10 de [CD2]

 THEOREME 3. (i) Si P est tbn element de , on note C(G/H)(P)) I'inter-
 section des noyaux des applications FQ oqi Q decrit les ele'ments de IF distincts
 de P. Cette intersection est e'gale a l'image de JJp. En o?ltre C(G/H)(K) est
 la somme directe orthogonale (pottr le prodait scalaire L?) des (g,K)-modules
 C(G/H)( )) . On note f (P) la projection orthogonale de l 'element f de
 C(G/H)(K) s?lr C(G/H)( )).

 (ii) La transformation de Fourier normalise'e JF° est un isomorphisme
 isome'trique de C(G/H)(g) sur S(K). Par restriction, elle de'5nit un isomor-

 phisme isometrique de C(G/H)(P)) sur (SOP)(K). Cet isomorphisme est la re-

 striction de (#W(clp))-25Qp et son inverse est egal a (#w(ap))-2v7p.
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 (iii) L 'application JFtJ se prolonge en un ope'rateqxr qbnitaire fF° entre

 L2(G/H) et X°. La restriction de fF° a l'adhe'rence L2(G/H)(P), P E 7,

 de C(G/H)(P)) dans L2(G/H) est qbn ope'rateqxr anitaire note' (#W(ap))-2S°p

 entre L2(G/H)(P) et Xp qui prolonge (#W(clp))-2n°p. De me^me, ,fp se pro-

 longe en qbne application line'aire continue ,fp de Xp dans L2(G/H)(P). La

 restriction a Xp de (#W(ap))-l.Xp est e'gale a l'inverse de fFp.

 (iv) On a l 'e'galite':

 - Edim V(6) (XP )*(f)j°(P,E,>\,ni) $) Ni,

 n E C(G/H), 6 E Mp, A E iap.

 Ici, (rBi) est qbne base orthonorme'e de V(6). Pour la signification des *, voir

 plus loin le paragraphe 5, (5.1) et (5.2) en particqxlier.

 En outre A°p et ,fp sont des morphismes de G-modqsles.

 (v) Soit EeH la mesure de Dirac en eH sqsr G/H. On a l 'e'galite' de vecteqsrs

 distribqbtions sqsr Xp:

 dim V(6) J 33

 Otb il fait partie de l'assertion q?se le membre de droite de'finit un vecteur dis-

 tribqbtion sqsr Xp. Ici on regarde r1i comme qbne forme line'aire sqsr V(6) grace

 au prodqbit scalaire.

 (i) Pour f E C(G/H) on a:

 EPeF,6eMp t=l (# W(n p) )-1 X o 4i>?7i 7i (f ) d;2

 oqi (i) est une base orthonorme'e de V(6) et pOfji<rli est la distribqbtion

 (tempe're'e) sur G/H qui, avec les notations du §5.1, est de'finie par:

 P@6> (f) = ((lr^P<)*(f)j°(pX6)) rRi) jo(p 6 )2 n ))

 f E C(G/H), 6 E Mp, A E iap.

 Detmonstration. Les points (i) a (iii) se demontrent comme les points cor-

 respondants du Theoreme 2.

 La formule du point (iv) est immediate lorsque f E C°°(G/H)(ff, grace a

 la definition de Sp (cf. (3.19)) et des "integrales d'Eisenstein" (cf. (3.15)). Mais

 d'apres (iii), le premier membre de cette formule est continu en f E C(G/H).

 Par ailleurs, l'holomorphie de j° et sa temperance faible pour A E ia* ([CD2,

 Th. 3 et son corollaire]), jointe au Lemme 5 (voir plus loin, §5) montre qu'il

 en va de meme du second membre. L'egalite voulue en resulte par densite.

 Le fait que la restriction de Np a C(G/H) est un morphisme de G-modules

 resulte immediatement de cette formule. Par densite et continuite, on en deduit
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 que A°p est un morphisme de G-modules. Soit

 Mp = (#W(ap)) l EsEw( ) Up(s)

 qu'on regarde comme un operateur lineaire continu de Xp dans Xt° . On verifie

 aisement sur la definition de Up (cf. (3.25)) et Up, que Up commute avec

 l'action de G sur Xtp. Donc MP est un entrelacement de G-modules. De plus,

 tenant compte de (3.26), de la formule precedent (3.11) et de l.c. Proposition 9

 (ii), on voit facilement que:

 (3.28) Sp Sp

 On deduit alors de (iii) que:

 (3.29) p = (#W(ap))-1 (<0p)-1 0 Mp.

 L'equivariance sous G de *Xp resulte alors des proprietes analogues de Mp et

 Sp. Cela acheve de prouver (iv).

 (v) I1 est bon de noter qu'on deduit aisement de la theorie de la serie

 discrete que les elements 6 de Mp pour lesquels V(6) n'est pas nul forment un

 sous-ensemble denombrable de M (ou M = Mp), qu'on notera MH,d Alors, le

 second membre de l'egalite de (v) definit un champ mesurable sur MH,d x iap

 de vecteurs distributions de l'integrale hilbertienne (3.22) de representations

 de G. On note ce champ ((E, A). On note par ailleurs @6sMH d ga* (1(6) >) dA

 la desintegration en vecteurs distributions de beH0a$|(H1 )OO E (1ip)-°°. Pour

 tout 6 E M ( ou MH,d), a E S(zap), v E (IE)(K) et n E V(6), la formule (3.24)

 montre que l'on a l'egalite:

 (tieH ° Jp)(a ($) v ($) r1) = / a(>)(((6, >), v 8) r1) d>,
 tap

 l'integrale dans le second membre etant absolument convergente. I1 en resulte

 la convergence absolue et la nullite de l'integrale:

 a(A)(((E, A)-( (E, >), v (3 r1) dA
 iap

 pour 6 E M, a E S(iap), V E (IE)(K) et n E V(6). L'integrabilite locale de la

 fonction A (((E, >)-41 (E, >), v @ n) en resulte facilement ainsi que sa nullite

 presque partout. On en deduit facilement que les champs gi et gi1 sont egaux

 presque partout. Alors (v) en resulte.

 Demontrons (vi). Partant de (iii), on a l'egalite de fonctions C°°:

 ) = , p (#W(ap))-l gp<° ( S )

 pour f E C(G/H), car f E L2(G/H)°°. Utilisant (iv) et (v) on obtient le

 resultat voulu. O
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 On peut introduire les analog;ues non normalises des distributions ° @tcip,r-'.

 Plus precisement, pour P E , 6 E Mp, , ' e V(6), A E iap, on pose, lorsque

 j(P, 6$, A, n), j(P, 6, A, ') sont bien definis:

 p69a'> (f ) = ((1ra,>)*(f )j(P, 6, >, r1')*, j(P, 6, >, r1)), f E C(G/H).

 On a alors:

 COROLLAIRE DU THEOREME 3. Pour f E C(G/H) on a:

 f(eH) = ,p E M E ( )(#W(ap))-1 A pE9^i,r1i(f) Xbp(d >) dA

 Ici les integrales sont absolument converpentes.

 I)emonstratton. Utilisant la formule (3.14) de [CD2], on exprime pE a

 l'aide de p@. On conclut g;race a l'egalite de fonctions meromorphes en A:

 (B(P p fF ),)-1)*B(P, P? 6, A)-1-/lp(d, A)IdvE

 eg;alite qui resulte de l.c. (3.11) et Theoreme 2 (iv). C1

 3.5. Action de ID)(G/H). Pour P e E¢, on va definir sur SP(T) (resp.

 (S1P)(K)) une action de D(G/H) telle que F°p entrelace l'action de D(G/H)

 sur C(G/H,-r) (resp. C(G/H)(ff)) avec celle-ci. On note L au lieu de lLp

 (etc.). Pour w E NK (a0), on introduit le morphisme W t de JB(G/H) dans

 D(L/L n w-lHw) comme suit. On note Lw : wLU-l, [%v = Ad w([). Alors

 on introduit w,xw l'homomorphisme de D(G/H) dans II])(LW/LW n H) defini par

 exemple dans [t?1, (2.1.2)]. Alors wS,wt est la composee de wS,,rw et de Ad w-

 qui erlvoie JB(LW/Lw SH) sur D(L/L n wlHw). Soit A e iAp et D E D(G/H).

 On definit un endomorphisme, wT (D) (A), de A2 (M, r) par:

 (3 30) ((Sr(D))(A) f )w = wg,(D)(A)+w, f E A2(M, r).

 Alors on a:

 (3.31) DE(PX +, A) = E(P, wr(D)(-A)+, A), X E <42(M, 7).

 En effet, par linearite, on peut (avec les notations de [CD2, (2.6), (2.12)]) se

 ramener a + de la forme ffg,?7. Dans ce cas7 cela resulte de [CD27 (3.4)], d'apres

 le resultat correspondant pour les "integrales d'Eisenstein" (cf. [D1, (2.1.3),

 Prop. 3 et demonstration du Lemme 19]) et en utilisant [CD2, eq. (3.3) et

 (3.4)].
 On definit alors une action notee wT de J9(G/H) dans S1 (r) :-

 (E3PE1F S(iAP) X 242 (Mp, T) definie par:

 (3.32) (r (D) (a ($) f )) (A) = a(A)Sr (D) (-A)+, D E JB(G/H),

 P E E?, a E S(iap), f E XA2(MP,)
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 On va definir de faqon stmilaire une action de S)(G/H) sur (SP)(If). D'abordt
 si P E 1F, 6 E MP, A E iaP, on definit une action lineaire de B)(G/g), WE,<, sur
 V(6)WP Par

 (3.33) (SE,>(D)T1)W-USJ[(D)(A)t1W r1 G V(6)WP, A E iaP, w G WP

 On definit alors ane action lineaire, notee iSS de ID)(G/H) sur S(K) :=
 fflP,E 6G2P S(OaP) X (IE)(K) X V(6)WP en posant:

 (3.34) ((z}(D)(a (23 f C) rl))(A)-a(A)9 (3 WE,-A(l))T1

 PROPOSITION 4. t ° entrelace I 'action naturelle de D(G/g) sur C(G/H,r)
 (resp. C(G/g)(ff)) avec l'action Wr (resp. w) s?sr S1 (T) (resp. S(1K)) .

 Demonstration. On deduit de la definition de Mp), P E IF et de (3.31) que,
 pour f E C(G/H,), A G iap, D E D(alH)

 (3.35) (:tp(Df))()\) = (2r(D*)(-A))*(tPf)(0\)

 I1 nous faut determiner (w(D*)(-A))*. D'apres la formule (3.30), il sufflt
 de calculer (wg l(D*)(-A))*. Pour w-1, en utilisant le Lemme 4 de [I)2],
 et (2.1.3) de [D1], on voit que (,,,(D*)(-A))* = sp,(D)(->) On etend
 faciletnent le resultat pour w quelconque et l'on en deduit que:

 (3 . 36) (ST (D* ) (-A) ) * = &)r (D) (->)

 Joint a (3.35), cela donne le resultat pour C(G/E,-r). Le resultat pour
 C(G/H)(K) s'en deduit en utilisant la relation (8.10) de [CI)2] et le fait que,
 avec les notations de 3.5, on a:

 (Df)r = D(fr) D E B)(G/B), f E C(G/H)v. O

 4. Complements

 4.1. S?sr les facte?srs de Plancherel. Quitte a changer d'involation , on
 est amene a determiner ,up(E, A) lorsque r$ est une serie discrete de M/MnE, ou
 P est un sous-groupe parabolique a0-stable et M-Mp. Pour cela, il sufflt de
 plonger 6 dans une serie principale correspondant a un sous-groupe parabolique
 minimal de M (dite serie principale minimale). En effet, les -facteurs de
 Plancherel sont connus pour ces stries (par reduction aux groupes de rang
 un) et les facteurs ,llp(E, A) s'obtiennent par reduction (cf. [KSt, Prop. 10.2]).
 On peut, pour resoudre ce probleme de plongement, supposer que M ^ G, ce
 que nous ferons desormais. Comme H/H° eSt fini, les series discretes de G/H
 sont des series discretes de G/H° et l'on peut se reduire a H connexe, ce que
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 l'on suppose par la suite. Soit 6 une serie discrete de G/H. Alors, par restric-
 tion des fonctions de G/H a G°/H, on obtient un morphisme de G°-modules
 entre 6 et une serie discrete b° de G°/H. Par reciprocite de Frobenius, cela
 donne un morphisme de G-modules entre 6 et l'induite unitaire de G° a G
 de la representation b°. L'induction par etages nous permet alors de reduire
 notre probleme de plongement au cas ou G est connexe. Enfin, on se ramene
 facilement au cas ou G est de centre fini.

 Ce qui precede montre que la determination des facteurs de Plancherel se
 reduit a la determination d'une injection d'une serie discrete de G/H, avec G
 et H connexes, G de centre fini, dans une serie principale minimale de G.

 4.2. Le cas de G¢:/GR. On va etudier le cas ou G est un groupe reductif
 complexe connexe et ff la conjugaison par rapport a une forme reelle. La
 formule d'inversion de Fourier est due dans ce cas a P. Harinck [H2, Th. 7.4].

 On va expliciter les elements de notre formule. Les deux propositions
 qui suivent, jointes au corollaire du Theoreme 3, conduisent a une formule
 tres similaire a celle de P. Harinck, la comparaison des vecteurs distributions
 H-invariants restant a completer.

 D'abord on va voir que les series discretes sont des series principales mini-
 males unitaires. On se ramene a H connexe et G semi-simple, ce que l'on sup-
 pose dans la suite. Dans ce cas, d'apres [OM], G/H admet des series discretes
 si et seulement si l'algebre de Lie de H est une forme reelle deployee de , ce
 que l'on suppose desormais. Soit a une sous-algebre de Cartan deployee de b
 et t= ia. Soit T (resp. A) le sous-groupe analytique de G d'algebre de Lie t
 (resp. cl) et P-TAN un sous-groupe parabolique minimal de G contenant
 TA. I1 est v-stable. On note W le groupe de Weyl du systeme de racines de
 a dans b qui s'identiZe a celui de t dans . Alors B(G/H) s'identiZe a S(t)W.
 Pour A E <, on note V, l'adherence dans L2(G/H) de l'espace (V2V)(K) des
 fonctions C°<' et de carre integrable sur G/H, K-finies et propres sous B(G/H)
 pour la valeur propre A. On peut se ramener au cas ou la partie imaginaire de
 1t, identiZee a un element de a*, est P-dominante, ce que l'on fait desormais.
 Alors, il resulte de [OM] que si V, est non nul, on a:

 A est element dzu reseatu engendre par les pltus hatuts poids des
 (4.1) representations irredzuctibles de K ayant zun vectezur invariant non

 nalsousSCH

 et

 (4.2) A est re'gulier par rapport aux racines de t dans g.

 PROPOSITION 5. Si A verifie (4.1) et (4.2), V, est isomorphe a la serie
 principale anitairement indzuite par le caractere de P trivial szur AN et dont la
 restriction a T admet A pour diffe'rentielle.
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 Demonstration. On va utiliser la Proposition 8 de [D1] en y prenant M =
 G. On remarque que dans la demonstration de celle-ci on ne se sert que des
 proprietes (4.1) et (4.2) de A. On en deduit que si A est comme dans l'enonce
 et A comme dans la Proposition 8 de [D1], on a, avec les notations de celle-ci:

 ( ) P-AS(VA X F1) = Va .

 Mais en prenant n assez grand dans l.c. (ii), on voit, grace a [S, Th. 6.1], que
 V, est de la forme annoncee. En effet on peut prendre Gd egal a G et Hd egal
 a nouveau a H. Les orbites fermees de Hd dans Gd/P correspondent a des
 orbites de sous-groupes paraboliques minimaux a-stables. Ceux-ci sont tous
 conjugues entre eux sous Hd. Il n'y a donc qu'une seule orbite fermee de Hd
 dans Gd/P. Alors, tenant compte de [OM] et [V], on voit que si V, (ou V,) est
 non nul, c'est une representation irreductible de G. Par ailleurs, on note que
 dans [S, §4], p-2pc est nul. Enfin, pour n assez grand, A satisfait la condition
 (6.1) du Theoreme 6.1 de [S] d'ou l'on deduit le resultat voulu pour V,. Mais
 Va est irreductible ounul, d'apres ce qui precede. Par ailleurs, grace a (4.3)
 et en utilisant une P-filtration de F1, on voit que V est non nul et contient la
 serie principale voulue. La proposition en resulte. C1

 On revient a la situation du debut du paragraphe mais on suppose G
 semi-simple, complexe, connexe, simplement connexe. Si P E 1F donne une
 contribution non nulle a la formule de Plancherel, il existe wo E Wp tel que
 Mp/Mp n wo-1Hwo possede des series discretes. Notant Q := wOPwO 1, ce
 dernier est un element de F tel que MQ/MQ n H possede des series discretes.
 On veut determiner V(6) pour 6 element de Mp. Par transport de structure
 on se ramene a faire le travail en remplagant Mp par MQ. On note M au lieu de MQ dans la suite.

 Precisons les notations. L'espace a0 est egal a itf, ou tf est une sous-
 algebre de Cartan de t n b. On complete tf en une sous-algebre de Cartan
 fondamentale de 4, jf = tf @ af, ou af est contenu dans b n s.

 Le fait que M/MnH possede des series discretes se traduit par le fait qu'il
 existe une sous-algebre de Cartan 0-stable de 4, jo, telle que, notant ao (resp.
 to) son intersection avec s (resp. t), on ait aQ egal a ito. On note WG(jo) le
 quotient du normalisateur dans G de jo) NG(jo) par son centralisateur ZG(jo).
 On a des notations similaires en remplacant G par un sous-groupe et jo par un autre sous-espace de g.

 PROPOSITION 6. On note WM l'ensemble forme' des e'le'ments w de WM
 tels q?se M/M n w-lHw possede des series discretes.

 (i) Si w est 1sn element de WM, il existe tbn element x de NG(jo) n ZG(O)
 tel q?se HwP soit egal a HxP.

 Cette correspondance de'termine par passage au quotient ane bijection en-
 tre WM et WH(jO) \ WG(jO)
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 (ii) Si 6 est ?un element de M, on a V(E,w) = O pour to1st w ¢ WM. De

 pl1ss on a, 01b bien, pour to1st w E WM, V(6)W) = O, 08 bien pour to1st w E WM,

 V(6,w) ¢:.

 Demonstration. Soit al le sous-espace de ao tel que le centre de m (= mQ)

 soit egal a (al)<C :3t0. Soit w E WM. Alors M/Mnw lHw a des series discretes.

 Geci equivaut aux deux conditions suivantes:

 (1) Notant Mder le sous groupe derive de M, Mder/Mder n w-1Hw est une

 forme reelle deployee de Mder

 (2) Le quotient du centre de M par son intersection avec w-1Hw est com-

 pact.

 Traduisons d'abord cette derniere condition. Comme to est inclus dans tf,

 l'involution ¢w (cf. le debut de 3.1) fixe les elements de to et laisse donc invari-

 ante m et le centre 3(m) de m. L'algebre de Lie de Z(M)Cw-1Hw est l'ensemble

 des points fixes par aw de 3(m), 3(m)w. Elle est egalement stable par 0. La

 condition (2) implique que 3 (m)w contient un supplementaire dans 3 (m) de

 ial @ to) qui est l'algebre de Lie du plus grand sous-groupe compact connexe

 do centre de M. La stabilite de 3(m)W sous 0 implique que ce supplementaire

 peut etre choisi S-stable, donc egal a a1. On vient donc de voir que les elements

 de al sont fixes par aw) c'est a dire que Ad w (al) est inclus dans b.

 Revenons a la condition (2). Soit u E Mder qui conjugue les deux formes

 reelles deployees de Mder) Mder nH et Mder Cw-lHw. Soit al l'orthogonal

 de al dans ao, pour la forme de Killing de . Alors al (resp. u(al)) est

 une sous-algebre de Cartan deployee de l'algebre de Lie de Mder n H (resp.

 Mder n w-1Hw). On en deduit que (Ad wu)(al) est contenu dans b. Par

 ailleurs Ad w (tf) est inclus dans tf puisque w normalise a0. Donc Ad w (to)

 est inclus dans b.

 Enfin, comme u est element de Mder, il fixe les elements de to et de al.

 Joint a ce qui precede, cela implique que (Ad wu)(jo) est contenu dans b C'est

 donc une sous-algebre de Gartan de b conjuguee a jo par un element de G, donc

 aussi par un element de H, d'apres les proprietes des sous-algebres de Cartan.

 On vient de prouver l'existence de v E g tel que (Ad vwu)(jo)-jo. Notant

 xl = vwu, on a xl E NG(jo) et HwQ = Hx1Q.

 On note Ll le centralisateur dans G de ao, ZG(a0). On sait que l'application

 naturelle de WLl(jo) dans WH(jo)\WG(jo) determine par passage au quotient

 une bijection de source WLlnH(jo) \ WL1 (jO) (cf. [H1, §1.4]). Ceci permet de

 remplacer xl par un element x de NL1 (jO) qui satisfait HwQ = HxQ. D'ou

 l'on deduit la correspondance annoncee dans (i).

 On va montrer l'injectivite de l'application qu'on en deduit de WM dans

 WH(jo) \ W(jo). Pour cela il suffit de voir que si x, y E XL1 (jO) sont tels que
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 HxQ = HyQ, alors xy-l determine un element de WH(jo). Cela prouvera
 aussi que l'image de x dans WH(jo) \ WG(jo) est completement determinee par
 HxQ, et donc, avec les notations ci-dessus, ne depend pas du choix de x tel
 que HwQ = HxQ. Quitte a changer Q en yQy-l, on se ramene a y-e.

 Si al est une racine imaginaire non compacte de jo dans , on note H^ la
 coracine de Ol et on choisit un vecteur de poids Ol (reSp.-Ol), Xa (resp X_OE)
 de sorte que [Xa, X_a] = Ho) C(XO8) = X_O8. On pose 9R = exp l2r (Xote-X-ot) .
 Alors Ad 9 induit sur jo la reflexion par rapport a Ol et a(9a)-l9 = 92 =
 exp i1rH^ff. Alors, d'apres [H1, Lemme 1.6], il existe un element h de NLlnH(jo),
 un element l de ZG(jo) et un ensemble de racines imaginaires non compactes,
 +, deux a deux fortement orthogonales tels que x = hgV,l, ou 9f, est egal au
 produit des 9a, Ol G +. On remarque que ces derniers commutent deux a deux.
 Mais alors on voit que 9f, verifie les memes hypotheses que x et que l'on peut
 prendre x egal a 9g,, ce que l'on fait dans la suite.

 I1 resulte de ce qui precede que crtx)-lx est egal au produit des exp tFrHOg,
 Ol E +, donc c'est un element de H qui centralise jo. On note L le centralisateur
 dans G de a = aQ. Par ailleurs, comme x appartient a HQ, on peut ecrire
 x = hm(exp X)n ou h E H, m E M, X E ito, n E NQ. Alors a(x)-lx
 est egal a a(n)-la(m)-lm exp 2X n. Comme c'est un element de L n H et
 que l'application de 0(NQ) x L x NQ dans G, qui a (e, l, n) associe uln, est
 un diffeomorphisme sur son image, on a n = e puis X = 0. Donc x = hm.
 Comme x = g+, il centralise ao. Alors Ad m(ao) est egal a Ad h-l(ao)) et
 est donc contenu dans m n . C'est une sous-algebre de Cartan de m n b (car
 c'est le cas de ao) qui est conjuguee de ao par l'element m de M, donc aussi
 par un element m' de M n H. Alors m'-lm est un element de M qui induit
 un element du groupe de Weyl de ao dans m. Celui-ci peut etre induit par un
 element de M n H. Donc, quitte a changer m' dans M n H, on peut supposer
 que Ad(m'-lm) est trivial sur ao. Comme x = hm'm'-lm et que m'-lm
 centralise to comme element de M n H, l'element hm' de H induit sur jo la
 meme action que x. Ce que l'on voulait demontrer.

 Notre application est bien injective. Montons qu'elle est surjective. Grace
 a [H1, 1.4 et Lemme 1.5], on est ramene a demontrer que tout element x
 de WG(jo) induit par un element de la forme gV,, ou X est un ensemble de
 racines imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales, est un
 element de l'image de notre application. A l'aide de transformations de Cayley,
 on peut construire c element de L, qui conjugue les sous-algebres de Cartan
 (jf),: et (jo)<:, qui envoie l'orthogonal de to dans (jf)¢: sur (ao),: et qui induit
 l'identite sur to. Alors gV, := c-lgf,c est un element de G qui induit l'identite
 sur l'orthogonal de to dans (jf)c et coincide avec gf, sur to. Alors gf normalise
 {t. De plus ggXggXl est un element de L, et l'on a HgV,Q = Hgf,Q. On note
 wl la restriction de Ad gf, a a0 = iff. Soit w l'element WM qui represente la
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 (WJH, W0M)-double classe contenant wi. En utilisant la definition de w, il est
 facile de voir que 1' espace symetrique M/M n w-1Hw est conjugue par un

 element de M 'a M/M n g Hp,, puis que ce dernier est conjugue par jp 'a
 M/M n H, car jp normalise to donc M. Donc M/M n w-Hw a des series
 discretes comme M/M n H, w est un element de WL et x est egal a l'image
 de w par notre application. Notre application est donc bijective.

 Montrons (ii). Soit w c WM . D'apres ce qui precede, on peut choisir b tel

 que, comme ci-dessus, w represente la restriction wl de Ad ,o' a0. Soit 6 un
 element de M. Il faut voir que c'est une serie discrete de M/M n w-1Hw si et

 seulement si c'est une serie discrete de M/M n H. Par transport de structure,

 il suffit de voir que jp6 est une serie discrete de M/M n H si et seulement si 6
 verifie la meme propriete. Supposons d'abord que 6 soit une serie discrete de

 M/M n H. Comme jpg-1 est un element de L, jp6 est equivalente 'a g9,6. On
 va montrer que cette derniere est equivalente 'a 6. La restriction de 6 a Mder

 est, d'apres la proposition precedente, equivalente 'a une serie principale induite
 a partir d'un sous-groupe parabolique minimal u-stable dont le sous-groupe de

 Levi admet (al),c comme algebre de Lie. Comme Ad gp agit trivialement sur
 ao, on en deduit aisement que cette restriction a Mder est invariante par g,.
 Pour les memes raisons, la restriction de 6 au sous-groupe analytique de M

 d'algebre de Lie 3(m) n (ao)lc est invariante par g9p. Le sous-groupe analytique
 de M d'algebre de Lie to est contenu dans l'intersection de H et du centre de
 M. La restriction de 6 a ce sous-groupe est donc triviale. Elle est donc aussi

 invariante par gp. Finalement on a bien montre que 6 est invariante par gp;
 par consequent jp6 est une serie discrete de M/M n H.

 Relciproquement si jp6 est une serie discrete de M/M n H, d'apres ce
 qui precede 926 verifie la meme propriete. Comme j2 est element de L, cette
 derniere representation de M est equivalente a 6. Alors 6 est une serie discrete

 de M/M n H comme desire. L'assertion sur la dimension des V(6, w) resulte
 de la proposition precedente. FE

 5. Un resultat auxiliaire sur les vecteurs distributions

 H-invariants temperes

 5.1. Nous devons maintenant tenir compte de notre definition des vecteurs

 distributions d'une representation comme formes lineaires (et non antilineaires)
 continues sur l'espace des vecteurs C'. Si V est un espace vectoriel complexe,

 localement convexe separe, on note Vc l'espace vectoriel conjugue de V et

 (Vc)f l'espace vectoriel des formes antilineaires continues sur V qui s'identifie
 antilineairement au dual topologique V' de V par l'application ii S-4 v* definie
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 par:

 (5.1) v*(v) = v(v).

 On notera parfois (v, v) au lieu de v(v) pour v E (VC)' et v E V. Si V est muni
 d'une representation continue, 7r, l'espace (VC)' est muni d'une representation
 de G, 1r*, telle que:

 (5.2) *(g)v* = ('(g)v)*, v E V', g E G.

 Si V est l'espace des vecteurs C°° d'une representation unitaire 7r de G, l'espace
 V s'identifie a un sous espace de (VC)' grace au produit scalaire. De plus:

 5 3 Pour tout 7J E (VC)' (resp. ((VC)')ff) et tout f E Cc (G) (resp.
 ( * ) Cc (G/H)), 7r*(f)v est element de V.

 5.2. Maintenant (7r, H1r) est une representation unitaire de longueur finie
 de G et ( un vecteur distribution H-inarariant. On note ,(S le morphisme continu
 de G-modules de Hx dans C°°(G/H) defini par:

 (54) IB(v)(gH)-(1r'(s)d,,v), gEG, vEH°°.

 On rappelle que, suiarant la terminologie de [CD1, App. C], ( est faiblement
 H-tempere si ,(S(H1r)(K) est contenu dans l'espace >4temp(G/H) des fonctions
 K-finies, E)(G/H) finies et temperees sur G/H. Pour d E X, on introduit
 comme dans [CD1], la fonction Wd sur G/H definie par:

 (5.5) Wd(X) = (Nl(X))d

 Alors, pour d > 0, Wd est un poids continu (cf. l.c. Appendice C) et on dispose
 d'une representation continue de G dans L2(G/H, wd dx), par action reguliere
 gauche . Sa representation contragrediente s'identifie a l' action reguliere gauche
 de G dans L2(G/H, w-d dx).

 LEMME 5. On s1sppose qtse ( est 1sn vectetsr distrib1stion fazblernent
 H-tempe're'.

 (i) n existe d > 0 tel que p soit un morphisme contznu de G-mod1sles
 entre H°° et L2(G/H,w_d dx)°°; t.e. ( est 1sn vectetsr dzstrtb1stion H-ternpe're'
 a1s sens de [CD1, App. C].

 (ii) n existe ane semi-norme continue sur C(G/H), jp, et ane semi-norme
 contznue sur H°°, q, telles que, pour f E C(G/H) et v E H°° I'inte'grale:

 X f (gH) (1r' (9)d, ,v) dg
 G/H

 sozt absol7>ment convergente et majore'e en module par p(f )q(v). Pour f fixe'
 elle de'finit 1sne forme antiline'atre contzn1se s1sr H°° q1bi est e'le'rnent de H°°
 avec l'zdentification d1s 04.1. Lorsque f E Cc (G/H), cet e'le'ment est e'gal a
 r* ( f )(,* . On conserve cette notation si f E C(G/H) .

 (iii) L'applzeation f I > 1r*(f)(,* est contznue de C(G/H) dans H°°.
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 Demonstration. On montre d'abord que tout element de (ff7r)(K) est une

 combinaison lineaire d'elements de la forme 1r(f)v ou v E (H7r)(K) et f E

 Cc (G) est K-finie a gauche. En effet, lorsque v decrit (ff7r)(K)) et ) decrit

 les elements de Cc (G) se transformant a gauche sous un K-type donne, ces

 vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel dense de la composante isotyp-

 ique correspondante. (Somme celle-ci est de dimension finie, puisque 1r est

 de longueur finie, on a le resultat voulu. On peut alors choisir f1,..., fn C

 Cc (G), K-finies a gauche, v1, . . . ,vn E (H7r)(X) tels que les vecteurs wi :=

 (fi)vi, i-1) . . . ) n, engendrent le U(0)-module (ff7r)(K) D'apres la propriete
 de temperance faible de (, il existe d > O tel que p(vi) E L2(G/H, w-d dx) pour

 tout i. Mais /3(1r(fi)Vi) = fi * /3(Vi). Donc p(wi) appartient a

 L2(G/H, w-d dx)°°. I1 en va de meme de p(v) pour tout v C (H7r)(K) . Alors,

 tenant compte du fait que L2(G/H,w_d dx)°° est un G-module a croissance

 moderee comme espace des vecteurs C°° d'une representation hilbertienne (cf.

 [W, Lemme 11.5.1]), on voit que la restriction de ,l} a (ff7r)(K) se prolonge en

 un morphisme continu de G-modules entre Ht, et L2(G/H, w-d dx)°° (cf. [W,

 Th. 11.6.7] et [D1, Prop. 1]). La continuite de p de H°° dans C°°(G/H) ainsi

 que celle de l'injection naturelle de L2(G/H,w_d dx)°° dans C°°(G/H) (qui

 resulte des inegalites de Sobolev) montre que ce prolongement coincide avec ,li.

 D'ou (i)

 Demontrons (ii). D'apres (i), il existe une semi-norme continue, p, sur

 H telle que:
 \ 1

 t:(V)(X)12W_d(X) dx ) < p(v).

 Par ailleurs, il resulte facilement de la definition de C(G/H) qu'il existe une

 semi-norme continue q sur C(G/H) telle que:

 / \ 1

 tXG/H tf(X)t Wd(z) dX) < q(f)

 Alors p et q verifient les proprietes voulues grace a l'inegalite de Cauchy-

 Schwarz. Le reste de l'assertion resulte des definitions, mis a part le fait que

 1r*(f)(* est element de H°° pour tout ( E C(G/H). Mais C(G/H) est un

 G-module differentiable dans un espace de Frechet. D'apres [DiMa, Th. 3.3],

 tout element de C(G/H) s'ecrit comme combinaison lineaire d'elements de la

 forme I * I' ou 1' E C(G/H) et l E CC (G). Alors, on verifie facilement, grace

 au Theoreme de Fubini, que:

 X (I * I )d -T (1)(7 (I )d ).

 D'ou l'assertion.

 (iii) Comme H°° et C(G/H) sont des espaces de Frechet, il suffit de verifier

 que le graphe de l'application lineaire consideree est ferme. Soit (fn) une
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 suite convergeant vers O dans C(G/H). DXapres (ii), on voit que pour tout

 W E H, (T*(fn)(*)(v) converge vers 0. Si T*(fn)( Gonverge vers vo E g:

 on en deduit que (vo,v) = O pour tout v e Hs, donc vo = O. Alors (iii) en

 resulte. O
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