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Annals of Mathematics, 147 (1998), 417-452

Formule de Plancherel pour les espaces
symétriques réductifs

Par PATRICK DELORME

Introduction

I1 nous semble utile de donner le plan d’ensemble de notre démonstration
de la formule de Plancherel et de la situer par rapport a d’autres travaux.

Nous avons d’abord, en collaboration avec J. L. Brylinski [BD] (grace aux
D-modules) puis avec J. Carmona [CD1] (grace aux foncteurs de translation
et & la thése de Bruhat), établi le prolongement méromorphe des intégrales
d’Eisenstein. Dans le cas des sous-groupes paraboliques o6-stables minimaux,
ces résultats sont dus & G. Olafsson [Ol] et E. van den Ban [B1], [B2]. Il faut
aussi mentionner le travail de T. Oshi t J. Sekiguchi [OS] sur les espaces
de type G/ K. @r

L’étape suivante a été la preuve de la tempérance et de majorations, sur
P’axe imaginaire pur, du prolongement méromorphe des intégrales d’Eisenstein
[D1] (cf. [B2] pour le cas des sous-groupes paraboliques o6-stables minimaux).
Pour la tempérance, I'utilisation de la théorie des séries discretes de T. Oshima
et T. Matsuki [OM], initiée par M. Flensted-Jensen et basée sur I'importante
dualité introduite par celui-ci [FJ], joue un role déterminant. Il en va de méme
d’un critére de tempérance de T. Oshima [O] et de 'utilisation des foncteurs de
translation dans différentes situations (voir [V]). Les majorations sont déduites
de la tempérance en utilisant une technique d’E. van den Ban [B2], qui s’adapte
facilement & notre situation.

Dans [BCD], en collaboration avec E. van den Ban et J. Carmona, nous
avons introduit la notion de fonction II} , (pour rappeler une terminologie
de Harish-Chandra), formé les paquets d’ondes dans l’espace de Schwartz et
obtenu un critére pour qu’une fonction soit I1} ;. Les intégrales d’Eisenstein,
multipliées par un polyndéme convenable, sont des fonctions I1} . Cette partie
est trés proche d’une partie du travail [H-C1] de Harish-Chandra pour le cas
des groupes. Ce développement a été rendu possible par la théorie du terme
constant de J. Carmona [C].
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Parvenu & ce point, outre 'utilisation cruciale du travail [Be|] de J. Bern-
stein sur le support de la mesure de Plancherel (cf. [CD1], Appendice C et
[CD2|, paragraphe 9), c’est la troncature ou plus précisément ’évaluation
asymptotique de produits scalaires tronqués (cf. [D2, théoréme 1] et le présent
article, Proposition 1) qui est la clef de la fin de notre preuve de la formule de
Plancherel.

Ces évaluation asymptotiques ont été obtenues dans le cadre des fonctions
II; ,; et largement influencées par le travail d’Arthur [A]. Elles ont fourni les
résultats essentiels suivants:

(1) D’abord, les relations de Maass-Selberg ([D2, théoréme 2]), qui im-
pliquent ’holomorphie au voisinage de ’axe imaginaire pur des intégrales
d’Eisenstein normalisées. Cette holomorphie est prouvée dans le travail avec
J. Carmona ([CD2, théoréme 2]) ol on définit du méme coup la transfor-
mation de Fourier normalisée, F9, sur I’espace de Schwartz des fonctions 7-
sphériques ou K-finies. Dans ce méme travail, les fonctions C sont introduites
ainsi qu’un candidat, Z°, & étre I'inverse de la transformation de Fourier. Cela,
généralise, par des méthodes différentes, certains résultats d’E. van den Ban
[B1], [B2], ainsi que d’E. van den Ban et H. Schlichtkrull [BS2] pour le cas des
sous-groupes paraboliques o6-stables minimaux.

(2) Ensuite, la détermination de la transformée de Fourier normalisée
des paquets d’ondes ([D2, théoréme 4]). Il en résulte que ZOF? est un pro-
jecteur orthogonal, noté P dans cette introduction, qu'’il s’agisse de fonctions
T-sphériques ou K-finies. De plus FOZ9 est égal & 'identité (voir le Théoréme 6
de l’article [CD2] avec J. Carmona). On rapprochera ces résultats de ceux d’
E. van den Ban et H. Schlichtkrull [BS2], bien que la encore nos méthodes
soient tres différentes.

(3) Enfin une formule pour le produit scalaire (i.e. 'intégrale du produit)
d’un paquet d’ondes avec une fonction tempérée D(G/H)-finie 7-sphérique
(Proposition 3 du présent article). Ici D(G/H) désigne 1’algébre des opérateurs
différentiels sur G/H invariants par les translations & gauche par les éléments
de G.

C’est ce dernier point qui permet d’achever la démonstration de la formule
de Plancherel, c’est & dire de montrer que P est égal & l'identité. En effet
avec J. Carmona dans [CD2, §9], nous avons établi un critére pour que P soit
l’identité. Il repose sur le fait que toute fonction de carré intégrable sur G/H se
désintegre en fonctions D(G/H)-finies tempérées (cf. 'appendice C.2 de [CD1],
qui est comme on ’a déja dit, une conséquence du travail de J. Bernstein). Ce
critere nous dit essentiellement que P est l'identité si et seulement si toute
fonction tempérée D(G/H )-finie 7-sphérique orthogonale & 'image de P est
nulle. Mais I'image de PP est engendrée par des paquets d’ondes et la formule ci-
dessus permet d’exprimer ’orthogonalité & ’image de P. On conclut facilement
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FORMULE DE PLANCHEREL 419

que P est égal & l'identité. C’est notre premiére version de la formule de
Plancherel (Théoréme 1).

Les résultats sont ensuites explicités pour les fonctions 7-sphériques puis
les fonctions K-finies: formule d’inversion de Fourier, image de ’espace de
Schwartz correspondant (Théoremes 2 et 3). Grace & une étude des vecteurs
distributions tempérés, menée a bien grace au théoréme de continuité automa-
tique de W. Casselman et N. Wallach (voir [Cassl] ou [W]), on montre que le
prolongement de la transformation de Fourier & ’espace de Schwartz C(G/H)
est un morphisme de G-modules. On écrit aussi la formule d’inversion de
Fourier pour les éléments de C(G/H) (Théoréme 3).

Nous reformulons nos résultats en fonction des intégrales d’Eisenstein et
des vecteurs distributions non normalisés. Des “facteurs de Plancherel”, liés
aux intégrales d’entrelacement, appai*a,isent. Nous montrons, au §3.5, comment
leur calcul se réduit & la détermination d’une injection de chacune des séries
discrétes dans une série principale.

Dans le cas des groupes, c’est a dire G = G; X G1 et o est la permutation
des facteurs, c’est de cette maniére qu’est effectué le calcul des facteurs de
Plancherel par A. Knapp et G. Zuckerman dans [KZ] & ’aide des noyaux de
Szegd [KW], ce calcul étant originellement du & Harish-Chandra [H-C2]. Par
ailleurs nos intégrales d’Eisenstein se comparent & celles de Harish-Chandra
grace aux intégrales d’entrelacement. Spécifié au cas des groupes, notre travail
donne alors une autre démonstration de sa formule de Plancherel (mis & part
le calcul des facteurs de Plancherel).

Dans le cas de G¢/GR, la formule de Plancherel est due & Pascale
Harinck [H2], Théoréeme 7.4. En utilisant le travail de H. Schlichtkrull [S]
sur les parametres de Langlands des séries discretes et le comportement de
celles-ci par les foncteurs de translation [V], on peut calculer les facteurs de
Plancherel, car les séries discrétes sont des séries principales (Proposition 5).
Ainsi on obtient une formule trés similaire & celle de P. Harinck.

Le présent travail a été élaboré au cours de 'automne 1995. A la méme
période, E. van den Ban et H. Schlichtkrull ont établi le théoréme de Paley-
Wiener pour les espaces symétriques réductifs. Leur preuve, jointe & notre
résultat avec J. Carmona sur ’holomorphie des intégrales d’Eisenstein nor-
malisées (cf. (1) ci-dessus) implique également la formule de Plancherel.

Enfin, en réponse a ’annonce de notre résultat, T. Oshima nous a informé
qu'’il disposait d’une preuve depuis 1984.

Mentionnons qu’en 1989 nous avons bénéficié de conférences de W. Cassel-
man sur la troncature pour SL(2,R)/SL(2,Z) (cf. [Cass2]) et pour les espaces
riemanniens symétriques. Bien que le point de vue d’Arthur ait finalement
prévalu, ces conférences ont eu une influence importante sur notre travail.
Nous tenons aussi & remercier W. Casselman d’avoir porté & notre connais-
sance, a la méme époque, le travail de J. Bernstein sur le support de la mesure
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420 PATRICK DELORME

de Plancherel. C’est notre conviction que ce travail allait rendre la formule de
Plancherel facile, ou du moins possible, & établir qui a été notre motivation
initiale. Cette conviction se voit aujourd’hui confirmée.

0. Notations. Choix des mesures

Si E est un espace vectoriel, on note Idg ’application identique de E, E*
son dual. S’il est réel E¢ désigne son complexifié et S(F) lalgebre symétrique
de E¢. Le symbole ’ indiquera soit le dual topologique d’un espace vectoriel
topologique soit ’application transposée d’une application linéaire continue.

Si S est un groupe de Lie réel, S° désigne sa composante neutre, e ou eg
son élément neutre, Z(S) son centre, s son algebre de Lie, 3(s) le centre de s,
U (s) Valgebre enveloppante de sc, Z(s) le centre de U(s), S son dual unitaire.

Soient G un groupe réductif dans la classe de Harish-Chandra, o une
involution de G, 6 une involution de Cartan de G commutant avec o, H un
sous-groupe ouvert des points fixes de o, K le sous-groupe des points fixes
de 0. Soit s (resp. q) le sous espace propre de la différentielle de 6 (resp. o)
notée encore de méme, pour la valeur propre —1. Si P est un sous-groupe
parabolique of-stable de G, on note Lp ou L son sous-groupe de Levi stable
par o et 6, i.e. Lp = PN §(P), dite composante de Levi, Np son radical
unipotent et P = MpApNp sa o-décomposition de Langlands. En particulier
on note G = MgAg la o-décomposition de Langlands de G. Ici Ag est le
sous-groupe de la composante déployée de G formé des éléments a de celle-ci
tels que o(a) = a~!. On l’appelle composante o-déployée de G. Clairement,
si P est un sous-groupe parabolique of-stable de G, (Lp, 0|1, 0|1, H N Lp)
vérifie les mémes hypotheéses que (G, o, 0, H), et de méme en remplagant Lp
par Mp. Toutes les notations introduites pour (G, o, 6, H) sont étendues aux
quadruplets vérifiant les mémes hypotheses. ‘

On dispose d’une application Hg de G/H dans ag qui, & gH, associe
loga € ag ou g = ma avec m € Mg, a € Ag. Notez que H est contenu dans
Mg. De plus, on a:

(0.1) (Mg/H) % ag est difféomorphe ¢ G/H par Uapplication
(z,X) > (exp X)z.

On se fixe dans toute la suite de I’article un sous-espace abélien maximal de
sMNq, ag. On note Ly le centralisateur dans G de ag. C’est la composante
de Levi d’un sous-groupe parabolique of-stable minimal. Il admet pour o-
décomposition de Langlands Ly = MpAgp o Ay = expayg. On a G = KLyH.
Soit P un sous-groupe parabolique of-stable contenant Lg. Alors Ly est
contenu dans L (= Lp) et Ar, est contenu dans Ag. On note X p ’ensemble
des racines de ap dans np. On peut aisément définir I’ensemble des racines
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FORMULE DE PLANCHEREL 421

réduites, X’p, ainsi que I’ensemble Ap des racines simples de £p. On note
ap ={X €ap|a(X) >0, a € Ap}. Si Q est un sous-groupe parabolique of-
stable de G contenant P, on note Ag I’ensemble des éléments de Ap qui sont
des racines de ap dans 'algebre de Lie ng du radical unipotent du sous-groupe
parabolique of-stable P N Mg de Mg,.

On appelle o-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d’un
sous-groupe parabolique of-stable contenant Ly. Si L est un o-sous-groupe de
Levi de G, on note L(L) ’ensemble des o-sous-groupes de Levi de G contenant
L, P(L) ’ensemble des sous-groupes paraboliques of-stables de G dont la com-
posante de Levi est égale & L, (L) ’ensemble des sous-groupes paraboliques
o0-stables de G dont la composante de Levi contient L. Si L = Ly, on notera
L au lieu de £(Lg), etc.

On note Wy le quotient du normalisateur Nk (ag) de ag dans K par son
centralisateur. Soit W(f (resp. Wé"’ ) Pensemble des éléments de Wy admettant
un représentant dans l'intersection de H (resp. M) avec Nk (ag). On fixe dans
Nk (ap) un ensemble Wy (noté aussi W) de représentants des (W7, W@M )-
double-classes. C’est, pour tout sous-groupe parabolique of-stable () de G
de sous-groupe de Lévi L, un ensemble de représentants des (H, Q)-doubles
classes ouvertes de G.

On se fixe dans toute la suite de ’article un ensemble de racines positives,
Y9, du systeme de racines de ay dans la sous-algebre de Lie de g, g%, formée
des points fixes de 0. On note Pg (st pour standard ) le sous-ensemble de
P formé des P € P tels que I’ensemble des racines de ap dans l’algebre de Lie
de P contienne Y.,9. Pour L € L, on note Py (L) (resp. Fyst(L)) Pensemble des
éléments de P(L) (resp. F(L)) contenant un élément de Pg. On ajoutera L
en indice supérieur dans tout ce qui précede, si on remplace G par un élément
L de L£(Lg). Tous les ensembles ci-dessus sont finis, mais contrairement au
cas des groupes, Ps; n’est pas nécessairement réduit & un élément. Si P est
un élément de P, on note Wp un ensemble, contenant e, de représentants
dans Nk (ag) de ’ensemble des éléments w de Wp/ WéVIP tel que wPw™! soit
standard.

On dit que deux sous-groupes paraboliques of-stables, P et @, sont o-
associés si ap et ag sont conjugués par un élément de K. On choisit un ensem-
ble F de représentants des classes de o-association de sous-groupes paraboliques
of-stables, qui est contenu dans Fy. Un tel choix est possible (cf. [CD2,
lemme 8)). Si P est un élément de F, on choisit Wy, égal & Wp.

On se fixe une forme bilinéaire B sur g, Ad G-invariante telle que la forme
quadratique sur g, X —| X ||? := —B(X,6X), soit définie positive. On
suppose en outre que B est invariante par o et 6, coincide avec la forme de
Killing sur [g,g] et que le centre 3 de g est orthogonal & [g,g]. Si L € L, on
notera af 'orthogonal de ag dans ar, pour B. Si P € P(L), on note p la
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422 PATRICK DELORME

fonction sur L/L N H définie par:
(0.2) 6p(l) = e*PPHLW) 1 e L/LNH,

ol pp € “6 est la demi-somme des racines de ap dans np, comptées avec leurs
multiplicités.

La forme B détermine un produit scalaire sur ar, L € L, ce qui détermine
une mesure de Haar sur az,. On munira ¢a} de la mesure duale. Précisons cette
notion. Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie et dX une mesure
de Haar sur E. Pour f élément de l’espace de Schwartz S(E), on définit sa
transformée de Fourier relativement & dX, f € S(GE*), ot E* est le dual de E,
par: f(\) = [ F(X)e=MX)dX, X € iE*. On identifie (:E*)* & E en posant
(X, \)) = —(A\, X), pour X € E, A € iE* (car i2 = —1). La mesure duale de
dX est la mesure de Haar sur :E*, d), telle que notant encore "la transformée
de Fourier relativement & d), de S(iE*) dans S(E), on ait (ff = f pour
f € S(E). La transformée de Fourier s’étend naturellement aux distributions.

L’espace symétrique Mp/MyN H est compact et on le munit d’une mesure
Mpy-invariante de masse totale 1. Utilisant I"isomorphisme (0.1), en y rem-
placant G par Ly et notre choix de mesure sur aj, on en déduit un choix de
mesure invariante par Ly sur Lg/Lg N H.

On note Hy au lieu de Hr,. Si Py € Pst, on note:

(0.3) (Lg/Ly ﬂH);O ={leLy|a(Hyl) >0, ac APO}-

Si o € ¥p,, on note p, sa multiplicité dans g°? et g, sa multiplicité dans
sNh@etNg. On définit une fonction Dp, sur Ly/Lg N H par:

(04) Dpy()) = J[ [exHo®) _ emalHo®) pajalbo®) 4 o=alHo(0)aa

a€Xp,

si 1€ (Ly/LygN H)L et Dp, (1) = 0 sinon.
0 (] Py 0

On choisit une mesure G-invariante sur G/H, dz, telle que:

(0.5) / f@yds= Y / / D () (kLH) dkdl, | € Cu(G/H).
PyEPst Lo/LonH

Ici la mesure sur K a été normalisée & 1. Un tel choix est possible d’apres [F-J,

théoréme 2.6]. On remarque que ce choix, joint & notre choix d’une mesure

sur ag, conduit & un choix de mesure sur Mg /Mg N H, grace 4 I'isomorphisme

(0.1).

On se fixe désormais une représentation unitaire de dimension finie de K,
(r,V). Si L € L (resp. P € F), on notera 7, ou 7py si L = MA est sa
o-décomposition de Langlands, (resp. 7)p) la restriction de 7 a K N L (resp.
KnP).

On note D(G/H) Palgebre des opérateurs différentiels sur G/H invariants
par les translations a gauche par les éléments de G. Dans ce paragraphe on
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FORMULE DE PLANCHEREL 423

note (G/H,.) pour (G/H,T) (resp. (G/H)). Soit Atemp(G/H,.) espace des
fonctions C'*°, T-sphériques (resp. K-finies & valeurs dans C) sur G/H qui sont
D(G/H)-finies et tempérées (cf. [D2, (5.1)]).

Soit L = M A la o-décomposition de Langlands d’un élément de £. On
rappelle (cf. [C1]) que le terme constant d’un élément ® de Atemp(G/H,T) le
long d’un élément P de P(L) est I’élément ® p de Atemp(L/LNH, 71,) caractérisé
par:

(0.6) t_l}?oo (6p(exp(tX) 1)®(exp(tX) ) —Pp(exp(tX) 1)) =0, le L/LNH,

ou X € a est strictement dominant pour les racines de a dans np.

On notera parfois G! au lieu de Mg. Si ® est une fonction sur G/H, et X €
ag, on note ®X la fonction sur G'/H définie par ®X (¢ H) = ®((exp X)g'H),
g! € G. On note A3(G/H,.) espace formé des éléments ® de Atemp(G/H,.)
tels que pour tout X € ag, ®X est de carré intégrable sur G!/H. Alors
D(G/H) opere sur Atemp(G/H,.) et sur A3(G/H,.) (cf. [D2, (5.2), (5.10)]).

On suppose jusqu’a nouvel ordre que ag = {0}. Alors Ax(G/H,.) est
un sous-espace de ’espace de Schwartz C(G/H,.) (cf. l.c. (5.11)). Le pro-
duit scalaire (resp. le produit) d’un élément de Atemp(G/H,.) avec un élément
(resp. le conjugué d’un élément) de l'espace de Schwartz C(G/H,.) des fonc-
tions 7-sphériques (resp. K-finies & valeurs dans C) est intégrable sur G/H.
Cela détermine une forme sesquilinéaire sur le produit de Atemp(G/H,.) avec
A2(G/H,.).

On ne suppose plus que ag = {0}. On note Asemp,c(G/H, ) I'espace formé
des éléments ® de Aiemp(G/H,T) tels que, pour tout X € ag, 'élément ®X
de Atemp(G/H, T) est orthogonal au sous-espace Ax(G'/H,7) de C(G'/H,T)
pour la forme sesquilinéaire ci-dessus (avec G! au lieu de G). On a alors:

(0.7) Atemp(G/H,T) = A2(G/H,T) ® Atemp,c(G/H, T),

cette décomposition étant invariante par D(G/H) (cf. [D2, Lemme 5]).

En supposant & nouveau ag = {0}, le produit scalaire L? sur A3(G/H, )
s’étend en une forme sesquilinéaire sur Atemp(G/H, 7) en déclarant que la forme
sesquilinéaire appliquée & un couple est nulle si 'un des éléments du couple est
dans Asemp,c(G/H, ). Soit L = M A comme ci-dessus. Si M/MNH admet des
séries discretes, on choisit un sous espace a® de g¢, stable sous o et 6, abélien
maximal dans s? := i(¢Nq) DsNq et dont V'intersection avec s est égale & a. Un
tel choix est possible d’apres la théorie de la série discrete (cf. [OM]). On note
W(ad) le groupe formé des restrictions & a? des automorphismes intérieurs de g
préservant a. On note 7.« l'isomorphisme de Harish-Chandra entre D(G/H)
et Palgebre S(a?)W (=) des invariants sous W (a?) de algebre symétrique S(a%)
de ag.
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Si f est une fonction C*® sur G/H et A € (a%)¢”, on dit que f est un
vecteur propre sous D(G/H) pour la valeur propre ) si et seulement si:

(D —7.(D)A)f =0, D € D(G/H).

Soit A un élément du dual réel de af := a? N i¢, qui est régulier par rapport
aux racines de a,‘f dans Ic. On définit alors les fonctions Iy (A) sur G/H
comme dans [BCD, Définition 1]. Une telle fonction est une famille d’éléments
de Atemp(G/H,.) indexée par X € ia*, F'()\), chaque F(\) étant propre pour la
valeur propre A+ . De plus, cette fonction, initialement définie sur G/H xia*,
admet un prolongement holomorphe dans la deuxiéme variable & G/H x ia}
pour un € > 0, ot af = {\ € af | |[ReA|| < €}. On dispose en outre de majora-
tions pour ce prolongement ainsi que de ses dérivées sous les éléments de U (g).
Les fonctions 11} ;(A) sont les fonctions 11, (A) dont le terme constant le long
de chaque sous groupe parabolique of-stable P admet une décomposition sim-
ple & I'aide de fonctions 11, pour ’espace symétrique Lp/Lp N H (cf. [BCD,
Définition 2]).

Pour L comme ci-dessus (i.e. M/M N H possede des séries discrétes), on
définit Pespace II;,,(G,L,7) comme Pespace des combinaisons linéaires des
fonctions 11} ;(A), T-sphériques lorsque A varie. Si M/M N H n’a pas de série
discréte, on pose I1; (G, L,7) = {0}.

Pour L et L' éléments de £, on note W (az, az/) 'ensemble des applications
linéaires de a7, dans ays induites par un automorphisme intérieur de g¢ (ou bien
par un élément de K; cf. [D2, Lemme 2]). On pose W(ar) = W(ag,az). Si A
est un élément de (a7,)c et s un élément de W(ar, ay/), on note A\°* la composée
de A avec s. On remarque que Wj est égal & W (agp).

Si L € L, on définit ’espace INI’hol(G, L,7) des familles de fonctions 7-
sphériques sur G/H paramétrées par A € iaj, de la forme F(\) =
Zwew(%)Fw()\m_l), A € da}, ou Fy est un élément de I} ;(G,LY, 7). Ici
L% est égal & wLw ™! et w! est la restriction de w1 & azw, qui est un élément
de W(arw,ar). Nous ne nous intéressons pas & I’éventuelle unicité de cette

écriture. Pour F € IT' not(G, L, T) et @ € F, on peut écrire

(0.8) FoN = Y. Fos(\), Aeid,
SEW(aQ,aL)

ot Fig,s(A) est un élément de Atemp(Lg/Lg N H,T) qui se transforme sous
Ag par un caractere de différentielle A°. De plus pour tout [ € Lo/Lg N H,
I'application A — Fg s(A)(l) est continue sur ia},. Une telle décompositon est
unique (cf. [D2, (7.27) & (7.30)]), ce qui assure la linéarité de F +— Fg .
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1. Produit scalaire tronqué d’une fonction tempérée D(G/H)
~
finie et d’une fonction 1,

1.1. Soit L € L et L = M A sa o-décomposition de Langlands. On identifie
les éléments de Atemp(M /M NH,Tar) ® S(a*) & des fonctions polynomiales sur
a & valeurs dans Aiemp(M/M N H, 7). Si X € aet ¢ € Aemp(M/M N
H,Tp)® S(a*), on note Y% € Atemp(M/M N H, 1) la valeur en X de celle-ci.
Par ailleurs, si ¥ € Atemp(M/M N H,7pr) ® S(a*) et A € ia*, on notera )
Vélément de Atemp(L/L N H,7;) défini par:

(1.1) Yal(exp X)m LN H) =@ ypX(m MNH), Xea, meM.
Si ¢ € Atemp(L/LNH,71), on a:
(1.2) =3 Y

AEia*

oit la somme ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls et les %(\) sont
des éléments de Agemp(M/M N H,Tar) ® S(a*) bien définis par cette relation.
On posera:

(1.3) () = CP(N)».

Si 1) et 9’ sont des éléments de Asemp(M/M N H,Tar) @ S(a*) et Z € ag, on
notera (1,7')Z 1'élément de S((a®)*) (ot a® := af) défini par:

(1.4) (¥, 9")2(X) = (X2, (@) ), X edf

ou, dans le second membre, la forme sesquilinéaire utilisée sur Agemp(M/M N
H, 7)) est celle définie apres (0.7).

1.2. Pour L élément de £, on note Oy, la fonction sur L/L N H définie
par:
Or((LNH)) =Er(lo()™Y), l € L,

ou Zj, est la fonction de Harish-Chandra sur L. On définit également, pour
g€ G, peN, Ny(gH) := (1+ || X||)P, si g = k(exp X)h avec k € K, h € H,
X € ap. On remarquera que ces notations sont un peu abusives car elles ne
tiennent pas compte de la dépendance par rapport & o. Toutefois ces fonctions
ne changent pas lorsque ’on remplace o par les involutions o, (voir plus bas,
3.1).

LEMME 1. Soit Q@ € F et Py € Pst avec Py contenu dans Q. Soit & un
élément de Atemp(G/H,T).

(i) Il existe C > 0 et k € N tels que:
|2l < CNW)OL,(), € Lo/LoNH.
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(ii) Soit 6 > 0. Il existe C, e > 0 et k € N tels que:
[60)2 @) — Do)l < COL, (1)eIH0l,
pour tout l € (Lg/Lg N H )j;o vérifiant:
a(Hp(1) = Sl Ho(l, o € Apy \ AF,
(iii) Soit 6 > 0. On peut choisir C, e > 0 et k € N tels que, pour | comme
dans (ii), on ait:

IDpy (1)2®(1) — Dpyrig ()3 B (1)]] < CNg(1)e<IHo®I,

(iv) Il eziste C > 0 et k € N tels que:
“Dpor‘lLQ (l)q)Q(l)“ < CNk(l)’ le L(D/L@ NH.

Démonstration. (i) résulte de la tempérance du terme constant et de la
définition de la tempérance (voir [C, Définition 2 et Théoreme 1]).

Montrons (ii). D’aprés [C, Prop. 7], il existe C, v > 0 et d € N tels que,
pour tout X dans ’adhérence de la chambre de Weyl a;SO, on ait:

1
(1.5) Héé(exp X)®(exp X) — Pg(exp X)||
< C(1+ ||X]|)¢ e~ Pronte X)+1Be ()

o fg(X) = Inf__ Ap\A2 a(X). Ici PyNLq est regardé comme un sous-groupe
0 P
parabolique o#-stable minimal de Lg. On prend X = Hy(l) avec [ comme dans
(ii). Comme P est T-sphérique, on a:
1 : 1
(1.6)  I6g(1)22(1) — 2(N)]| = llé(exp X)2P(exp X) — Pg(exp X))
De plus, les hypotheses faites sur ! montrent que X satisfait (1.5) et que:
Bo(X) = 6| Hy(X)]-

On utilise alors la Proposition 17.2 de [B2] pour majorer e PPnLe(X) of trouver

le résultat voulu.
Le passage de (ii) & (iii) se fait comme la démonstration du Corollaire du

Lemme 3 de [D2]. De méme (iv) résulte de (i) et [D2, (3.12)]. O

1.3. Soient L un élément de £, M A sa o-décomposition de Langlands et
P un élément de P(L). On se fixe A € a}, nul sur ag et tel que ReA(&) soit
strictement positif pour tout o élément de Ap. Soit Z élément de ag. On note
(G/H)? I’ensemble des éléments z de G/H tels que Hg(z) = Z. On note:

oZ .={X+Z7]|X €df},

This content downloaded from 139.124.6.128 on Thu, 30 Jun 2016 09:11:49 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



FORMULE DE PLANCHEREL 427

qui est un sous-espace affine de az, que ’on munit, ainsi que a, de la mesure
de Lebesgue associée & la structure euclidienne de az. Alors (L/L N H) N
(G/H)? sidentifie, grace & (0.1), avec L au lieu de G, & (M/M N H) x a%.
Par transport de structure et nos choix de mesures, on en déduit une mesure
sur (L/LNH)N(G/H)?. Si A € (a)s et ¢ € C®°(L/LN H), on note v, la
fonction C* sur L/L N H définie par:

Ya(l) = 2HLD)y(1), 1 € L/L N H.

Cela est cohérent avec nos notations antérieures (cf. (1.1)), si Pon identifie les
éléments de Atemp(M/M N H,7pr) ® S(a*) & des éléments de C*°(L/L N H).

Soit T un élément de ag, régulier par rapport aux racines de ag dans g. Si
Q est un élément de P, on note Tg I'unique conjugué de T par un élément de
W)y qui est dominant par rapport & Ag. Si P est un élément de P(L), on note
Tp la projection orthogonale de T sur ap, oll ¢ est un élément de P contenu
dans P, cette projection étant indépendante de Q).

Si P e P(L), ¥, ¥ € Atemp(M/M N H, ) ® S(a*) et Z € ag, on note
(,4")Z le polynéme sur a®(= af) introduit en (1.4). On note Ap la base de
(a%)* duale de la base de af formée des coracines de Ap (cf. [D2, §2] pour la
définition de ces dernieres). On définit alors:

rb(a,¥)7 = / L@ (X)pp(X — Tp)e ™) dX, 1,9 € Ax(M, 7a1)

ol pp désigne (la restriction & aps de) lindicatrice de {X € ap | w(X) <
O,w € A p}. Cette fonction de A est bien définie et admet un prolongement
méromorphe sur (aj)c. Si ce prolongement est bien défini pour A = 0, on note
rE(4,v')Z sa valeur en 0.

Si p est un polyndme sur a® on note p(d) 'opérateur différentiel sur i(a™)*
a coefficients constants tel que, pour tout ¢ € C®(a%) et A € i(a®)* on ait:

an [ et ax =p0) ([ p(0e ) ax)

Comme a = a%@ag, on peut aussi regarder p(d) comme un opérateur différentiel
& coefficients constants sur ¢a*. On note 8p la fonction sur (a*)c définie par:

0p(\) = (cp)™ J] M&), X € (a")c.

aEAp

G

Ici cp est la valeur absolue du déterminant de la matrice exprimant la base
{& | @ € Ap} de a¥ dans une base orthonormée de cet espace. C’est aussi le
volume du quotient de a® par le réseau engendré par les &, a € Ap. Procédant

comme dans [D2, preuve de (6.7)], on voit que:
(1.8) rE(x, ¥8)Z est bien défini dés que (N, N') € ia* X ia* est tel
' que X\ — XN soit Ap-régulier.
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De plus, lorsque cette condition est satisfaite par (A, \'), on a:
(1.9)  rE@n ¥ = (@, )7 @) 7TT0p())(A — X).
Le second membre de (1.9)) a le sens suivant : on applique ’opérateur différentiel

, 02 (8) (voir (1.7)) & la fonction v — eZ+tTP)9p (1) et on évalue le tout
(¥, ¢
au point A — .

1.4. On considére maintenant F' € IT ;wl(G, L,7) et ® € Atemp(G/H,T).
Si P € F on note Ep(P) ensemble des u € ia}p tels que ®p(u) soit non nul
(voir (1.2) et (1.3)). C’est un ensemble fini. Si P € F est tel que ap et a
soient conjugués sous K, on note Hp le complémentaire dans ia* de I’ensemble
H$ formé des éléments A de ia* tels que, pour tout u € Ep(P) et tout s €
W(ap,a), A\° — u soit Ap-régulier. Si ap et a ne sont pas conjugués sous
K, on pose Hp = (). Dans tous les cas, Hp est réunion d’'une famille finie
(éventuellement vide) d’hyperplans de ia*. On note H = Upcr Hp et H° son
complémentaire dans ia*. Avec les notations précédentes, on a immédiatement
I’analogue du Lemme 7 de [D2]:

LEMME 2. Soit Z € ag, P € F et T comme en 1.3.

(i) Si ap n’est pas conjugué sous K a a, rg(Fp()\),@p)Z est bien défini et
nul pour tout A € ia*.

(ii) Si ap est conjugué sous K a a, pour tout A € H%, T}C(Fp(z\),tbp)z est
bien défini et égal a la somme sur s € W(ap,a), p € Ep(P) de

(Fp,s(N)°,02 (1)) *(8)e 7+ 0p () (N — w).
On définit, grace au lemme précédent, une fonction sur H€ par:
T z T z
(1.10) wp, (F,®,0)% = Zpem rH(F()), ®)%, e HS,
qui est égal a la somme sur P € Fg, avec ap conjugué sous K a a, sur s €
W(ap,a) et pu € Ep(P) (ou bien p € ia}p) de
(1.11) ((Fps(V)°0 ®(u)? (8)etHTP0p () (A° — ).

On note u(.,T") l'indicatrice de la partie de G/H formée des éléments de la
forme k(exp X)H ou k est un élément de K, X un élément de l’enveloppe
convexe fermée de l'orbite de T" sous W (ay) modulo ag. On définit ’analogue
de [D2, (7.4)]:
112 SR EN = [ (FO)),e@)u(T) de.
(G/H)?

Soit:

d(T) = inf{a(TQ) | Q € P,a € Ag}.

On a I’analogue du Théoréme 1 de [D2]:
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PROPOSITION 1. On wutilise les notations ci-dessus.
(i) La fonction sur H°, w%';st (F ,<I>,)\)Z s’étend en une fonction analytique
sur ia* que l’on note de la méme facon.
(ii) Soit & > 0. Il existe des constantes C, € > 0 et k € N telles que la
différence:
AL (Fo N7 =0L (F.8)N? -wh (F.8N7

soit majorée en module par:
CNE(N)(1 + |l2])F eIl
pour tout A € ia*, Z € ag et T vérifiant d(T) > 6||T||.

Démonstration. La preuve est essentiellement identique & celle du Thé-
oréme 1 de [D2] et de son corollaire, ot 'on remplace F’ par ®. Ici il n’y a
qu’un seul paramétre A au lieu de deux (X et A’). On commence par supposer
F élément de II; (G, L,7). On procéde par récurrence comme dans [D2].
L’analogue du Lemme 8 de [D2] est établi sans difficulté, en remplacant les
estimées sur F’ et ses termes constants, données dans [D2] (Lemme 3 et son
corollaire, équation (3.14)) par le Lemme 1 du présent article.

Passons & l’analogue du Lemme 9 de [D2]. On rappelle que si a est un
élément de ’espace de Schwartz S(ia*) et x € G/H, I'intégrale:

Fa@) = [ a)(FO)(@) dr

est bien définie et la fonction Fy, sur G/H (paquet d’ondes) est un élément de
Pespace de Schwartz C(G/H, T). L’application a — F, est linéaire et continue
de S(ia*) dans C(G/H, ) (cf. [BCD, Théoréme 1 et Remarque 1)).

On définit une distribution T sur ia* en posant:

Tp(a) = /G | (Fala), (@) da, 0 € O (ia"),

LEMME 3. Le support de Ty est un ensemble fini S.

Démonstration. Par linéarité, on se ramene au cas ou F est 11} ;(A).
La fonction ® étant D(G/H)-finie est annulée par un idéal de codimension
finie de D(G/H), I. Soit I* I'idéal de codimension finie de D(G/H) formé des
D*, D € I. Procédant comme dans la preuve du Lemme 9 de [D2], on voit que
le support de Tg est contenu dans I’ensemble des zéros communs aux fonctions
polynomiales sur ia*, X+ v,a(D)(A+ A), ou D décrit I*. Mais cet ensemble
est fini, puisque I* est de codimension finie. O

Fin de la démonstration de la Proposition 1. On opére une réduction au
cas ou ag = {0}. D’abord par linéarité, on se ramene au cas ou ® = ®(uo)
pour un élément po de iag;. Ici on a utilisé les notations de (1.2) et (1.3) en 'y

This content downloaded from 139.124.6.128 on Thu, 30 Jun 2016 09:11:49 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



430 " PATRICK DELORME

remplagant L par G. On remarque alors que ’expression de (ii) dont on veut
majorer le module, multipliée par e(~*+#0)(2) est polynomiale en Z. De plus
les coefficients de cette expression polynomiale sont des expressions de méme
nature, mais relativement & G! = Mg. Ceci implique immédiatement que ’ont
peut se réduire au cas oit ag = {0}, ce que 'on suppose dans la suite de la
preuve. On introduit ici Fx = H¢\ S. On poursuit comme dans [D2], fin de
la démonstration du Théoréme 1. L’extension au cas ot F' € I1 ;wl(G, L,7) est

immédiate. O

2. Produit scalaire d’un paquet d’ondes
et d’une fonction tempérée

2.1. On conserve les notations précédentes. Soit A € a*, régulier par
rapport aux racines de a dans g. Pour P élément de P(L) on notera ¢1’§
I'indicatrice de:

CB ={X € af | wa(X)A(&) > 0,a € Ap},

que 'on regarde comme une mesure sur a = a, portée par a® = ag, grace a
notre choix de mesure sur a®. Soit ;61’} le nombre d’éléments a de Ap tels que

A(&) < 0. On démontre la proposition suivante comme le Théoréme 3 de [D2].

PROPOSITION 2. On reprend les notations et hypothéses de la Proposi-
tion 1. On fite A € a* régulier par rapport aux racines de a dans g. La
fonction analytique sur ia*, w;l,;t (F ,<I>,)\)Z, est égale a la somme sur

(a) les éléments Q de F, tels que ag est conjugué sous K a a,

(b) les éléments s de W (ag,a),

(c) les éléments p de E(®) (ou tay)) de:

(Foa(N). 2(n)” 0 s™)(O)( = 1" (s g0 12) YA =),
ot Qﬂés’TQs 4z est Uindicatrice, dans a, de Cés —Tgs — Z (translaté de Cés par
—(Tgs + Z)).
2.2. On démontre la proposition suivante comme le Théoréme 4 de [D2].

PROPOSITION 3. On retient les notations de la Proposition 2. On choisit
P € Ps(L) et A € a* strictement Ap-dominant. Si a est élément de ’espace
de Schwartz S(ia*), lexpression:
(Fa) = [ (Ful@)0(a))deo
G/H
est égale a:

> e seiee (Fpum1 ()220 (A7))% 0 w)(8)a) (A).
EWp,A€ia
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3. Formule de Plancherel

3.1. Transformation de Fourier pour les fonctions T-sphériques. Pour w
élément de N (ap), on définit 'involution o, de G par 04,(g) = w™lo(wgw™ 1w,
g € G. Le quadruplet (G, 04,8, w™*Hw) vérifie les mémes hypotheéses que
(G, 0,0, H) et on lui applique les notations déja introduites pour de tels quadru-
plets. Soit L un élément de £ et L = M A sa o-décomposition de Langlands.
On définit:

(3.1) A2 (M, T) == @yew,, A2(M/M Nw™*Hw, Tar)

ot Ao(M/M Nw~tHw, 7)) est 'espace des fonctions C®, 7ps-sphériques sur
M/M Nw~tHw, qui sont de carré intégrable et D(M /M N w~!Hw)-finies. Ces
espaces sont de dimension finie (cf. [14, Proposition 1]).

On définit maintenant les intégrales d’Eisenstein. Soit P un élément de
P(L). Soit A un élément du dual complexe ag de 1'algébre de Lie a de A, tel que
(Re A—pp) (ou pp est la demi-somme des racines de a dans np) soit strictement

dominant (pour ces mémes racines). A tout ¥ = (Yy)wew,, € A2(M,T) on
associe la fonction ¥ définie pour z € G/H par:

0 si ¢ Upew,, PwH
Uy(x) =4 a PPy, (m) si z=namw H,n€ Np,a € A,
meE M, we Wy.

L’intégrale d’Eisenstein E(P, v, \) est définie pour x € G/H par:

(3.2) E(P, 4, N)(z) := /K (kYU (ka) dk.

Cette intégrale converge et définit une fonction de classe C°°, 7-sphérique et
D(G/H)-finie. De plus E(P,1,A) admet un prolongement méromorphe & af
(cf. [CD2, §3]). Alors, si @ est un sous-groupe parabolique of-stable tel que
Lg = L, il existe (cf. [CD2, Th. 1]) une fonction méromorphe sur ag, & valeurs
dans End A2(M,7), A — Cgp(s, ), telle que, pour w € Wy, L € L, ¢ €
A2(M,T), a € A et A dans un ouvert dense de ¢a*, on ait:

(3.3)  T(w H)E(P,Y,\)gu(wlaw™) = Zsew © (Coip(s, N¥)w(a™**.
Ici Q¥ désigne wQuw™!.

Les fonctions C' sont génériquement des opérateurs inversibles ce qui per-
met de définir les intégrales d’Eisenstein normalisées par:

(34) EO(P)"/)v)‘) = E(P’ CP|P(17)‘)_1'¢}’)‘)'

On dispose alors des fonctions C normalisées, définies en remplacant £ par E°
et notées C°. En particulier, on a:

(3:5) C?DIP(l’ A) = Id.Az(M,T)‘
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L’application A — E°%(P,1,—)) est une fonction ﬁ;wl(G,L,T) (cf. [CD2,
Th. 3], dit théoréme de régularité des intégrales d’Eisenstein normalisées).

Par ailleurs, on dispose des paquets d’ondes. Si ¥ est un élément de
S(ia*)®Az(M, ), ou S(ia*) est 'espace de Schwartz des fonctions & décroissance
rapide sur ia*, la relation:

(3.6) T0U(z) = /

E°(P,¥(\),\)(z) d\, z < G/H,
ia*
définit un élément J3V de l'espace de Schwartz des fonctions T-sphériques,
C(G/H,T) (cf. [CD2, Prop. 7]). Soit f un élément de C(G/H, 7). Si A € ia*, il
existe, par représentation de Riesz, un unique élément (F3f)()\) de Ax(M,T)

tel que, pour tout ¢ € Ag(M,T):
(37) FBr ) = [ (@), (P4, )(@)) da.
G/H

De plus F% f est un élément de S(ia*) ® Az(M, 1) (cf. [CD2, Th. 4]). Alors la
transformée de Fourier normalisée de f, F°f est 1’élément
(#W(ap)) 2 FSf)per de ®perS(ia}) ® Ay(Mp,7). On notera Sh(r) :=
S(iap) @ Ao(Mp,T). Pour P € F et s € W(ap), on définit (cf. [CD2, Th. 2 et
Lemme 7]) un opérateur de Sh(7) dans lui-méme, Up . (s), isométrique pour le
produit scalaire naturel, par:

(3.8) (Up+(s)O)(N) = Cpip(s,s ' N)T(s7N), ¥ e Sp(r), A€ iap.
Alors Up, est une représentation de W (ap) dans SH(7) (cf. Lc., Prop. 5) et
SIQ (1) est, par définition, ’espace des éléments invariants de S}, (T) sous cette
action de W (ap). L'image de F3 est égale & S%(7) (cf. l.c. Th. 5).

On note Hb(r) l'espace L?(ia’) ® A2(Mp,7) muni du produit scalaire
naturel. L’adhérence de S%(7) dans HL(7) sera notée H% (7). On dispose, par
prolongement par continuité, d’une représentation unitaire de W (ap), notée
U pr dans HL(T) et on a:

(3.9) Hp(7) = (Hp(r)" o).
On désigne par S*(7) (resp. H*(7)) la somme directe (resp. la somme directe
orthogonale) des Sp(7) (resp. Hp(7)) pour P € F. Ici o vaut pour 0 ou 1.

Enfin, J° est l'application linéaire définie sur S'(7) & valeurs dans
C(G/H,T), qui associe & tout ¥ € Sp(T) et P € F, (#W(ap))‘%j}%\lf.

On note P, := JO9F9 qui est un projecteur orthogonal de ’espace
C(G/H,T) (cf. l.c. Th. 6).

3.2. Enoncé et démonstration du Théoréme 1. On introduit le sous-
ensemble F de Fg et Wp pour P élément de F comme dans le paragraphe
0. Onnote F = {Q¥ | PE€F, Q € P(Lp), w € Wp }. Alors, tout sous-groupe
parabolique of-stable de G est conjugué 3 un élément de F par un élément de
K NH (cf. [CD2, Lemme 8§]).
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LEMME 4. (i) Si ® € Atemp(G/H,T) est tel que, pour tout P € F avec
P#£GQG, ®p =0, alors ® € Ay(G/H,1).

(11) St ® € Aiemp(G/H,T) est tel que <I>p € Atemp ,o(G/H,T) pour tout
P e T, alors ® est nul.

Démonstration. (i) Soit ® comme en (i). Montrons que ® € Ay(G/H, 7).
Soit X € ag. On note G := Mg. On voit facilement que pour tout P € F:

(@) prct(l LpNGYNH) = ®p((exp X)l LpNH), leLpnG.

Donc (®X)prg1 = 0 pour tout X € ag et tout P € F avec P # G. Tout
sous-groupe parabolique of-stable de G est conjugué & un élément de F par un
élément de KN H. D’autre part, sik € KNH, P € F et ¢ € Atemp(G*/H, ),
on a:

Yprnar (klk™) = r(k)pne (), 1€ LpNG*.

En particulier, si ¥pngt = 0, on a aussi ¥prrg: = 0. Alors, utilisant la
Proposition 6 de [C], on voit que, pour tout X € ag, ®X est un élément de
Ao(G'/H, 7). Finalement, ® est un élément de A(G/H, ), ce qui prouve (i).

Soit maintenant ® comme dans 1’énoncé de (ii). Supposons ® non nul.
Comme tout sous-groupe parabolique of-stable est conjugué sous K N H a
un élément de F, on déduit de la relation simple entre ®p, P € F avec
®pr, k € KNH, que ®p € Atemp,e(Lp/Lp N H,7p) pour tout P € F.
Soit P € F minimal parmi les éléments @ de F tels que ®¢g soit non nul.
D’apres (i), on voit que ®p € Ay(Lp/Lp N H,qp). Alors ®p est non nul et
appartient & l'intersection de Az(Lp/LpNH,7p) et Atemp,c(Lp/LpNH, 7p)-
Une contradiction qui prouve (ii). O

THEOREME 1. Pour toute représentation unitaire de dimension finie T de
K, le projecteur P, de C(G/H,r) est égal a lidentité.

Démonstration. On introduit le projecteur P de C(G/H)(x) comme dans
[CD2, Th. 7 (iv)] (voir plus loin, §3.4, pour le rappel de la définition de P).

D’apres [CD2, Lemme 10, il suffit de prouver que P est égal & I'identité.
On raisonne par ’absurde et on suppose P différent de I'identité. Alors, d’apres
l.c., Lemme 11, il existe une représentation unitaire de dimension finie de
K, (1,V;) et ® € Atemp(G/H,T) non nulle, se transformant sous Ag par
un caractére unitaire et orthogonale & 'image de P,. En particulier, ® est
orthogonale & 'image de J3F®, P € F, d’aprés la définition de P,. Pour
P e Fet Qe P(Lp), 'image de J3FY est égale a celle de N/ Ofo elle-méme
égale a I'image de Jj 9 (cf. l.c. Th. 5 (i) et (iii)). Donc ® est orthogonale a
I'image de Jp. 0. Soit M A la o-décomposition de Langlands de L = Lp. On
construit les mtegrales d’Eisenstein pour @ grace au choix de Wiy = Wp (voir
80). Soit ¥ = (Yw)wewy, € A2(M,T) et a € S(ia*). On note ¥ = a®. Alors
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jcg‘ll est bien défini. On va écrire la valeur de 'intégrale:
1:::/ JOU(z), ®(z)) dz
[ Y@, (@)

grace & la Proposition 3. On fait un choix auxilliaire d’un ensemble de sous-
groupes paraboliques standards Fu tel que @ soit standard pour la nou-
velle notion, ce qui permet de définir un ensemble Wb de représentants de
WF\Wy /WM dans N (ap) & partir de F;. Alors la Proposition 3 montre que
I est égale a:

v peier (B(@Q0:X)gu 1) @@u(=2*"))0 0 ) @)a) ().

Tenant compte du fait que Wp et Wé) sont deux ensembles de représentants de
WQH \Wy/ WQ{V[ dans Ng(ap) et de la relation simple (du type de celle utilisée
dans la démonstration du Lemme 4 (i), avec G au lieu de G') entre le terme
constant d’une fonction le long de deux éléments de F conjugés par un élément
de K N H, on voit que 'on peut remplacer, dans ’expression ci-dessus, la
somme sur w € W, par la somme sur Wp. Tenant compte de la définition des
fonctions CP et de leurs propriétés ([CD2, (5.1) et (5.3)]) on voit que I est égal
a

> vempnciar (@0 2qu(=2""))° 0w)(8))(@)) (M.

D’aprés 'orthogonalité de ® & 'image de j& ceci est nul pour tout ¥ €
Ao(M,T) et a € S(ia*). Noter que la somme porte sur un ensemble fini &
d’éléments de ia*, & savoir ceux pour lesquels ®guw (—)\“’“1) est non nul pour
au moins un élément w de Whp.

On fixe A\g € & et w € Wp. En choisissant a telle que son support ne
rencontre £ qu’en Ag, on conclut facilement, en faisant varier a et ¥, que
0<I>Qw (——XO‘FI) € Atemp,c(Lgu/Lgw N H,Tgw) et ceci pour tout A9 € & (ou
bien ia*) et w € Wp. On en déduit alors que ® est nulle griace au lemme

précédent. O

3.3. Formule de Plancherel pour les fonctions T-sphériques. On conserve
les notations de 3.1. On note L?(G/H, ) I’espace de Hilbert des fonctions 7-
sphériques sur G/H, f, telles que:

/G'/H (f(z), f(z))dz < +oo.

Nous allons maintenant expliciter les conséquences du Théoréme 1, grice aux
propriétés de P, (cf. [CD2, Ths. 5 et 6]).

THEOREME 2. (i) 8i P est élément de F, on désigne par C(G/H,r)F )
l’intersection des noyaux des applications .7-"8 ot @ décrit l'ensemble des élé-
ments de F distincts de P. Alors cet espace est égal & l’image de J3. De
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plus, C(G/H,T) est la somme directe orthogonale, pour le produit scalaire L?,
des espaces C(G/H ,T)(P), P €F. On note fP) lg projection orthogonale d’un
élément f de C(G/H,T) sur C(G/H,T)(P).

(ii) La transformation de Fourier normalisée, F°, est un isomorphisme
isométrique de C(G/H,r) sur S°(t). Par restriction, elle définit un isomor-
phisme isométrique de C(G/H ,T)(P ), P€F, sur S%(7). Cet isomorphisme est
la restriction de (#W(ap))*% p et son inverse est égal (#W(ap))-%.]]g.

(iii) Si f est un élément de C(G/H,r), ) est égal & (#W (ap)) L TSFLf,

soit encore:
FO@ =@ [ EPFEHNNE A, e C/H.

En outre:
_ P
;= ZPGF f @,

(iv) L’application F° se prolonge en un opérateur unitaire F° entre
L2(G/H,r) et HO(r). Sa restriction & Uadhérence L2(G/H,r)F), P € F, de
C(G/H,T)(P) dans L*(G/H,r) est un opérateur unitaire noté (#W(ap))*%f-"g
entre L*(G/H ,T)(P ) et HY(7). De méme JB se prolonge en une applica-
tion linéaire continue JO de HL vers L2(G/H,r)\P). La restriction & H%
de (#W (ap)) ' T3 est égale & Vinverse de F.

Démonstration. Les points (i), (ii) et (iii) résultent du Théoréme 1 et des
propriétés de P, (cf. Théorémes 5 et 6 de [CD2]). Pour (iv), I'existence des
opérateurs unitaires FO et F% résulte des points précédents. Par ailleurs, on
définit une application linéaire de Sh(7) dans S3(7), ¥ — ¥0 en posant:

(3.10) Mpr¥ = (#W(@P) ™ 3 oy VP ()T

Comme les opérateurs Up(s) sont isométriques, cette application Mp, se
prolonge en une application linéaire continue Mp, de Hh(7) dans H%(7). On
a vu, au cours de la démonstration du Théoreme 5 de [CD2], que:

T = J8Mp, ¥, W e Sh(r).

Soit encore, grace & (ii):

(3.11) Jp = #W(ap)) " (FP) ™" o Mp,.
D’ol1 I'on déduit V’existence d'un prolongement continu J3 de JP, car FJ est
un multiple d’une isométrie, d’apres (ii). Le reste est immédiat. O

On va introduire la transformée de Fourier (non normalisée). Si f €
C(G/H,T), P €F, X € iap, on pose, lorsque cela a un sens:

(3-12) (FPHA) = Cpip(1, )" (FRF(N).
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D’apres la détermination des fonctions Cpp(1, ) ([CD2, Prop. 2]) et les pro-
priétés des matrices B ([CD1, Prop. 7]), on voit que Fp f () est définie pour A
élément du complémentaire d’une famille localement finie d’hyperplans affines
de iap d’équations (A, a) = itq, Ol t, € R et o est une racine de ap dans g.
Alors, elle est caractérisée par:

(313 (FefO¥) = [ Ly U@ B9 )@) e, € A(Mp, 7).

Cela résulte immédiatement de la définition de E°. On déduit aisément de la
définition de E, FO et de (3.13), I’égalité:

(3'14) EO(P7 flgf()‘)7 )‘) = E(P7 CPIP(17 )‘)_l(CPlP(la A)_l)*fl’f()‘L )‘)

Ceci permet de reformuler (iii) & 1’aide des intégrales d’Eisenstein. A noter que
'opérateur Cp p(l,)\)_l(C’p| p(1,A)™H)* se diagonalise. En effet, nous allons
voir que sur chaque espace Ay(Mp,7)%, 6 € Mp (cf. [CD2, (2.10)] pour la
définition de cet espace), il est égal & ’homothétie de rapport pp(6,A) (voir
le paragraphe 3.4 pour la définition de cette fonction, ainsi que pour celle des
matrices B). En effet, partant de la Proposition 2 de [CD2| qui donne une
expression de Cp|p(1,)) & l'aide de la matrice B et utilisant la formule pour
Padjoint de celle-ci (loc. cit. Théoreme 2 (iv)), on déduit le résultat de loc. cit.,

(3.11).

3.4. Formule de Plancherel pour les fonctions K-finies. Soit L = M A la
o-décomposition de Langlands d’un élément L de £, P un élément de P(L),
(6,Vs) un élément du dual unitaire de M, et A un élément de ag. On note
(wg i/ g’g ) la série principale généralisée correspondante. Ici Ig? \ est 'espace
des fonctions C®, : G — V& vérifiant p(gman) = §(m~1)a=>*"PPyp(g),g €
G,m € M,a € A,n € N, et le groupe G agit par repésentation réguliere
gauche. La restriction des fonctions & K induit un isomorphisme de I{ A
sur P’espace noté C*°(K, ), ou Is, des fonctions C*°, ¢: K — V> vérifiant
o(km) = §(m™1)p(k),k € K,m € MNK. On note ﬁg)\ la représentation de G
dans Is déduite de 7r§  par transport de structure. Soit w un élément de Wjy.
On note V(6,w) := (V{°°)M”w—1Hw, oll le second membre désigne 1’espace

disc

des vecteurs distributions 7 de (8, Vs), invariants par M Nw~ ! Hw et tels que,
pour tout v € V5, la fonction m — (§'(m)n,v) soit de carré intégrable sur
M/M Nw~'Hw. Le produit scalaire L? permet de définir un produit scalaire
naturel sur cet espace (cf. [CD2, (1.6)]). On note V(6) la somme directe or-
thogonale des V(6, w) pour w € Way.

On suppose que Re(\ — pp) est strictement Ap-dominant. Soit n € V().
On dispose d’une fonction continue sur G & valeurs dans Vi *°, j(P, 6, \,n), H-
invariante a gauche valant 7, pour w € Wp et se transformant par
a*PP§'(m~1) par translation & droite par man, m € M, a € A, n € Np.
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Ces propriétés sont caractéristiques de cette fonction qui détermine un vecteur
distribution H-invariant de wg ), (cf. [CD1, (2.4.6)]). On notera j(P,8,A,n)
la forme linéaire continue correspondante sur C*°(K,§). L’application A +—
j(P,6,\,n) se prolonge en une fonction méromorphe sur af & valeurs dans le
dual topologique de C*°(K, §), qu’on note de méme.

Pour ¢ élément de C*®°(K, §), on définit les “intégrales d’Eisenstein” en
posant:
(3.15)  E(P,6,\n,9)(gH) = (T{A(9)i(P,6,X,1),0), n € V(8), g € G.

Soit @ un autre élément de P(L). On note A — A(P,Q, 8, A) le prolongement
des intégrales d’entrelacement qui envoie I(% dans I { - On note A(P,Q,5,))
lopérateur correspondant dans la réalisation compacte. Alors A — B(Q, P, 6, \)
est Papplication méromorphe de ag dans ’espace des endomorphismes de V()
telle que 'on ait ’identité de fonctions méromorphes sur af (cf. [D1, Th. 2]):

(3.16) A(P,Q,8,))j(P,6,\n) =3(Q,8 B(Q,P,65\n).

Par ailleurs, il existe (cf. [H-C2, Th. 25.1]; voir aussi [W, Th. 10.5.8] et [CD2,
apres (3.10)] pour une autre démonstration) une fonction méromorphe sur ag,
non identiquement nulle, holomorphe au voisinage de ia*, up(8, A), telle que
'on ait 1’égalité de fonctions méromorphes sur ag:

(3.17) A(P,P,8,\)A(P, P,§,)) = up(8,)) "' 1dceo (,5)-

Ici P désigne le sous-groupe parabolique opposé & P. En outre up(6,\) est
holomorphe au voisinage de ia* et positive ou nulle sur za*.
On définit les vecteurs distributions H-invariants normalisés:

(3.18) (P8, A\, n) = (A(P,P,6,\) 1) §(P,6,\,n).

On définit les “intégrales d’Eisenstein” normalisées, E°(P, 8, A, 1, ¢), en change-
ant j en j° dans la définition des “intégrales d’Eisenstein” (cf. [CD1, 3.4]). Ce
sont des fonctions méromorphes sur a¢ et holomorphes sur af, pour un € > 0
(cf. [CD2, Prop. 8 (i)]).

Soit f € C(G/H) k) et A € ia*. Il existe un unique vecteur (FSF)(6,N)
de (I5)(x) ® V(9) tel que:

(3.19) (FBD6 N @) = [ Ly SO PEA TG dz,
© € (Is)(k),n € V(6).

On définit I’espace:
(3:20) (8P) (k) = S(ia") ® (@5 yr ((I5) (1) ® V(6)))

sur lequel K opere par représentation réguliere sur le premier facteur de chaque
terme de la somme (i.e. sur (Is)(k)). On note H}p le complété de (Sp) (k) pour
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le produit scalaire qui, sur chacun des termes de la, somme, correspond au
produit scalaire naturel sur le produit tensoriel, ’espace S(7a*) étant muni du
produit scalaire L?, avec notre normalisation des mesures. Le groupe K agit
unitairement sur 75. On définit une représentation 7p de g dans (S}g)( K) en

posant:
(3.21) (mp(X)(a® ¢ @ ))(N) = a(N)(TEA (X)) ®n,
Xeg Aeia*, aeS(ia*),6 €M, pe (Is) (k) 1 € V(6).
Alors, (Sp)(K) est un (g, K)-module. On définit de maniére similaire une

représentation unitaire de G' dans H:. On remarque que cette représentation
de G est unitairement équivalente a la représentation:

. ®
(3.22) Sperit, / "~ wb\ ® Ldy(s d
zaP
dans ’espace:

A ®
(3.23) Dscit, / 12 ® V(6) .
'La;,

Ici @ désigne la somme directe hilbertienne.

On note Fp I'application linéaire de C(G/H) ) dans (Sp)(K) dont la
composante de type §, § € M , est Papplication f +— (FIQ £)(8,.) précédemment
définie. C’est un morphisme de (g, K)-modules de C(G/H) ) dans (8}3)(1{)
(cf. [CD2, Prop. 8)).

Avec les notations ci-dessus, il existe une unique application linéaire J; 19 de
(Sp)(x) dans C(G/H) k) telle que, pour tout 6§ € M, a € S(ia*), ¢ € (Is)x)
et n € V(8) on ait:

(20)  TBevpen@= [ aNE(P8Am)@) d\

a
On utilise les notations de [CD2, (8.14)]. On définit, pour s € W(ap) et § un
représentant de s dans N (ag), un endomorphisme linéaire Up(3) de (Sp) (k)
vérifiant, pour tout A € iap, tout 6 € Mpet ¥ e (8113)(1{):

(3.25) (Up(3)T)(6,)) = R(8 ', 8)(AP", P& 51N
® B(P, P65 s~ AW (65, s7IN).

Soit V; un sous-espace de dimension finie de C*°(K), invariant par les trans-
lations & gauche et a droite de K. On note 7 la représentation réguliére droite
de K dans V;. Si (7, Hy) est une représentation de K, on notera (H)y. la
somme des composantes isotypiques de type v € K, ot v est contenu dans
la représentation réguliére gauche de K dans V7. On note (Hy)) l'espace
des vecteurs K-finis de H,. On regarde l’action réguliere gauche de K dans

This content downloaded from 139.124.6.128 on Thu, 30 Jun 2016 09:11:49 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



FORMULE DE PLANCHEREL 439

C*®(G/H). A toute fonction f € C®(G/H)y,, on associe I’application de
classe C*°, f; de G/H dans V; telle que: (fr(z))(k) = f(kx), k € K, z €
G/H. Alors f; € C*°(G/H, 7). Notons I, la forme linéaire sur V, définie par
Iévaluation en 1’élément neutre de K. On définit, pour f € C*°(G/H, ) une
fonction f7, de classe C* sur G/H par: f7(z) = (f(x),l;),x € G/H.

L’application f +— f, définit un isomorphisme linéaire de C*°(G/H)y, sur
C*(G/H,7) car: (f7)r = f,f € C*(G/H,7) et (f;)" = f,f € C®(G/H)y,
(cf. l.c. §8.1). On définit de fagon similaire ¥, pour ¥ € (Sp)y,, de méme
qu’une opération inverse (cf. l.c., (8.13)). En conservant les notations de (3.8),
on voit facilement que:

(3.26) Up(3)¥ = (Up+(s)¥,)", ¥ € (Sp)v,.-

En particulier Up(§) ne dépend que de s et sera noté Up(s) par la suite. Le
caractere isométrique de Up(s) résulte de l.c. (8.11) et ce qui suit, joint au
fait que Up,(s) est isométrique (voir §3.1, (3.8)). On voit de méme que Up
est une représentation de W(ap) dans (Sp) (k). On note (S%)(K) l’espace des
invariants sous W (ap) par la représentation Up.

On note H$ 'adhérence de (SP) (k) dans H}p. Par prolongement continu,
on dispose d’une représentation unitaire de W (ap) dans Hb. On la note Up
et, pour cette action de W(ap), on a:

(3.27) HY = (HL)V (P,
On note Sy = ®per (Sp)(k)> H® = @per Hp, ol @ vaut pour 0 ou 1. Pour
f € C(G/H) i), FOF désigne Vélément ((#W (ap)) "3 F3f) per de Sl-

Soit J° P’application linéaire de S?K) dans C(G/H) k) dont la restriction
a (S?J)(K), P e F, est égale a (#W(ap))"%.]g. Alors J° et F9 sont des mor-
phismes de (g, K )-modules et J°F° est le projecteur orthogonal P mentionné

dans la preuve du Théoréeme 1. En fait c’est 'identité d’apres ce dernier et le
Lemme 10 de [CD2].

THEOREME 3. (i) Si P est un élément de F, on note C(G’/H)E?) Vinter-

section des noyauz des applications f?) ot @ décrit les éléments de F distincts
de P. Cette intersection est égale & l'image de JP, En outre C(G/H )(K) est
la. somme directe orthogonale (pour le produit scalaire L?) des (g,K)-modules
C(G/H )E?) On note fP) la projection orthogonale de Uélément f de
P

C(G/H) , sur C(G/H){R).

(ii) La transformation de Fourier normalisée F° est un isomorphisme
isométrique de C(G/H) g sur S?K). Par restriction, elle définit un isomor-
phisme isométrique de C(G/H )EQ) sur (8?;.)( k)- Cet isomorphisme est la re-

striction de (#W(ap))"'%}’}% et son inverse est égal a (#W(ap))"%JB.
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(iii) L’application F° se prolonge en un opérateur unitaire F° entre
L*(G/H) et H°. La restriction de F° & l'adhérence L2(G/H)P), P € T,
1 —

de C(G/H )é?) dans L?*(G/H) est un opérateur unitaire noté (#W (ap)) 2 F%

entre L2(G/H)(P) et H qui prolonge (#W(ap))_%}"g. De méme, J3 se pro-
longe en une application linéaire continue J3 de Hb dans L?(G/H )(P ). La
restriction 4 H% de (#W (ap)) " JY est égale a Uinverse de FI.
(iv) On a l’égalité:
= dim V(6)

(A ()P Am)* ©mi
f €C(G/H), § € Mp, ) € iah.

Ici, () est une base orthonormée de V(6). Pour la signification des *, voir
plus loin le paragraphe 5, (5.1) et (5.2) en particulier.

En outre .7:'1(% et J 19 sont des morphismes de G-modules.

(v) Soit berr la mesure de Dirac en eH sur G/H. On a l’égalité de vecteurs

distributions sur ’H}g:

o _ dim V() [® . .
berr © ~7PI(H113)°° o ZPeF,aeMp Zz‘:1 ia} PO M) & i)

ou il fait partie de l’assertion que le membre de droite définit un vecteur dis-
tribution sur Hb. Ici on regarde 1; comme une forme linéaire sur V(6) grace
au produit scalaire.

(vi) Pour f € C(G/H) on a:
FO =Y pessery Zovn . @Wae)™ [ $OR() A

iap
ot (mi) est une base orthonormée de V(6) et HO73" est la distribution
(tempérée) sur G/H qui, avec les notations du §5.1, est définie par:

%@Z:}v\"h(f) = ((ﬂ-g)\)*(f).jo(Pa(s’)‘anz)*, ]O(P>6,)‘>77'L)) )
f €C(G/H), § € Mp, € iap.

Démonstration. Les points (i) & (iii) se démontrent comme les points cor-
respondants du Théoréme 2.

La formule du point (iv) est immédiate lorsque f € C°(G/H) k), grace &
la définition de FP (cf. (3.19)) et des “intégrales d’Eisenstein” (cf. (3.15)). Mais
d’apres (iii), le premier membre de cette formule est continu en f € C(G/H).
Par ailleurs, ’holomorphie de j° et sa tempérance faible pour A € ia* ([CD2,
Th. 3 et son corollaire]), jointe au Lemme 5 (voir plus loin, §5) montre qu’il
en va de méme du second membre. L’égalité voulue en résulte par densité.

Le fait que la restriction de F & C(G/H) est un morphisme de G-modules
résulte immédiatement de cette formule. Par densité et continuité, on en déduit
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que .7:'?; est un morphisme de G-modules. Soit
Mp = (#W (ap))™ Zsew(ap) Up(s)

qu’on regarde comme un opérateur linéaire continu de H} dans H%. On vérifie
aisément sur la définition de Up (cf. (3.25)) et Up, que Up commute avec
'action de G sur Hb. Donc Mp est un entrelacement de G-modules. De plus,
tenant compte de (3.26), de la formule précédent (3.11) et de l.c. Proposition 9
(ii), on voit facilement que:

(3.28) 78 = 3o litp.
On déduit alors de (iii) que:
(3.29) Jp = #W (ap)) " (FP) " o Mp.

L’équivariance sous G de Jp résulte alors des propriétés analogues de Mp et
FP. Cela achéve de prouver (iv).

(v) 11 est bon de noter qu'on déduit aisément de la théorie de la série
discréte que les éléments 8 de Mp pour lesquels V(6) n’est pas nul forment un
sous-ensemble dénombrable de M (ou M = Mp), qu’on notera M H,d- Alors, le
second membre de 1'égalité de (v) définit un champ mesurable sur M Hd X i0p
de vecteurs distributions de l'intégrale hilbertienne (3.22) de representations
de G. On note ce champ £(6, ). On note par ailleurs @ Seilm.q €1(6,)) dx

la désintégration en vecteurs distributions de feg 0 J, BI (Ml € (’H b)~°°. Pour
P
tout 6 € M (ou Mpg), a € S(iap), v € (Is) (k) et n € V(6), la formule (3.24)

montre que 1'on a ’égalité:

(o TY@@ven) = [ a6V, v @) A,

P

za

Pintégrale dans le second membre étant absolument convergente. Il en resulte
la convergence absolue et la nullité de l'intégrale:

[, aEen €163, v @n) dx
ZGP
pour § € M, a € S(iap), v € (Is)(k) et n € V(8). L'intégrabilité locale de la
fonction A +— (£(6,\) —£1(6,\),v®n) en résulte facilement ainsi que sa nullité
presque partout. On en déduit facilement que les champs ¢ et ¢! sont égaux
presque partout. Alors (v) en résulte.
Démontrons (vi). Partant de (iii), on a 1’égalité de fonctions C*:

£ =3 pep #W(ap)) TRFR(S)
pour f € C(G/H), car f € L?(G/H)®. Utilisant (iv) et (v) on obtient le

résultat voulu. 0
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On peut introduire les analogues non normalisés des distributions ¢ 9"""’

Plus précisément, pour P € F, § € Mp, n,n € V(6), X € ia}p, on pose, lorsque
J(P,8,\,m), 5(P,6,\,n') sont bien définis:

"’" T (f) = (w5 (3P, 6, \1)*,§(P,6,\,m)),  f€C(G/H).
On a alors:

COROLLAIRE DU THEOREME 3. Pour f € C(G/H) on a:

M) =Y pey Yseirn S AW ap) ™ [ pOT(f) p(6) dA

ia)p
Ici les intégrales sont absolument convergentes.

Démonstration. Utilisant la formule (3.14) de [CD2], on exprime %0 &
I’aide de pO. On conclut grace a ’égalité de fonctions méromorphes en A:

(B(P,P,6,\) ™ )*B(P, P,6,\) ™' = pp(6, \)Idy;
égalité qui résulte de l.c. (3.11) et Théoréme 2 (iv). O

3.5. Action de D(G/H). Pour P € F, on va définir sur Sh(7) (resp.
(Sp)(x)) une action de D(G/H) telle que FP entrelace Paction de D(G/H)
sur C(G/H,T) (resp. C(G/H))) avec celle-ci. On note L au lieu de Lp
(etc.). Pour w € Nk(ag), on introduit le morphisme wy’; de D(G/H) dans
D(L/LNw~'Hw) comme suit. On note L* := wLw™}, ¥ = Ad w(). Alors
on introduit wg w ’homomorphisme de D(G/H) dans D(L*/L* N H) défini par
exemple dans [D1, (2.1.2)]. Alors wY, est la composée de wyw et de Ad w™*
qui envoie D(L¥/L¥NH) sur D(L/L Nw™'Hw). Soit A € ia} et D € D(G/H).
On définit un endomorphisme, w,(D)(\), de Az(M, T) par:

(3.30) (wr(D))(MNY)w = wgi(D)YMN)Yw, ¢ € A2(M,T).
Alors on a:
(3.31) DE(P, 4, ) = E(P,wr;(D)(=\¥,A), ¢ € Ao(M, 7).

En effet, par linéarité, on peut (avec les notations de [CD2, (2.6), (2.12)]) se
ramener & 1) de la forme 9 g,. Dans ce cas, cela résulte de [CD2, (3.4)], d’apres
le résultat correspondant pour les “intégrales d’Eisenstein” (cf. [D1, (2.1.3),
Prop. 3 et démonstration du Lemme 19]) et en utilisant [CD2, éq. (3.3) et
(3.4)].

On définit alors une action notée &, de D(G/H) dans S*(r) :=
@ per S(tap) ® A2(Mp, ) définie par:

(332)  (wr(D)(@®¥))(A) =a(Nwr(D)(-A)y, D eD(G/H),
P eF, ac S(iap), v € Ao(Mp,T).
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On va définir de fagon similaire une action de D(G/H) sur (Sp)( k)- D’abord,
siPeF, 6 Mp, A€ iap, on définit une action linéaire de D(G/H), ws z, sur
V(6)w, par:

(3.33) (ws A (D)Mw = wg (D) A)Nw, 1€ V()wp, A€ iap, we Wp.

On définit alors une action linéaire, notée @, de D(G/H) sur 5(1K) o
®persent, Sliap) ® (Is)(x) ® V(8)w, en posant:

(3.34) (@(D)(a® ¢ ®n))(A) = a(N)p ® ws,—A(D)n.

PROPOSITION 4. FV entrelace l’action naturelle de D(G/H) sur C(G/H,T)
(resp. C(G/H) ) avec Uaction &, (resp. &) sur SY(r) (resp. S(IK)).

Démonstration. On déduit de la définition de F%, P € F et de (3.31) que,
pour f € C(G/H,T), A €iap, D € D(G/H):

(3.35) (FRD)A) = (@r(D*) (=) (FRHHN).

Il nous faut déterminer (w,(D*)(—A))*. D’aprés la formule (3.30), il suffit
de calculer (W (D*)(=A))*. Pour w = 1, en utilisant le Lemme 4 de [D2],
et (2.1.3) de [D1], on voit que (wy(D*)(=A))* = wgi(D)(—A). On étend
facilement le résultat pour w quelconque et I'on en déduit que:

(3.36) (@r(D*)(=A)* = wr(D)(=A).

Joint & (3.35), cela donne le résultat pour C(G/H, 7). Le résultat pour
C(G/H) gy s’en déduit en utilisant la relation (8.10) de [CD2] et le fait que,
avec les notations de 3.5, on a: '

(Df)r = D(f,), DeD(G/H), feC(G/H)y,. O

4. Compléments

4.1. Sur les facteurs de Plancherel. Quitte & changer d’involution o, on
est amené & déterminer pp(6, ) lorsque 8 est une série discréte de M/MNH, ou
P est un sous-groupe parabolique c@-stable et M = Mp. Pour cela, il suffit de
plonger § dans une série principale correspondant & un sous-groupe parabolique
minimal de M (dite série principale minimale). En effet, les facteurs de
Plancherel sont connus pour ces séries (par réduction aux groupes de rang
un) et les facteurs up(6, \) s’obtiennent par réduction (cf. [KSt, Prop. 10.2]).
On peut, pour résoudre ce probléme de plongement, supposer que M = G, ce
que nous ferons désormais. Comme H/H? est fini, les séries discrétes de G/H
sont des séries discrétes de G/HP et I'on peut se réduire & H connexe, ce que
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l’on suppose par la suite. Soit § une série discréete de G/H. Alors, par restric-
tion des fonctions de G/H & G°/H, on obtient un morphisme de G°-modules
entre § et une série discrete 6° de G°/H. Par réciprocité de Frobenius, cela
donne un morphisme de G-modules entre § et I'induite unitaire de G° & G
de la représentation 6°. L’induction par étages nous permet alors de réduire
notre probléme de plongement au cas ou G est connexe. Enfin, on se rameéne
facilement au cas ou G est de centre fini.

Ce qui précede montre que la détermination des facteurs de Plancherel se
réduit & la détermination d’une injection d’une série discréte de G/H, avec G
et H connexes, G de centre fini, dans une série principale minimale de G.

- 4.2. Le cas de G¢/Gr. On va étudier le cas ou G est un groupe réductif
complexe connexe et o la conjugaison par rapport & une forme réelle. La
formule d’inversion de Fourier est due dans ce cas & P. Harinck [H2, Th. 7.4].

On va expliciter les éléments de notre formule. Les deux propositions
qui suivent, jointes au corollaire du Théoréme 3, conduisent & une formule
tres similaire a celle de P. Harinck, la comparaison des vecteurs distributions
H-invariants restant & compléter.

D’abord on va voir que les séries discretes sont des séries principales mini-
males unitaires. On se raméne a H connexe et G semi-simple, ce que ’on sup-
pose dans la suite. Dans ce cas, d’apres [OM], G/H admet des séries discrétes
si et seulement si ’algebre de Lie de H est une forme réelle déployée de g, ce
que l'on suppose désormais. Soit a une sous-algebre de Cartan déployée de b
et t = ia. Soit T' (resp. A) le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie t
(resp. a) et P = TAN un sous-groupe parabolique minimal de G contenant
TA. 11 est o-stable. On note W le groupe de Weyl du systéme de racines de
a dans b qui s'identifie & celui de t dans g. Alors D(G/H) s’identifie & S(t)".
Pour A € ¢, on note V Padhérence dans L*(G/H) de D'espace (Vi) (k) des
fonctions C* et de carré intégrable sur G/H, K-finies et propres sous D(G/H)
pour la valeur propre A. On peut se ramener au cas ou la partie imaginaire de
A, identifiée & un élément de a*, est P-dominante, ce que 'on fait désormais.
Alors, il résulte de [OM] que si V}; est non nul, on a:

A est élément du réseau engendré par les plus hauts poids des
(4.1) représentations irréductibles de K ayant un vecteur invariant non
nul sous K N H

et

(4.2) A est régulier par rapport auz racines de t dans g.

PROPOSITION 5. Si A vérifie (4.1) et (4.2), Vp est isomorphe & la série
principale unitairement induite par le caractére de P trivial sur AN et dont la

restriction a T admet A pour différentielle.
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Démonstration. On va utiliser la Proposition 8 de [D1] en y prenant M =
G. On remarque que dans la démonstration de celle-ci on ne se sert que des
propriétés (4.1) et (4.2) de A. On en déduit que si A est comme dans ’énoncé
et A comme dans la Proposition 8 de [D1], on a, avec les notations de celle-ci:

(4.3) p-a (VX° ® F1) = Vy°.

Mais en prenant n assez grand dans l.c. (ii), on voit, grace a [S, Th. 6.1}, que
V5 est de la forme annoncée. En effet on peut prendre G9 égal & G et H? égal
4 nouveau & H. Les orbites fermées de H? dans G%/P correspondent 3 des
orbites de sous-groupes paraboliques minimaux o-stables. Ceux-ci sont tous
conjugués entre eux sous H%. Il n’y a donc qu’une seule orbite fermée de H¢
dans G¢/P. Alors, tenant compte de [OM] et [V], on voit que si Vj (ou Vi) est
non nul, c’est une représentation irréductible de G. Par ailleurs, on note que
dans [S, 84|, p — 2p. est nul. Enfin, pour n assez grand, A satisfait la condition
(6.1) du Théoréme 6.1 de [S] d’ott 'on déduit le résultat voulu pour V. Mais
VA est irréductible ou nul, d’apres ce qui précede. Par ailleurs, grace a (4.3)
et en utilisant une P-filtration de F}, on voit que V} est non nul et contient la
série principale voulue. La proposition en résulte. a

On revient & la situation du début du paragraphe mais on suppose G
semi-simple, complexe, connexe, simplement connexe. Si P € F donne une
contribution non nulle & la formule de Plancherel, il existe wg € Wp tel que
Mp/Mp N wy ! Hwy posséde des séries discretes. Notant Q := woPwgy 1 ce
dernier est un élément de F tel que Mg/Mg N H possede des séries discretes.
On veut déterminer V(§) pour 6 élément de Mp. Par transport de structure
on se ramene & faire le travail en remplacant Mp par Mg. On note M au lieu
de Mg dans la suite.

Précisons les notations. L’espace ag est égal a ity, ou ty est une sous-
algébre de Cartan de €N h. On complete ty en une sous-algebre de Cartan
fondamentale de b, j; = ty @ ay, ou ay est contenu dans h N s.

Le fait que M /M NH possede des séries discrétes se traduit par le fait qu’il
existe une sous-algébre de Cartan #-stable de b, jo, telle que, notant ay (resp.
to) son intersection avec s (resp. t), on ait ag égal & ityg. On note Wg(jo) le
quotient du normalisateur dans G de jo, Ng(jo) par son centralisateur Zg(jo)-
On a des notations similaires en remplagant G par un sous-groupe et jp par un
autre sous-espace de g.

PROPOSITION 6. On note WY, l’ensemble formé des éléments w de Wiy
tels que M/M Nw~'Hw posséde des séries discrétes.

(i) Siw est un élément de WY, il existe un élément x de Ng(jo) N Zg(ao)
tel gque HwP soit égal a HxP.

Cette correspondance détermine par passage au quotient une bijection en-
tre W3, et W (jo) \ Wa(io)-
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(ii) S5 § est un élément de M, on a V(8,w) = 0 pour tout w ¢ WS,;. De
plus on a, ou bien, pour tout w € WR,[, V(6,w) = 0, ou bien pour tout w € WY,
V(6,w) ~ C.

Démonstration. Soit a; le sous-espace de ag tel que le centre de m (= mg)
soit égal & (a1 )c®to. Soit w € WY, Alors M/MNw~'Hw a des séries discrétes.
Ceci équivaut aux deux conditions suivantes:

(1) Notant Mye le sous groupe dérivé de M, Myer/Mger N w™ ' Hw est une
forme réelle déployée de Myer.

(2) Le quotient du centre de M par son intersection avec w1 Hw est com-
pact.

Traduisons d’abord cette derniere condition. Comme ty est inclus dans ty,
l'involution oy, (cf. le début de 3.1) fixe les éléments de ty et laisse donc invari-
ante m et le centre 3(m) de m. L’algebre de Lie de Z(M)Nw ™ Hw est I’ensemble
des points fixes par gy, de 3(m), 3(m)°>. Elle est également stable par §. La
condition (2) implique que 3(m)?* contient un supplémentaire dans 3(m) de
ia; @ ty, qui est I’algébre de Lie du plus grand sous-groupe compact connexe
du centre de M. La stabilité de 3(m)?» sous 6 implique que ce supplémentaire
peut étre choisi @-stable, donc égal & a;. On vient donc de voir que les éléments
de a; sont fixés par oy, c’est & dire que Ad w (a1) est inclus dans §.

Revenons & la condition (2). Soit u € Mye qui conjugue les deux formes
réelles déployées de Mger, Mger N H et Mger N w L Hw. Soit all P’orthogonal
de a; dans ag, pour la forme de Killing de g. Alors ai (resp. wu(ai)) est
une sous-algébre de Cartan déployée de 1'algebre de Lie de Myer N H (resp.
Mgy Nw™ Hw). On en déduit que (Ad wu)(ai) est contenu dans h. Par
ailleurs Ad w (ty) est inclus dans t; puisque w normalise ay. Donc Ad w (to)
est inclus dans b.

Enfin, comme u est élément de Mye,, il fixe les éléments de ty et de a.
Joint & ce qui précede, cela implique que (Ad wu)(jo) est contenu dans h. C’est
donc une sous-algebre de Cartan de h conjuguée a jo par un élément de G, donc
aussi par un élément de H, d’apres les propriétés des sous-algebres de Cartan.
On vient de prouver 'existence de v € H tel que (Ad vwu)(jo) = jo. Notant
x1 = vwu, on a 1 € Ng(jo) et HwQ = Hx;Q.

On note L; le centralisateur dans G de ag, Zg(ag). On sait que ’application
naturelle de Wi, (jo) dans Wg (jo) \ Wa(jo) détermine par passage au quotient
une bijection de source Wr,nu(jo) \ Wr, (o) (cf. [H1, §1.4]). Ceci permet de
remplacer z; par un élément z de Ni, (jo) qui satisfait Hw@ = HzQ. D’ou
I’on déduit la correspondance annoncée dans (i).

On va montrer I'injectivité de 'application qu’on en déduit de WY, dans
Wi (o) \ Wa(jo). Pour cela il suffit de voir que si z,y € Ny, (jo) sont tels que
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HzQ = HyQ, alors zy~! détermine un élément de Wx(jo). Cela prouvera
aussi que 'image de = dans Wy (jo) \ Wa(jo) est complétement déterminée par
Hzx(@), et donc, avec les notations ci-dessus, ne dépend pas du choix de z tel
que HwQ = HxQ. Quitte & changer Q en yQy ™!, on se raméne & y = e.

Si « est une racine imaginaire non compacte de jo dans g, on note H, la
coracine de o et on choisit un vecteur de poids a (resp. —a), Xqo (resp. X_4)
de sorte que [Xo, X_o] = Ha, 0(Xs) = X_o. On pose g, = exp §(Xo—X_q).
Alors Ad g, induit sur jg la réflexion par rapport & a et 0(ga) ‘9o = g2 =
exp imH,. Alors, d’apres [H1, Lemme 1.6], il existe un élément h de N1~z (o),
un élément [ de Zg(jp) et un ensemble de racines imaginaires non compactes,
1, deux & deux fortement orthogonales tels que x = hgyl, ol gy est égal au
produit des go, & € 1. On remarque que ces derniers commutent deux & deux.
Mais alors on voit que g, vérifie les mémes hypotheses que x et que ’on peut
prendre x égal & gy, ce que l'on fait dans la suite.

1l résulte de ce qui précede que o(z) 1z est égal au produit des exp imH,,
a € Y, donc c’est un élément de H qui centralise jo. On note L le centralisateur
dans G de a = ag. Par ailleurs, comme z appartient & H(), on peut écrire
z = hm(exp X)nou h € Hom € M, X € ity, n € Ng. Alors o(z) 'z
est égal & o(n) " to(m)~lm exp 2X n. Comme c’est un élément de L N H et
que l'application de 6(Ng) x L x Ng dans G, qui & (u,l,n) associe uln, est
un difféomorphisme sur son image, on a n = e puis X = 0. Donc z = hm.
Comme z = gy, il centralise ag. Alors Ad m(ag) est égal & Ad h™!(ag), et
est donc contenu dans m N H. C’est une sous-algebre de Cartan de m N h (car
c’est le cas de ag) qui est conjuguée de ay par I’élément m de M, donc aussi
par un élément m’ de M N H. Alors m/~'m est un élément de M qui induit
un élément du groupe de Weyl de a9 dans m. Celui-ci peut étre induit par un
élément de M N H. Donc, quitte & changer m’ dans M N H, on peut supposer
que Ad(m/~'m) est trivial sur ap. Comme z = hm'm'~'m et que m'~'m
centralise ty comme élément de M N H, 1’élément hm' de H induit sur jg la
méme action que z. Ce que ’on voulait démontrer.

Notre application est bien injective. Montons qu’elle est surjective. Grace
a [H1, 1.4 et Lemme 1.5], on est ramené & démontrer que tout élément x
de Wg(jo) induit par un élément de la forme gy, ol ¥ est un ensemble de
racines imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales, est un
élément de I'image de notre application. A ’aide de transformations de Cayley,
on peut construire c élément de L, qui conjugue les sous-algebres de Cartan
(f)c et (jo)c, qui envoie 'orthogonal de tg dans (jf)c sur (ag)c et qui induit
D'identité sur ty. Alors gy := ¢ lgyc est un élément de G qui induit Pidentité
sur Porthogonal de ty dans (jf)c et coincide avec gy sur tg. Alors g, normalise
ty. De plus g¢g;1 est un élément de L, et 'on a HgyQ = HgyQ. On note
wy la restriction de Ad gy & ap = ity. Soit w I’élément W)y qui représente la
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(WQ{{ , W@M )-double classe contenant w;. En utilisant la définition de w, il est
facile de voir que 1’ espace symétrique M/M N w~'Hw est conjugué par un
élément de M & M/M N 9y g gy, puis que ce dernier est conjugué par gy a
M/M N H, car gy normalise ty donc M. Donc M/M Nw™'Hw a des séries
discrétes comme M /M N H, w est un élément de WE et x est égal & 'image
de w par notre application. Notre application est donc bijective.

Montrons (ii). Soit w € WR/I. D’apres ce qui précede, on peut choisir 1 tel
que, comme ci-dessus, w représente la restriction wy de Ad gy & ag. Soit § un
élément de M. Il faut voir que c’est une série discrete de M/M Nw ™ Huw si et
seulement si c’est une série discrete de M /M N H. Par transport de structure,
il suffit de voir que g6 est une série discrete de M /M N H si et seulement si 6
vérifie la méme propriété. Supposons d’abord que é soit une série discrete de
M/MNH. Comme Gy 9y ! est un élément de L, G40 est équivalente & g46. On
va montrer que cette derniére est équivalente a 6. La restriction de § & Myer
est, d’apres la proposition précédente, équivalente a une série principale induite
a partir d’un sous-groupe parabolique minimal o-stable dont le sous-groupe de
Levi admet (ai)c comme algebre de Lie. Comme Ad gy agit trivialement sur
ap, on en déduit aisément que cette restriction & My, est invariante par gy.
Pour les mémes raisons, la restriction de § au sous-groupe analytique de M
d’algebre de Lie 3(m) N (ag)c est invariante par g,. Le sous-groupe analytique
de M d’algebre de Lie to est contenu dans I'intersection de H et du centre de
M. La restriction de § & ce sous-groupe est donc triviale. Elle est donc aussi
invariante par g,. Finalement on a bien montré que  est invariante par gy;
par conséquent g6 est une série discréte de M/M N H.

Réciproquement si g6 est une série discrete de M/M N H, d’aprés ce
qui précede 53,6 vérifie la méme propriété. Comme gﬁ, est élément de L, cette
derniére représentation de M est équivalente a 6. Alors § est une série discréte
de M/M N H comme désiré. L’assertion sur la dimension des V(8, w) résulte
de la proposition précédente. O

5. Un résultat auxiliaire sur les vecteurs distributions
H-invariants tempérés

5.1. Nous devons maintenant tenir compte de notre définition des vecteurs
distributions d’une représentation comme formes linéaires (et non antilinéaires)
continues sur I’espace des vecteurs C'°. Si V est un espace vectoriel complexe,
localement convexe séparé, on note V¢ l'espace vectoriel conjugué de V et
(V€)' Pespace vectoriel des formes antilinéaires continues sur V' qui s’identifie
antilinéairement au dual topologique V' de V par I’application v — v* définie
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par:
(5.1) v*(v) = v(v).

On notera parfois (v,v) au lieu de v(v) pour v € (V¢) et v € V. Si V est muni
d’une représentation continue, 7, Pespace (V°)' est muni d’une représentation
de G, 7™, telle que:

(5.2) (9" = (n'(g)v)*, veV', geG.

Si V est I’espace des vecteurs C* d’une représentation unitaire 7 de G, ’espace
V s’identifie & un sous espace de (V°)' grace au produit scalaire. De plus:

Pour tout v € (V°) (resp. (V°))H) et tout f € CX(Q) (resp.

(53) CX(G/H)), n*(f)v est élément de V.

5.2. Maintenant (7, Hy) est une représentation unitaire de longueur finie
de G et £ un vecteur distribution H-invariant. On note 3 le morphisme continu
de G-modules de HS° dans C*°(G/H) défini par:

(5.4) B(v)(gH) = <7r'(g)§, 'U>> geG, ve H.

On rappelle que, suivant la terminologie de [CD1, App. CJ, £ est faiblement
H-tempéré si B(Hr) (k) est contenu dans I'espace Atemp(G/H) des fonctions
K-finies, D(G/H) finies et tempérées sur G/H. Pour d € R, on introduit
comme dans [CD1], la fonction wq sur G/H définie par:

(5.5) wa(z) = (M (z))%

Alors, pour d > 0, wy est un poids continu (cf. l.c. Appendice C) et on dispose
d’une représentation continue de G dans L?(G/H,wq dz), par action réguliere
gauche. Sa représentation contragrédiente s’identifie a I’action réguliére gauche
de G dans L?(G/H,w_q4 dz).

LEMME 5. On suppose que £ est un wvecteur distribution faiblement
H-tempéré.

(i) Il existe d > O tel que B soit un morphisme continu de G-modules
entre H® et L?(G/H,w_g4 dz)®; i.e. £ est un vecteur distribution H-tempéré
au sens de [CD1, App. C].

(ii) Il existe une semi-norme continue sur C(G/H), p, et une semi-norme
continue sur H®, q, telles que, pour f € C(G/H) et v e HY lintégrale:

/ F(gH) @ (9)Ev) dg
G/H

soit absolument convergente et majorée en module par p(f)q(v). Pour f fixé
elle définit une forme antilinéaire continue sur H° qui est élément de HZ°
avec lidentification du §4.1. Lorsque f € C(G/H), cet élément est égal d
w*(f)&*. On conserve cette notation si f € C(G/H).

(iii) L’application f — w*(f)&* est continue de C(G/H) dans H°.
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Démonstration. On montre d’abord que tout élément de (Hr) k) est une
combinaison linéaire d’éléments de la forme 7(f)v ot v € (Hy) (k) et f €
C(G) est K-finie & gauche. En effet, lorsque v décrit (Hx)k), et f décrit
les éléments de C°(G) se transformant & gauche sous un K-type donné, ces
vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel dense de la composante isotyp-
ique correspondante. Comme celle-ci est de dimension finie, puisque 7 est
de longueur finie, on a le résultat voulu. On peut alors choisir fi,..., fn €
Ce°(G), K-finies & gauche, vi,...,v, € (Hy)k) tels que les vecteurs w; :=
n(fi)vi, i = 1,...,n, engendrent le U(g)-module (Hr)x). D’apreés la propriété
de tempérance faible de &, il existe d > 0 tel que B(v;) € L*(G/H,w_g dz) pour
tout 4.  Mais B(n(fi)vi) = fi * B(v;)). Donc [B(w;) appartient &
L*(G/H,w_gq dz)>. Il en va de méme de B(v) pour tout v € (Hy) ). Alors,
tenant compte du fait que L?(G/H,w_q dz)*® est un G-module & croissance
modérée comme espace des vecteurs C° d’une représentation hilbertienne (cf.
[W, Lemme 11.5.1]), on voit que la restriction de 8 a (Hy)x) se prolonge en
un morphisme continu de G-modules entre H® et L?(G/H,w_q dz)> (cf. [W,
Th. 11.6.7] et [D1, Prop. 1]). La continuité de 8 de H® dans C*°(G/H) ainsi
que celle de I'injection naturelle de L?(G/H,w—_g4 dz)*® dans C*®°(G/H) (qui
résulte des inégalités de Sobolev) montre que ce prolongement coincide avec 5.
D’ou (i)

Démontrons (ii). D’apres (i), il existe une semi-norme continue, p, sur
HZ telle que:

( L. 18@) @) w-aa) dx) < ple),
G/H

Par ailleurs, il résulte facilement de la définition de C(G/H) qu’il existe une
semi-norme continue q sur C(G/H) telle que:

([ 0Pt )" < atr)
G/H

Alors p et q vérifient les propriétés voulues grace a l'inégalité de Cauchy-
Schwarz. Le reste de ’assertion résulte des définitions, mis & part le fait que
7*(f)E* est élément de H® pour tout f € C(G/H). Mais C(G/H) est un
G-module différentiable dans un espace de Fréchet. D’aprés [DiMa, Th. 3.3],
tout élément de C(G/H) s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments de la
forme I x ' ot I’ € C(G/H) et | € CX(G). Alors, on vérifie facilement, grace
au Théoréme de Fubini, que:

(1 1€ = m* (1) (7" (1')€").

D’ou lassertion.
(iii) Comme H et C(G/H) sont des espaces de Fréchet, il suffit de vérifier
que le graphe de ’application linéaire considérée est fermé. Soit (f,) une
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suite convergeant vers 0 dans C(G/H). D’apres (ii), on voit que pour tout
v € HE®, (m*(fn)&*)(v) converge vers 0. Si n*(f,)€ converge vers vg € H,
on en déduit que (vp,v) = 0 pour tout v € HS®, donc vgp = 0. Alors (iii) en
résulte. a
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