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Introduction

Soit G un groupe de Lie reÂ ductif dans la classe de Harish-Chandra, r une
involution de G; h une involution de Cartan de G commutant avec r. Soit H
un sous-groupe ouvert du groupe des points ®xes de r et K le groupe des
points ®xes de h. On note D�G=H� l'algeÁ bre des opeÂ rateurs di�eÂ rentiels sur
G=H invariants par translation aÁ gauche par G.

La deÂ composition de la repreÂ sentation reÂ gulieÁ re gauche de G dans
L2�G=H� en repreÂ sentations irreÂ ductibles, et la theÂ orie spectrale des eÂ leÂ ments
de D�G=H� font partie des probleÁ mes majeurs de l'analyse harmonique sur
l'espace symeÂ trique G=H . La formule de Plancherel pour le cas des groupes,
i.e. lorsque G � G1 � G1 et H eÂ gal au sous-groupe diagonal, est due aÁ Ha-
rish-Chandra [20], le cas riemannien symeÂ trique ayant eÂ teÂ traiteÂ auparavant
(cf. e.g. [17]).

Au moment ouÁ cet article a eÂ teÂ concË u, P. Harinck venait de traiter le cas
ouÁ G est un groupe reÂ ductif complexe et H une forme reÂ elle [18], seul autre
cas de rang quelconque alors connu.

La preuve de Harish-Chandra dans le cas des groupes est un meÂ lange
d'une approche spectrale (inteÂ grales d'Eisenstein) et d'analyse harmonique
invariante (distributions invariantes, inteÂ grales orbitales). Notre approche
est purement spectrale. On introduit pour cela des familles de fonctions
D�G=H�-propres associeÂ es aÁ des sous-groupes paraboliques rh-stables
quelconques: les inteÂ grales d'Eisenstein, geÂ neÂ ralisant ainsi la deÂ ®nition de E.
van den Ban ([3], voir aussi l'article de E. van den Ban et H. Sclichtkrull [5])
pour le cas minimal. Le but est de deÂ sinteÂ grer tout eÂ leÂ ment de L2�G=H� aÁ
l'aide de celles-ci, ou plutoÃ t de leur version K-®nie. Il reÂ sulte de [13] que les
inteÂ grales d'Eisenstein sont des fonctions tempeÂ reÂ es lorsque le parameÁ tre est
imaginaire pur. Les fonctions C deÂ crivant leur comportement asymptotique
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sont deÂ ®nies graÃ ce aÁ la theÂ orie du terme constant des fonctions tempeÂ reÂ es
[10].

On trouve alors trois applications de la troncature [14].
D'abord on eÂ tablit les relations de Maass-Selberg en rang quelconque

pour les inteÂ grales d'Eisenstein, puis on montre que les inteÂ grales d'Eisen-
stein convenablement normaliseÂ es sont holomorphes au voisinage de l'axe
imaginaire pur. La transformeÂ e de Fourier normaliseÂ e F0 est alors deÂ ®nie.
De meÃ me le candidat aÁ eÃ tre son inverse I0 est deÂ ®ni graÃ ce aux proprieÂ teÂ s des
paquets d'ondes [4]. La troisieÁ me application de la troncature montre que
F0I0 est eÂ gal aÁ l'identiteÂ et I0F0 est un projecteur orthogonal dans
l'espace de Schwartz des fonctions K-®nies ou s-spheÂ riques, muni du produit
scalaire L2.

Ceci permet de deÂ crire une partie du spectre de L2�G=H�; qui contient en
particulier la partie la plus continue deÂ crite par E. van den Ban et H.
Sclichtkrull dans [6], nos meÂ thodes eÂ tant toutefois di�eÂ rentes. On veut
montrer que l'on a ainsi obtenu la totaliteÂ du spectre.

On sait que toute fonction de L2�G=H� se deÂ sinteÁ gre aÁ l'aide de fonctions
tempeÂ reÂ es (cf. [11], Appendice C, qui se deÂ duit du travail de Bernstein [7] sur
la mesure de Plancherel). Dans le cas des groupes, l'ensemble de ces reÂ sultats
implique facilement queI0 etF0 sont inverses l'un de l'autre, donnant ainsi
une autre preuve de la Formule de Plancherel de Harish-Chandra, mis aÁ part
le calcul explicite des facteurs de Plancherel. Dans le cas geÂ neÂ ral, toujours en
utilisant la tempeÂ rance du spectre, on eÂ tablit un criteÁ re pour que I0 et F0

soient inverses l'une de l'autre.
Dans [15] ce criteÁ re, joint aÁ une nouvelle utilisation de la troncature, a

permis au deuxieÁ me auteur d'achever la preuve de la formule de Plancherel.
En®n, notre TheÂ oreÁ me sur l'holomorphie des inteÂ grales d'Eisenstein nor-
maliseÂ es, au voisinage de l'axe imaginaire pur, a permis aÁ E. van den Ban et
H. Sclichtkrull de deÂ duire de leur preuve du TheÂ oreÁ me de Paley-Wiener une
autre preuve de la formule de Plancherel. DeÂ crivons plus preÂ ciseÂ ment le
contenu de l'article.

Soit a; un sous-espace abeÂ lien maximal du sous-espace de l'algeÁ bre de
Lie g de G formeÂ des eÂ leÂ ments anti-invariants par la di�eÂ rentielle de h et celle
de r. Si P est un sous-groupe parabolique rh-stable de G; on note
P � MP AP NP sa r-deÂ composition de Langlands ouÁ LP � MP AP est le sous-
groupe de Levi h-stable de P et AP l'intersection de la composante deÂ ployeÂ e
de LP avec l'ensemble des eÂ leÂ ments g de G tels que r�g� � gÿ1 (remarquer le
changement de notation par rapport aÁ [14]). Lorsque AP � A est ®xeÂ , on
note �L;M� au lieu de �LP ;MP �.

On suppose maintenant que P contient A; :� exp�a;�. On note W; le
quotient du normalisateur NK�a;� de a; dans K par son centralisateur. Soit
W H
; (resp. W M

; ) l'ensemble des eÂ leÂ ments de W; admettant un repreÂ sentant
dans l'intersection de H (resp. M) avec NK�a;�. On ®xe dans NK�a;� un
ensemble WM de repreÂ sentants des �W H

; ;W
M
; � double-classes. C'est, pour

tout sous-groupe parabolique rh-stable Q de G de sous-groupe de Levi L; un
ensemble de repreÂ sentants des �H ;Q� double-classes ouvertes de G.
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Soit �s; Vs� une repreÂ sentation unitaire de dimension ®nie de K. On
deÂ ®nit:

A2�M ; s� :� a
w2WM

A2�M=M \ wÿ1Hw; sM �

ouÁ A2�M=M \ wÿ1Hw; sM � est l'espace des fonction C1; sM �� sjM\K�-
spheÂ riques sur M=M \ wÿ1Hw; qui sont de carreÂ inteÂ grables et D�M=M\
wÿ1Hw�-®nies. Ces espaces sont de dimension ®nie (cf. [14] Proposition 1).

On deÂ ®nit maintenant les inteÂ grales d'Eisenstein. Soit k un eÂ leÂ ment du
dual complexe a�C de l'algeÁ bre de Lie a de A; tel que �Re kÿ qP � (ouÁ qP est la
demi-somme des racines de a dans nP ) soit strictement dominant (pour ces
meÃ mes racines). A tout w � �ww�w2WM

2A2�M ; s� on associe la fonction Wk

deÂ ®nie pour x 2 G=H par:

Wk�x� � 0 si x j2Sw2WM
Pwÿ1H

aÿk�qP ww�m� si x 2 namwÿ1H ; n 2 NP ; a 2 A; m 2 M ; w 2WM :

�
L'inteÂ grale d'Eisenstein E�P ;w; k� est deÂ ®nie pour x 2 G=H par:

E�P ;w; k��x� :�
Z

K
s�kÿ1�Wk�kx� dk :

Cette inteÂ grale converge et deÂ ®nit une fonction de classe C1; s-spheÂ rique et
D�G=H�-®nie. On deÂ duit de la relation simple entre les inteÂ grales d'Eisen-
stein et les vecteurs distributions H -invariants des seÂ ries principales geÂ neÂ -
raliseÂ s, que E�P ;w; k� admet un prolongement meÂ romorphe aÁ a�c. En outre,
utilisant les reÂ sultats de [13] et [4], on montre (cf. Proposition 3) que, pour
un produit convenable, b; de fonctions a�nes de type a� c ouÁ a est une
racine de a dans nP et c 2 C; l'application k 7! b�k�E�P ;w;ÿk� est holo-
morphe dans un voisinage de ia� et, de plus, est un eÂ leÂ ment de eII 0hol�G; L; s�
(cf. [14] ®n du par. 1 pour la deÂ ®nition de cet espace). En particulier, lors-
qu'elle est deÂ ®nie pour k 2 ia�; la fonction E�P ;w;ÿk� est tempeÂ reÂ e. On
introduit maintenant les fonctions C graÃ ce aÁ la theÂ orie du terme constant
(cf. [10]). On note Atemp�G=H ; s� l'espace des fonctions C1; s-spheÂ riques,
tempeÂ reÂ es et D�G=H�-®nies. Le terme constant de u 2Atemp�G=H ; s� le
long de P est l'eÂ leÂ ment uP de Atemp�L=L \ H ; sL� caracteÂ riseÂ par:

lim
t!�1

ÿ
d1=2P �lexp�tX ��u�l exp�tX �� ÿ uP �l exp�tX ��

� � 0

ouÁ X 2 A est strictement dominant pour les racines de a dans nP et:

dP �l� �
��det Ad ljnP

��; l 2 L :

Alors, si Q est un sous-groupe parabolique rh-stable tel que LQ � L; on
montre (TheÂ oreÁ me 1) qu'il existe une fonction meÂ romorphe k 7!CQjP �s; k�
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sur a�C; aÁ valeurs dans End A2�M ; s� telle que, pour w 2WM ; l 2 L; w 2
A2�M ; s�; a 2 A et k dans un ouvert dense de ia�:

s�wÿ1�E�P ;w; k�Qw�wlawÿ1� �
X

s2W �a�
�CQjP �s; k�w�w�l�aÿsk :

Ici Qw :� wQwÿ1 et W �a� deÂ signe le groupe des automorphismes de a induits
par des eÂ leÂ ments de G. Les fonctions C sont geÂ neÂ riquement des opeÂ rateurs
inversibles ce qui permet (par. 5) de deÂ ®nir les inteÂ grales d'Eisenstein nor-
maliseÂ es par:

E0�P ;w; k� � E�P ;CP jP �1; k�ÿ1w; k� :
On dispose alors des fonctions C normaliseÂ es, noteÂ es C0. En particulier
C0

P jP �1; k� � IdA2�M ;s�.
On deÂ montre ensuite les relations de Maass-Selberg. Plus preÂ ciseÂ ment, si

Q; Q0; P et P 0 sont des sous-groupes paraboliques rh-stables de r-sous-
groupe de Levi L; on montre que pour tout w 2A2�M ; s�; s; t 2 W �a�:

kCQjP �s; k�wk2 � kCQ0 jP 0 �t; k�wk2

lorsque k 2 ia� est tel que les deux membres aient un sens. Dans le cas ouÁ a
est de dimension un modulo son intersection avec le centre de g, cela reÂ sulte
essentiellement de [14], TheÂ oreÁ me 2. On passe au cas geÂ neÂ ral en montrant
que les relations chercheÂ es eÂ quivalent aÁ certaines proprieÂ teÂ s des (petites)
matrices B (Lemme 5). En e�et, les proprieÂ teÂ s de produit des matrices B
permettent une reÂ duction au cas preÂ ceÂ dent. Alors il reÂ sulte facilement du
criteÁ re [4] TheÂ oreÁ me 2, que k 7!E0�P ;w;ÿk� est une fonction eII 0hol�G; L; s� et
en particulier holomorphe au voisinage de ia� (TheÂ oreÁ me 3, appeleÂ theÂ oreÁ me
de reÂ gulariteÂ des inteÂ grales d'Eisenstein normaliseÂ es).

Soit f une fonction de l'espace de Schwartz des fonctions s-spheÂ riques. Si
k 2 ia�; il existe, par repreÂ sentation de Riesz, un unique eÂ leÂ ment �F0

P f ��k�
de A2�M ; s� tel que, pour tout w 2A2�M ; s�:

�F0
P f �k�;w� �

Z
G=H

f �x�;E0�P ;w; k��x�� dx :

De plus, on montre (TheÂ oreÁ me 4), que F0
P f est un eÂ leÂ ment de

S�ia�� 
A2�M ; s� ouÁ S�ia�� est l'espace de Schwartz des fonctions C1 aÁ
deÂ croissance rapide sur ia�.

Par ailleurs, on dispose des paquets d'ondes. Si W est un eÂ leÂ ment de
S�ia�� 
A2�M ; s�; la relation:

I0
P W�x� �

Z
ia�

E0�P ;W�k�; k��x� dk; x 2 G=H ;
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deÂ ®nit un eÂ leÂ ment I0
PW de C�G=H ; s�. Cela reÂ sulte du TheÂ oreÁ me de reÂ g-

ulariteÂ , graÃ ce au TheÂ oreÁ me 1 de [4].
On dit que deux sous-groupes paraboliques rh-stables P et Q sont r-

associeÂ s si AP et AQ sont conjugueÂ s sous K. On se ®xe un sous-groupe
parabolique minimal P0 du groupe Grh des points ®xes de rh et contenant
A;. On dit qu'un sous-groupe parabolique rh-stable de G est r-standard s'il
contient P0. On note F un ensemble de repreÂ sentants des classes de r-as-
sociation de sous-groupes paraboliques rh-stables formeÂ de sous-groupes
paraboliques r-standards. On deÂ ®nit la transformeÂ e de Fourier normaliseÂ e
F0 de C�G=H ; s� dans aP2F S�ia�P � 
A2�MP ; sMP � en posant:

F0 �
X
P2F

#W �aP �ÿ1=2F0
P :

Le candidat I0 aÁ la transformation de Fourier inverse est deÂ ®ni par la
restriction aÁ l'image deF0 de

X
P2F #W �aP �ÿ1=2I0

P . On deÂ termine l'image

deF0 et on montre queF0 �I0 est eÂ gal aÁ l'identiteÂ (TheÂ oreÁ mes 5 et 6). On
montre en®n que I0 �F0 est un projecteur orthoganal dans l'espace de
Schwartz.

Pour montrer que I0 est bien l'inverse de F0; il reste aÁ prouver que I0

est surjective (ou F0 injective). Nous deÂ montrons (Lemme 11) que I0 est
surjective si et seulement si il existe une fonction tempeÂ reÂ e D�G=H�-®nie
orthogonale aÁ l'image de I0. Ce Lemme est crucial dans la ®n de la
deÂ monstration de la Formule de Plancherel (cf. [15]).

On montre aussi que si G � G1 � G1 et H est le groupe diagonal de
G; I0 et F0 sont inverses l'un de l'autre (TheÂ oreÁ me 8).

0 Notations. Choix des mesures

On utilise les conventions de [13] par. 1 (par exemple, si S est un groupe de
Lie, S0 deÂ signe sa composante neutre, e ou eS son eÂ leÂ ment neutre, etc..).

Soit G un groupe de Lie reÂ ductif dans la classe de Harish-Chandra, r une
involution de G; h une involution de Cartan de G commutant avec r; H un
sous-groupe ouvert des points ®xes de r;K le sous-groupe des points ®xes de
h. On note encore h (resp. r) la di�eÂ rentielle de h (resp. r) et s (resp. q) le
sous-espace propre de g pour la valeur propre ÿ1. Si P est un sous-groupe
parabolique rh-stable de G; on note LP (ou L) le sous-groupe de Levi stable
par r et h; i.e. LP � P \ h�P�; dite composante de Levi, NP son radical
unipotent et P � MP AP NP sa r-deÂ composition de Langlands. En particulier,
on note G � LGAG la r-deÂ composition de Langlands de G. Ici, AG est le sous-
groupe de la composante deÂ ployeÂ e de G formeÂ des eÂ leÂ ments a de celle-ci tels
que r�a� � aÿ1. On l'appelle composante r-deÂ ployeÂ e de G. Clairement, si P
est un sous-groupe parabolique rh-stable de G; �MP ; rjMP ; hjMP ;H \MP �
veÂ ri®e les meÃ mes hypotheÁ ses que �G; r; h;H�; et de meÃ me en remplacË ant MP

par LP .
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On se ®xe dans toute la suite de l'article un sous-espace abeÂ lien maximal
a; de s \ q. On note L; le centralisateur dans G de a;. C'est la composante de
Levi d'un sous-groupe parabolique rh-stable minimal. Il admet pour r-
deÂ composition de Langlands L; � M;A; ouÁ A; � expa;. On note W; le
quotient du normalisateur NK�a;� de a; dans K; par son centralisateur. On a
G � KA;H . Soit P un sous-groupe parabolique rh-stable contenant A;. A-
lors L; (resp. M;) est contenu dans LP (resp. MP ) et AP est contenu dans A;.
On note RP l'ensemble des racines de aP dans nP . On appelle r-sous-groupe
de Levi de G; toute composante de Levi d'un sous-groupe parabolique rh-
stable contenant A;. Si L est un r-sous-groupe de Levi de G; on note L�L�
l'ensemble des r-sous-groupes de Levi de G contenant L; P�L� l'ensemble
des sous-groupes paraboliques rh-stables de G dont la composante de Levi
est eÂ gale aÁ L; F�L� l'ensemble des sous-groupes paraboliques rh-stables de
G dont la composante de Levi contient L. Si L � L;; on noteraL au lieu de
L�L;�; etc..

Pour toute la suite de l'article, on ®xe un systeÁ me de racines positives Rrh

de a; dans l'algeÁ bre de Lie grh formeÂ e des points ®xes de rh. On note P0 le
sous-goupe parabolique minimal correspondant du sous-goupe Grh des
points ®xes de rh. On note Pst (st pour standard) le sous-ensemble de P
formeÂ des P 2 P contenant P0. Pour L 2L; on note Pst�L� (resp. Fst�L�)
l'ensemble des eÂ leÂ ments de P�L� (resp. F�L�) contenant un eÂ leÂ ment de Pst.
Soit Lst l'ensemble des eÂ leÂ ments L de L tels que Pst�L� soit non vide. On
ajoutera L0 en indice supeÂ rieur dans tout ce qui preÂ ceÁ de si on remplace G par
un eÂ leÂ ment L0 de L. Tous les ensembles preÂ ceÂ dents sont ®nis, mais con-
trairement au cas des groupes, Pst n'est pas reÂ duit aÁ un eÂ leÂ ment.

On se ®xe une forme bilineÂ aire B sur g; prolongeant la forme de Killing
de �g; g�; invariante par Ad G; r et h; et telle que, de plus, la forme qua-
dratique X 7!kXk2 :� ÿB�X ; hX � soit deÂ ®nie positive. Si L 2L; on notera
aG

L l'orthogonal pour B de aG dans aL. Si P 2 P�L�; on notera dP la fonction
sur L=L \ H deÂ ®nie par:

dP �l� � e2qP �HL�l��; l 2 L ;

ouÁ qP 2 a�P est la demi-somme des racines de aP dans nP ; compteÂ es avec leurs
multipliciteÂ s.

La forme B deÂ termine un produit scalaire sur aL; L 2L; ce qui deÂ ter-
mine une mesure de Haar sur aL. On munira ia�L de la mesure duale (cf. [14]
par. 1). La mesure invariante sur G=H est normaliseÂ e comme dans [14]
par. 1. On proceÁ de de meÃ me pour les autres espaces symeÂ triques rencontreÂ s.

1 Vecteurs distributions H-invariants ``de carreÂ inteÂ grable''

1.1 Soit �p;Hp� une repreÂ sentation unitaire irreÂ ductible de G et �Hÿ1p �H
l'espace des vecteurs distributions H -invariants de �p;Hp�. D'apreÁ s [1], cet
espace est de dimension ®nie. L'action �D; n�7!p0�D�n; �D 2 U�g�H ;
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n 2 �Hÿ1p �H �; de U�g�H sur �Hÿ1p �H passe au quotient en une action de
l'algeÁ bre D�G=H� des opeÂ rateurs di�eÂ rentiels G-invariants sur G=H (qui
s'identi®e aÁ U�g�H=�U�g�h \ U�g�H ��; action que l'on notera eÂ galement
�D; n�7!p0�D�n.

A tout n 2 �Hÿ1p �H est associeÂ e une application lineÂ aire Tn de H1p dans
C1�G=H�; g et G-eÂ quivariante, deÂ ®nie par:

Tn�v��gH� � hp0�g�n; vi; g 2 G; n 2 �Hÿ1p �H ; v 2 H1p : �1:1�

Pour un tel couple �n; v�; on a eÂ videmment:

DTn�v� � Tp0�D�n�v�; D 2 D�G=H� : �1:2�

En particulier, l'espace

�Hÿ1p �Hdisc :� fn 2 �Hÿ1p �H j Im Tn � L2�G=H�1 g �1:3�

est stable sous l'action de D�G=H� car D�G=H� opeÁ re continuÃ ment sur
L2�G=H�1 [1]. Les eÂ leÂ ments de cet espace sont appeleÂ s vecteurs distributions
H -invariants ``de carreÂ inteÂ grable.''

1.2 Lemme 1. Si n 2 �Hÿ1p �Hdisc; l'application Tn se prolonge en un opeÂrateur
lineÂaire continu �Tn de Hp dans L2�G=H�. Cet opeÂrateur est G-eÂquivariant et
applique donc continuÃment H1p dans L2�G=H�1.

DeÂmonstration. Pour g 2 G ®xeÂ , les formes lineÂ aires f 7!f �gH� et
v 7!hp0�g�n; vi sont continues sur les espaces C1�G=H� et H1p respectivement
lorsqu'on les munit de leurs structures canoniques d'espaces de FreÂ chet. Le
graphe de Tn est donc fermeÂ et Tn deÂ ®nit une application lineÂ aire continue de
H1p dans C1�G=H�. Montrons que l'opeÂ rateur Tn; deÂ ®ni comme un opeÂ -
rateur non borneÂ sur Hp; de domaine de deÂ ®nition H1p ; aÁ valeurs dans
L2�G=H�; est fermable. Soit �vn� une suite de H1p convergeant vers 0 dans Hp

et telle que �Tnvn� converge vers f dans L2�G=H�. Il faut montrer que f � 0.
Pour tout u 2 C1c �G�; la suite �p�u�vn� converge vers 0 dans H1p . L'appli-
cation Tn eÂ tant continue, la suite Tn�p�u�vn� converge vers 0 dans C1�G=H�.
L'opeÂ rateur Tn eÂ tant G-eÂ quivariant et continu, Tn�p�u�vn� � u � Tn�vn�.
D'apreÁ s nos hypotheÁ ses sur �vn�; la suite �u � Tn�vn�� converge vers u � f . On
en deÂ duit que , pour tout u 2 C1c �G�; u � f � 0. Cela signi®e que f � 0
comme deÂ sireÂ . L'opeÂ rateur Tn est donc fermable. Sa fermeture �Tn est eÂ vi-
demment G-eÂ quivariante. Le reÂ sultat chercheÂ reÂ sulte alors du Lemme de
Schur pour les opeÂ rateurs fermeÂ s non borneÂ s. (

1.3 Tout eÂ leÂ ment D 2 D�G=H� peut eÃ tre consideÂ reÂ comme un opeÂ rateur
lineÂ aire non borneÂ dans L2�G=H�; de domaine de deÂ ®nition C1c �G=H�.
D'apreÁ s [1] Lemmes 1.2 et 1.3, le domaine de deÂ ®nition de son adjoint (resp.
de sa fermeture) contient L2�G=H�1 et cet adjoint coincide sur C1c �G=H�
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avec un eÂ leÂ ment D� de D�G=H�. Si on note encore D l'opeÂ rateur fermeÂ
correspondant on a donc, par densiteÂ :

�Df ; g� � �f ;D�g�; f ; g 2 L2�G=H�1; D 2 D�G=H� : �1:4�

Si n et n0 sont dans �Hÿ1p �Hdisc; �T �n0 �Tn est un opeÂ rateur borneÂ dans Hp; qui
commute avec l'action de G. C'est donc un multiple de l'identiteÂ de Hp. Si on
deÂ ®nit le complexe �n; n0� de telle sorte que �T �n0 �Tn � �n; n0� IdHp ; on a:Z

G=H
� �Tn�v��x�; �Tn0 �v0��x�� dx � �n; n0� �v; v0�; v; v0 2 H1p �1:5�

et on veÂ ri®e immeÂ diatement que:

On a ainsi d�efini un produit scalaire sur �Hÿ1p �Hdisc: �1:6�

En®n, on obtient facilement, aÁ l'aide de (1.2), (1.4) et (1.5) que:

Pour D 2 D�G=H�; l'adjoint de p0�D� agissant sur

�Hÿ1p �Hdisc; muni du produit scalaire ci-dessus; est �egal �a

p0�D��
�1:7�

L'algeÁ bre commutative D�G=H� eÂ tant engendreÂ e par ses eÂ leÂ ments autoad-
joints, on deÂ duit de (1.6) que l'action de D�G=H� sur �Hÿ1p �Hdisc se diago-
nalise. Notons, pour tout caracteÁ re v de D�G=H�:

�Hÿ1p �Hdisc;v � fn 2 �Hÿ1p �Hdisc j p0�D�n � v�D�n; D 2 D�G=H�g :

On a donc:

�Hÿ1p �Hdisc � �v �Hÿ1p �Hdisc;v �1:8�

2 Application aux sous-groupes de Levi

2.1 Soit L 2L et L � MA sa r-deÂ composition de Langlands. On ®xe une
repreÂ sentation unitaire de dimension ®nie �s; Vs� de K; et on note sM sa
restriction aÁ K \M (noteÂ aussi KM ). Soit �d; Vd� une repreÂ sentation unitaire
irreÂ ductible de M . On applique les reÂ sultats preÂ ceÂ dents aÁ M et d au lieu de G
et p. On notera A2�M=M \ H�d la somme des images des opeÂ rateurs Tg

lorsque g varie dans �V ÿ1d �M\H
disc . Soit A2�M=M \ H ; sM �d l'espace des

fonctions sM -spheÂ riques correspondant, deÂ ®ni par:

A2�M=M \ H ; sM �d :� �A2�M=M \ H�d 
 Vs�KM ; �2:1�
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ouÁ l'indice supeÂ rieur KM indique que l'on consideÁ re les eÂ leÂ ments KM -in-
variants de ce produit tensoriel de repreÂ sentations de KM . Les eÂ leÂ ments de
A2�M=M \ H ; sM �d sont des fonctions de classe C1 sur M=M \ H ; sM -
spheÂ riques, D�M=M \ H�-®nies (graÃ ce aÁ (1.2) et au fait que �V ÿ1d �M\H

disc est de
dimension ®nie). Elles appartiennent aÁ l'espace �L2�M=M \ H�1 
 Vs�KM . Ce
sont (en utilisant les notations de [14], eÂ quation (5.3)) des eÂ leÂ ments de
C�M=M \ H ; sM� (voir [2] Th. 6.4). On en deÂ duit queA2�M=M \ H ; sM �d est
contenu dans A2�M=M \ H ; sM �; donc de dimension ®nie (cf [14] Prop. 1).
De plus, on a:

A2�M=M \ H ; sM� � a
d2M̂

A2�M=M \ H ; sM �d : �2:2�

Cette somme est une somme directe orthogonale lorsque l'on munit ces
espaces du produit scalaire L2.

2.2 On fait agir KM sur C1�K� par repreÂ sentation reÂ gulieÁ re droite et na-
turellement sur V 1d . Dans ce cas, l'espace des invariants sous l'action de KM:

C1�K; d� :� �C1�K� 
 V 1d �KM �2:3�
est l'espace de la reÂ alisation compacte des seÂ ries principales geÂ neÂ raliseÂ es
associeÂ es aÁ d et P 2 P�L�.

On fait agir K sur C1�K; d� et sur C1�K� par repreÂ sentation reÂ gulieÁ re
gauche. L'espace:

C1�K; d; s� :� �C1�K; d� 
 Vs�K ; �2:4�
s'eÂ crit eÂ galement:

C1�K; d; s� � �C1�K� 
 V 1d 
 Vs�KM�K : �2:5�

On introduit l'application de C1�K; d; s� 
 �V ÿ1d �M\H
disc dans A2�M=M\

H ; sM �d qui associe aÁ f 
 g l'eÂ leÂ ment wf
g de A2�M=M \ H ; sM � deÂ ®ni par:

wf
g�mM \ H� � hd0�m�g; f �e�i 2 Vs; m 2 M : �2:6�

Ici, si f �
Xn

i�1 ui 
 vi; ouÁ ui 2 C1�K; d� et vi 2 Vs; et n 2 V ÿ1d ; on a noteÂ :

hn; f �e�i �
Xn

i�1 hn;ui�e�ivi.

On deÂ montre comme dans [3] par. 4, que cette appplication est un iso-
morphisme. En outre:

Si les espaces sont munis des produits scalaires L2; cette
application est une isom�etrie d'image A2�M=M \ H ; sM �d :

�2:7�

2.3 Pour tout sous-groupe S de G; on note W S
; l'ensemble des eÂ leÂ ments de W;

induits par des eÂ leÂ ments du normalisateur de a; dans K \ S. On ®xe un
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ensembleWM (noteÂ aussiW) de repreÂ sentants dans NK�a;� des �W H
; ;W

M
; �-

doubles classes de W;. Pour P 2 P�L�; W est un ensemble de repreÂ sentants
des �H ; P�-doubles classes ouvertes de G ([11] Lemme 3). On suppose en
outre que W contient l'eÂ leÂ ment neutre de G.

Si w 2 NK�a;�; on dispose d'une involution rw de G deÂ ®nie par:

rw�g� � wÿ1r�wgwÿ1�w; g 2 G ; �2:8�
pour laquelle wÿ1Hw est un sous-groupe ouvert du groupe de ses points
®xes. De plus rw commute aÁ h; a; est contenu dans qw :� Ad wÿ1�q� et est rw

invariant. En®n, si P 2F; P est eÂ galement rwh-stable. On peut appliquer
au quadruplet �G;wÿ1Hw; rw; h� les reÂ sultats eÂ tablis pour �G;H ; r; h�.

On deÂ ®nit:

A2�M ; s�W :�
Y

w2W
A2�M=M \ wÿ1Hw; sM � ; �2:9�

et, pour d 2 M̂:

A2�M ; s�dW :�
Y

w2W
A2�M=M \ wÿ1Hw; sM �d : �2:10�

Chacun des facteurs ®gurant dans le membre de droite de (2.9) et (2.10) est
muni d'un produit scalaire L2 naturel. On munit le membre de gauche du
produit scalaire naturel correspondant. Si w 2A2�M ; s�W; on notera
ww; w 2W ses composantes. La deÂ ®nition des espaces ci-dessus deÂ pend du
choix deW. Toutefois, s'il n'y a pas ambiguiteÂ , on pourra omettre l'indiceW.

De facË on analogue aÁ [11], on note, pour �d; Vd� 2 M̂ :

V�d�W :�
Y

w2W
V�d;w�; o�u V�d;w� � �Vÿ1d �M\wÿ1Hw

disc ; �2:11�

qui est muni d'une structure d'espace de Hilbert (de dimension ®nie) deÂ duite
de celle introduite sur les espaces �Vÿ1d �M\wÿ1Hw

disc (cf. (1.6)). Noter que, par
rapport aÁ [11], on a omis l'indice disc.

On utilise la notation (2.6). Si f 2 C1�K; d; s� et g � �gw�w2W 2V�d�W;
on deÂ ®nit l'eÂ leÂ ment wWf
g (wf
g en abreÂ geÂ ) de A2�M ; s� par:

�wWf
g�w � wf
gw
; w 2W : �2:12�

Alors, graÃ ce aÁ (2.7), on voit que:

La correspondance f 
 g 7!wWf
g se prolonge en une

application lin�eaire bijective isom�etrique entre C1�K; d; s� 
V�d�W
et A2�M ; s�dW :

�2:13�
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3 InteÂ grales d'Eisenstein

3.1 Soient P 2 P�L�; et �d; Vd� 2 M̂ . On omet les indicesW. On dispose de la
seÂ rie principale geÂ neÂ raliseÂ e C1; �pP

d;k; I
P
d;k� (cf. [11] par. 2) et de sa reÂ alisation

compacte �pP
d;k dans C1�K; d�. On suppose que Re�kÿ qP � est strictement

RP -dominant et g 2V�d�. On dispose d'une fonction j�P ; d; k; g�; continue
sur G; aÁ valeurs dans V ÿ1d ; qui deÂ termine un vecteur distribution H -in-
variant de pP

d;k (cf. [11], (2.4.6)). On notera �j�P ; d; k; g� la forme lineÂ aire
correspondante sur C1�K; d�.

Si w � �ww�w2W 2A2�M ; s�; on deÂ ®nit une fonction Wk de G=H dans Vs

par:

Wk�x� � 0 si x j2 Sw2W Pwÿ1H
aÿk�qP ww�m� si x � namwÿ1h; n 2 NP ; a 2 A; m 2 M ; h 2 H :

(
�3:1�

Si, avec les notations de (2.12), w � wf
g avec f 2 C1�K; d; s� et g 2V�d�;
on a:

Wk�x� � hj�P ; d; k; g��xÿ1�; f �e�i ; �3:2�

ouÁ h ; i deÂ signe l'application bilineÂ aire naturelle de V ÿ1d � �V 1d 
 Vs� dans
Vs. GraÃ ce aux proprieÂ teÂ s de j, aÁ la deÂ composition (2.2) et aÁ l'isomorphisme
(2.7), il reÂ sulte de (3.2), par lineÂ ariteÂ , que Wk est continue sur G=H . On
deÂ ®nit alors l'inteÂ grale d'Eisenstein sur G=H par:

E�P ;w; k��x� �
Z

K
s�kÿ1�Wk�kx� dk; x 2 G=H ; w 2A2�M ; s� ; �3:3�

ceci pour Re�kÿ qP � strictement RP -dominant. Pour f 2 C1�K; d; s� et
g 2V�d�; on sait que:

E�P ;wf
g; k��gH� � h��pP
d;k�0�g��j�P ; d; k; g�; f i; g 2 G ; �3:4�

ouÁ h ; i deÂ signe ici l'application bilineÂ aire naturelle de C1�K; d�0�
�C1�K; d� 
Vs� dans Vs. De plus, si f �Pn

i�1 ui 
 vi; avec ui 2 C1�K; d� et
vi 2 Vs; on a, avec les notations de [13] par. 3.4, DeÂ ®nition 3, et toujours sous
les meÃ mes hypotheÁ ses:

E�P ;wf
g; k��x� �
Xn

i�1
E�P ; d; k; g;ui��x�vi; x 2 G=H : �3:5�

Utilisant toujours (2.2), (2.7) et (3.2), il reÂ sulte de [11] TheÂ oreÁ mes 2 et 3 (voir
aussi [13] par. 3.4) que l'application k 7!E�P ;w; k� se prolonge en une ap-
plication meÂ romorphe sur a�C; aÁ valeurs dans l'espace C1�G=H ; s�. Alors,
(3.4) et (3.5) donnent des identiteÂ s de fonctions meÂ romorphes sur a�C.
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3.2 Soient d 2 M̂ ; P ; Q 2 P�L�. On note k 7!A�P ;Q; d; k� le prolongement
meÂ romorphe des inteÂ grales d'entrelacement qui envoie IQ

d;k dans IP
d;k (cf.

e.g. [11] Proposition 1, par. 2.2). On note �A�P ;Q; d; k� les opeÂ rateurs cor-
respondants dans la reÂ alisation compacte. On note k 7!B�Q; P ; d; k� l'appli-
cation meÂ romorphe de a�C dans l'espace des endomorphismes de V�d� telle
que l'on ait l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes sur a�C :

A0�P ;Q; d; k� j�P ; d; k; g� � j�Q; d; k;B�Q; P ; d; k�g�; g 2V�d� : �3:6�

L'existence de B reÂ sulte de [11] Proposition 4 et de [13] TheÂ oreÁ me 2. Par
ailleurs, on sait (cf. [21] Prop. 7.3), qu'il existe une fonction meÂ romorphe
sur a�C; non identiquement nulle, aÁ valeurs complexes, k 7!g�P ;Q; d; k� telle
que:

�A�P ;Q; d; k� �A�Q; P ; d; k� � g�P ;Q; d; k� IdC1�K;d� : �3:7�

On a, en outre, l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes:

g�P ;Q; d; k� � g�Q; P ; d; k� : �3:8�

Notons �P le sous-groupe parabolique opposeÂ aÁ P . D'apreÁ s [23] TheÂ oreÁ me
10.5.8, il existe e > 0; tel que la fonction lP �d; k� :� g�P ; �P ; d; k�ÿ1 soit ho-
lomorphe sur a�e :� fk 2 a�C j kRe kk < e g. De plus, il existe C > 0 et
N 2 N tels que:

jlP �d; k�j � C�1� kkk�N ; k 2 a�e : �3:9�

En®n:

lP �d; k� � 0; k 2 ia� : �3:10�

Dans [23] TheÂ oreÁ me 10.5.8, le reÂ sultat n'est pas vraiment deÂ montreÂ pour les
groupes dans la classe de Harish-Chandra. L'ingreÂ dient essentiel est
l'eÂ quation fonctionnelle pour les inteÂ grales d'entrelacement. Celle-ci est
eÂ tablie dans [11] TheÂ oreÁ me 2 (voir aussi [9] par. 4 pour l'interpreÂ tation de ces
inteÂ grales d'entrelacement comme des vecteurs distributions invariants par
la diagonale de G� G). Les reÂ sultats de [11] sont eÂ tablis modulo la proprieÂ teÂ
de continuiteÂ automatique pour G (cf. [11] par. 1.2). Celle-ci est eÂ tablie pour
les groupes dans la classe de Harish-Chandra dans [13] Proposition 1
par. 1.3. Le reste de la deÂ monstration du TheÂ oreÁ me 10.5.8 de Wallach
s'adapte alors aiseÂ ment.

On deÂ duit de (3.6)±(3.8) et des proprieÂ teÂ s caracteÂ ristiques des fonctions j;
que l'on a l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes:

B�P ;Q; d; k� � B�Q; P ; d; k� � g�P ;Q; d; k� IdV�d� : �3:11�

Il reÂ sulte de (3.7) et (3.11) que A�P ;Q; d; k� et B�P ;Q; d; k� ont des inverses
meÂ romorphes en k.
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Si Q 2 P�L�; on a l'identiteÂ :

A� �P ; P ; d; k� � A� �P ;Q; d; k�A�Q; P ; d; k� ; �3:12�

et une identiteÂ similaire pour B.
On deÂ ®nit les vecteurs distributions H -invariants ``normaliseÂ s'':

j0�P ; d; k; g� :� �A�P ; �P ; d; k�ÿ1�0j� �P ; d; k; g�; g 2V�d� : �3:13�

D'apreÁ s (3.6) on a aussi:

j0�P ; d; k; g� :� j�P ; d; k;B� �P ; P ; d; k�ÿ1g�; g 2V�d� : �3:14�
En utilisant les identiteÂ s preÂ ceÂ dentes, on en deÂ duit les identiteÂ s de fonctions
meÂ romorphes:

j0�P ; d; k; g� :� �A�P ;Q; d; k�ÿ1�0j�Q; d; k;B� �P ;Q; d; k�ÿ1g� ;
g 2V�d� : �3:15�

On deÂ duit de (3.4) et (3.6) l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes en k 2 a�C:

E�Q;wf
B�Q;P ;d;k�g; k� � E�P ;w� �A�P ;Q;d;k�
Id�f
g; k� ;
f 2 C1�K; d�; g 2V�d� : �3:16�

En introduisant l'inverse de �A on a aussitoÃ t:

E�P ;wf
g; k� � E�Q;w� �A�P ;Q;d;k�ÿ1
Id�f
B�Q;P ;d;k�g; k�
f 2 C1�K; d�; g 2V�d� : �3:17�

3.3 Il nous faut rappeler et preÂ ciser certaines proprieÂ teÂ s eÂ tablies dans [13].
On note, pour R 2 R; a��P ;R� :� fk 2 a�C j Re�k; a� > R; a 2 RP g. On note
P�RP � l'ensemble des fonctions polynomiales qui sont produits de fonctions
a�nes de la forme k 7!�a; k� ÿ r; a 2 RP ; r 2 C.

Lemme 2. Soit R 2 R. Il existe un polynoÃ me bR 2 P�RP � veÂri®ant:
(i) L'application k 7!bR�k�j�P ; d; k; g� est holomorphe sur a��P ;R� pour

g 2V�d�.
(ii) Si R < 0 et e > 0 sont tels que a�e est contenu dans a��P ;R�; il existe,

pour tout g 2V�d�; une semi-norme pR;g; continue sur C1�K; d� et un entier N
tel que:

jhbR�k��j�P ; d; k; g�;uij � �1� kkk�N pR;g�u�; k 2 a�e ; u 2 C1�K; d� :

DeÂmonstration. On sait que la varieÂ teÂ polaire de k 7!j�P ; d; k; g� est contenue
dans une famille localement ®nie d'hyperplans dont les eÂ quations sont dans
P�RP � (cf. [11] Prop. 7). Comme cette application est holomorphe sur
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a��P ;R0� pour R0 positif et assez grand, seulement un nombre ®ni de ces
hyperplans rencontre a��P ;R�. On obtient alors bR satisfaisant (i) par ap-
plication du Lemme 3 (i) de [13] et graÃ ce au Lemme 12 de l'appendice
(par. 10). La majoration de (ii) reÂ sulte immeÂ diatement des Lemmes 3 et 22
de [13]. (

Nous pouvons appliquer ce Lemme aux inteÂ grales d'entrelacement (cf.
[9] par. 4). On en deÂ duit:

Lemme 3. Soient P 2 P�L�; d 2 M̂ et R 2 R. Il existe dans P�RP � un poly-
noÃme aR veÂri®ant:

(i) On utilise le crochet naturel de dualiteÂ entre C1�K; d� et C1�K; d0�.
Pour tout u 2 C1�K; d� et tout u0 2 C1�K; d0�; l'application k 7!aR�k�
h �A� �P ; P ; d; k�u;u0i est holomorphe sur a��P ;R�.

(ii) Soient R < 0 et e > 0 tels que a�e soit contenu dans a��P ;R�. Il existe un
entier N ; une semi-norme continue qR (resp. q0R), continue sur C1�K; d� (resp.
C1�K; d0�) tels que:

jhaR�k� �A� �P ; P ; d; k�u;u0ij � �1� kkk�N qR�u� q0R�u0�;

k 2 a�e ; u 2 C1�K; d�; u0 2 C1�K; d0� :
3.4 Si S est une partie de G et x un eÂ leÂ ment de G; on note Sx � xSxÿ1. Si
v 2W; on a Lv 2L et MvAv est sa r-deÂ composition de Langlands. L'en-
semble Wvÿ1 est un ensemble de repreÂ sentants, contenant l'eÂ leÂ ment neutre
de G; des �W H

; ;W
Mv

; �-doubles classes de W;. Si �d; Vd� 2 M̂ . On notera
�dv; Vd� l'eÂ leÂ ment de M̂v deÂ ®ni par:

dv�m� :� d�vÿ1mv�; m 2 Mv :

Alors, pour w 2W; V�d;w� et V�dv;wvÿ1� sont deux copies de
�V ÿ1d �M\wÿ1Hw

disc . On note R�v; d� l'isomorphisme entre V�d�W et V�dv�Wvÿ1

qui se reÂ duit aÁ l'identiteÂ sur ces composantes. Si P 2 P�L�; on a P v 2 P�Lv�.
Pour k eÂ leÂ ment de aC;

� on note vk l'eÂ leÂ ment de �av��C deÂ ®ni par:

vk :� k � Ad vÿ1jav :

Soit L (resp. R) la repreÂ sentation reÂ gulieÁ re gauche (resp. droite) de G sur les
fonctions ou distributions (eÂ ventuellement aÁ valeurs vectorielles) sur G. On
indique aÁ nouveau les indicesW ouWvÿ1 lorsque les objets en deÂ pendent.
On a l'eÂ galiteÂ de fonctions meÂ romorphes sur a�C:

jWvÿ1�P v; dv; vk;R�d; v�g� � R�v�jW�P ; d; k; g�; g 2V�d�W : �3:18�

On deÂ ®nit aussi une application ~R�v� deA2�M ; s�W dansA2�Mv; s�Wvÿ1 telle
que, pour w � �ww�w2W 2A2�M ; s�W; on ait:

�~R�v�w�wvÿ1�m� � s�v�ww�vÿ1mv�; w 2W; m 2 Mv : �3:19�
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C'est un opeÂ rateur unitaire. En outre, pour f 2 C1�K; d; s� et g 2V�d�W;
on a:

~R�v�wWf
g � wWvÿ1
R�v�f
R�d;v�g : �3:20�

En®n, pour w 2A2�M ; s�W; on a l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes en
k 2 a�C:

E�P v; ~R�v�w; vk�Wvÿ1 � E�P ;w; k�W : �3:21�

Ces relations permettent, quitte aÁ changer de L et de sous-groupe para-
bolique, aÁ ramener la deÂ monstration de certaines proprieÂ teÂ s deÂ pendant de v
au cas ouÁ v � 1. On peut, par exemple, reformuler le Lemme 16 de [13]
comme suit:

Soient x 2 G; P 2 P�L�; k 2 a�C�resp: X 2 a� avec

Re�kÿ qP � �resp: ÿ X � strictement DP -dominant; et v 2
W: Pour g 2V�d�W et f 2 C1�K; d; s�; on a:

lim
t!�1et�kÿqP ��X �E�P ;wf
g; k��xexp�tX �vÿ1�
� hgv; �A� �P ; P ; d; k� 
 IdVs�f ��x�i;

o�u �P :� h�P � est le sous-groupe parabolique oppos�e �a P : �3:22�

3.5 On note W �a� le groupe des automorphismes de a induits par un eÂ leÂ ment
de G (cf. [14] Lemme 2). On se donne un eÂ leÂ ment s de W �a�. On choisit un
repreÂ sentant �s de s dans W;. Pour w 2 W;; la �W H

; ;W
M
; �-double classe con-

tenant w�sÿ1 ne deÂ pend que de s et de la �W H
; ;W

M
; �-double classe de w s et de.

On la note w � sÿ1. L'identi®cation naturelle de W aÁ W H
; nW;=W M

; permet
d'en deÂ duire une permutation de W noteÂ e encore w7!w � sÿ1. Soit ~s un
repreÂ sentant de s dans NK�a;�. Il existe alors des eÂ leÂ ments wH �w; ~s� et
wM�w; ~s� dans NK\H �a;� et NK\M �a;� respectivement, tels que:

w � sÿ1 � wH �w; ~s�w~sÿ1wM �w; ~s� : �3:23�

Comme ~s normalise a et a;; il normalise M . On deÂ ®nit une repreÂ sentation d~s

de M dans Vd par:

d~s�m� :� d�~sÿ1m~s�; m 2 M :

Pour w 2W; l'application d0�~sÿ1wM �w; ~s�ÿ1~s� induit un isomorphisme entre
V�d;w� et V�d~s;w � sÿ1�. On note �R�d; ~s� l'isomorphisme entre V�d�W et
V�d~s�W qui induit cet isomorphisme sur chacune des composantes V�d;w�
de V�d�. On a alors l'eÂ galiteÂ de fonctions meÂ romorphes en k 2 a�C:

R�~s� j�P ; d; k; g� � j�P s; d~s; sk; �R�d; ~s�g�; g 2V�d� : �3:24�
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Ici P s deÂ signe le groupe ~sP~sÿ1; qui ne deÂ pend que de s; et sk deÂ signe k � sÿ1.
On deÂ ®nit un opeÂ rateur �R�~s� de A2�M ; s� dans lui-meÃ me comme suit. Si

w 2A2�M ; s� et w 2W; on pose:

��R�~s�w�w�sÿ1�m� � s�~s�ww�~sÿ1mwM �w; ~s�ÿ1~s� : �3:25�

On veÂ ri®e facilement que �R�~s� ne deÂ pend que de s. On le note deÂ sormais
�R�s�. On a:

�R�s�wf
g � wR�~s�f
 �R�d;~s�g; d 2 M̂ ; f 2 C1�K; d; s�; g 2V�d� : �3:26�

Dans le membre de droite, on a R�~s�f 2 C1�K; d~s; s�. Par ailleurs il reÂ sulte
facilement de (3.25) que:

�R�s� est unitaire: �3:27�
Montrons l'eÂ galiteÂ de fonctions meÂ romorphes en k:

E�P s; �R�s�w; sk� � E�P ;w; k�; w 2A2�M ; s� : �3:28�

Par lineÂ ariteÂ , on se rameÁ ne au cas ouÁ w est de la forme wf
g avec
f 2 C1�K; d; s� et g 2V�d�. Dans ce cas, l'identiteÂ reÂ sulte de (3.4), (3.24) et
(3.26).

3.6 Proposition 1. Soit P 2 P�L�. Il existe un polynoÃme b 2 P�RP � tel que,
pour tout w 2A2�M ; s�, l'application k 7! b�k�E�P ;w;ÿk� soit un eÂleÂment deeII 0hol�G; L; s� (voir [14], ®n du paragraphe 7 pour la deÂ®nition de cet espace).

DeÂmonstration. On identi®e A2�M=M \ H ; sM� aÁ un sous-espace de
A2�M ; s� :� Pw2W A2�L=L \ wÿ1Hw; sM �. Comme A2�M ; s� est de dimen-
sion ®nie, on se reÂ duit aÁ deÂ montrer la proposition lorsque w appartient aÁ
A2�M=M \ H ; sM � graÃ ce aÁ (3.21), puis lorsque w appartient aÁ
A2�M=M \ H ; sM �d pour d 2 M̂ ; graÃ ce aÁ (2.2). En®n on se rameÁ ne au cas ouÁ
w est de la forme wf
g; avec g 2 �V ÿ1d �M\H

disc ; f 2 C1�K; d; s� (voir (2.6)). On
remarque que si R > 0; a��P ;R� contient a�e si e > 0 est assez petit. On
conclut alors graÃ ce aÁ (3.5), au TheÂ oreÁ me 4 de [13] et aÁ la Proposition 2 de [4].

(

3.7 Pour tout v 2W; les reÂ sultats eÂ tablis pour �G;H ; r; h� s'appliquent aÁ
�G; vÿ1Hv; rv; h� (cf. par. 2.3). On notera les objets correspondants avec un
indice supeÂ rieur vÿ1Hv. Alors vÿ1W est un ensemble de repreÂ sentants dans
NK�a;� des �W vÿ1Hv

; ;W M
; �-doubles classes de W; contenant l'eÂ leÂ ment neutre

de G. Pour �d; Vd� 2 M̂ ; et tout w 2W; V�d;w� etVvÿ1Hv�d; vÿ1w� sont deux
copies de �V ÿ1d �M\wÿ1Hw

disc . Soit L�d; v� l'isomorphisme unitaire entre V�d�W
et V�d�vÿ1Hv

vÿ1W qui induit l'identiteÂ sur ces composantes. On rappelle que L
deÂ signe la repreÂ sentation reÂ gulieÁ re gauche de G. On a alors l'identiteÂ de
fonctions meÂ romorphes en k 2 a�C:
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L�vÿ1�jH
W�P ; d; k; g� � jvÿ1Hv

vÿ1W�P ; d; k; L�d; v�g�; g 2V�d�W : �3:29�

Ceci est obtenu par transport de structure.
Soit ~L�v� l'isomorphisme unitaire entre A2�M ; s� et Avÿ1Hv

2 �M ; s� carac-
teÂ riseÂ par:

~L�v�wf
g � wvÿ1Hv
f
L�d;v�g; d 2 M̂ ; f 2 C1�K; d; s�; g 2V�d�W : �3:30�

On a l'eÂ galiteÂ de fonctions meÂ romorphes en k 2 a�C:

R�vÿ1�EH
W�P ;w; k� � Evÿ1Hv

vÿ1W�P ; ~L�v�w; k�; w 2A2�M ; s�W : �3:31�

Ces remarques permettent de ramener la deÂ monstration de certains reÂ sultats
deÂ pendant de v au cas v � 1; quitte aÁ changer d'involution r.

4 Fonctions C

4.1 On conserve les notations des paragraphes preÂ ceÂ dents. On note
Atemp�G=H ; s� l'espace des fonctions s-spheÂ riques, tempeÂ reÂ es et D�G=H�-
®nies (cf. e.g. [14], par. 5). Si U est une fonction tempeÂ reÂ e D�G=H�-®nie et
P 2 P�L�; on deÂ ®nit son terme constant geÂ neÂ raliseÂ ~UP (ou �~UP �W si l'on veut
garder la trace de la deÂ pendance par rapport aÁ W) le long de P . C'est un
eÂ leÂ ment de Atemp�L; s� :�

Y
w2W

Atemp�L=L \ wÿ1Hw; sL�.
On peut regarder cet espace comme un espace de fonctions sur L aÁ

valeurs dans le produit carteÂ sien V W
s . Alors ~UP est caracteÂ riseÂ par:

�~UP �w�l� � s�wÿ1�UP w�wlwÿ1�; w 2W; l 2 L ; �4:1�
ouÁ UP w est le terme constant ordinaire de U le long de P w (cf. [10]).

Etablissons quelques proprieÂ teÂ s du terme constant geÂ neÂ raliseÂ . Pour
v 2W; on deÂ ®nit un opeÂ rateur lineÂ aire bijectif ~R�v� entre Atemp�L; s�W et
Atemp�Lv; s�Wvÿ1 par une formule identique aÁ (3.19). Alors, revenant aux
deÂ ®nitions (en particulier celle du terme constant [10]), on montre que, pour
toute fonction U comme ci-dessus, on a:

~R�v��~UP �W � �~UP v�Wvÿ1 : �4:2�
Pour s 2 W �a� et ~s un repreÂ sentant de s dans NK�a;�; on peut, en utilisant
des relations identiques aÁ (3.25), deÂ ®nir une extension de �R�s� aÁ Atemp�L; s�;
noteÂ e encore �R�s�. On obtient comme ci-dessus:

�R�s��~UP �W � �~UP s�W : �4:3�

TheÂ oreÁ me 1. Soient L; M ; A; W comme ci-dessus. Soient P ; Q 2 P�L�. Il
existe, pour tout s 2 W �a�; une fonction k 7!CQjP �s; k�; meÂromorphe en k 2 a�C;
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aÁ valeurs dans l'espace des endomorphismes de A2�M ; s�W; telle que, pour
tout k eÂleÂment d'un ouvert dense de ia� on ait:

~E�P ;w; k�Q;W�ma� �
X

s2W �a�
�CQjP �s; k�w��m�aÿsk

pour m 2 M ; a 2 A; w 2A2�M ; s�W. De plus, si b est comme dans la Prop-
osition 1, les fonctions k 7!b�k�CQjP �s; k� sont holomorphes dans un voisinage
de ia�.

DeÂmonstration. Avec les notations de la Proposition 1, on pose
F �k� � b�k�E�P ;w;ÿk�. Alors, F est eÂ leÂ ment de eII 0hol�G;M ; s�. Si w 2W; on
a wÿ1 2 W �aw; a� et W �aw; a� � fswÿ1 j s 2 W �a�g. On deÂ ®nit CQjP �s; k�w
2Atemp�M ; s� comme fonction sur M aÁ valeurs dans V W

s par (avec les
notations de [14] (7.28)):

�CQjP �s; k�w�w�m� � b�ÿk�ÿ1�FQw;swÿ1�ÿk���wmwÿ1�; m 2 M :

Alors, d'apreÁ s la Proposition 1 et graÃ ce aÁ [14] Lemme 6 et ®n du par. 7, on a
CQjP �s; k�w 2A2�M ; s� (lorsque il est deÂ ®ni). De plus, CQjP �s; k� a les
proprieÂ teÂ s voulues. A noter toutefois que, pour montrer la meÂ romorphie sur
a�C; on est ameneÂ aÁ changer de polynoÃ me b (c'est aÁ dire de R et de e dans la
deÂ monstration de la Proposition 1) et de F . Mais il y a uniciteÂ de la
deÂ composition du TheÂ oreÁ me pour k dans un ouvert dense de ia� (d'apreÁ s
l'indeÂ pendance lineÂ aire des caracteÁ res de A) . Ceci permet de conclure. (

4.2 Le reÂ sultat suivant geÂ neÂ ralise la Proposition 1 de [5].

Proposition 2. Soient d 2 M̂ et P ; Q 2 P�L�.
(i) On a l'eÂgaliteÂ suivante de fonctions meÂromorphes en k 2 a�C:

CQjP �1; k�wf
g � w� �A�Q;P ;d;k�
IdVs �f
B� �Q;P ;d;k�g; f 2 C1�K; d; s�; g 2V�d� :

(ii) L'endomorphisme CQjP �1; k� de A2�M ; s� admet un inverse meÂr-
omorphe en k 2 a�C.

DeÂmonstration. La deÂ monstration de (i) est similaire aÁ celle de la Proposition
1 de l.c.. On la rappelle brieÁ vement. On traite d'abord le cas ouÁ P � �Q. On
interpreÁ te, pour k 2 ia�; les composantes des fonctions C appliqueÂ es aÁ w
comme des coe�cients de deÂ veloppements asymptotiques des inteÂ grales
d'Eisenstein. Ces coe�cients ont des proprieÂ teÂ s d'holomorphie rappeleÂ es en
[13] par. 2.2. Jointes aÁ la meÂ romorphie des fonctions C; celles-ci permettent
de comparer les fonctions C et ces coe�cients des deÂ veloppements as-
ymptotiques sur un ouvert de O de a�C; dont toute composante connexe
rencontre ia� et qui rencontre a��P ;R� pour tout R > 0 (cf. [13] deÂ monst-
ration du Lemme 2.3). Mais (3.22) permet de calculer certains de ces coef-
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®cients pour k 2 a��P ;R� avec R assez grand. Cela conduit aÁ la Proposition
pour P � �Q. Par ailleurs (3.17) permet de comparer les inteÂ grales d'Eisen-
stein pour P et �Q. GraÃ ce aÁ l'uniciteÂ des deÂ veloppements asymptotiques, cela
permet de comparer CQj �Q et CQjP . Alors (i) en reÂ sulte, en utilisant les
proprieÂ teÂ s des inteÂ grales d'entrelacement et des matrices B (cf. (3.7), (3.11) et
(3.12)).

En®n (ii) reÂ sulte de (i) et des proprieÂ teÂ s de �A et B (voir apreÁ s (3.11)). (

Proposition 3. Soient s; t 2 W �a� et P ; Q 2L�M�. Soit ~s un repreÂsentant de s
dans NK�a;�. Alors on a:

(i) CQjP �t; k� � �R�s� � CQsÿ1 jP �sÿ1t; k�.
(ii) CQjP s�tsÿ1; sk� � �R�s� � CQjP �t; k�.

DeÂmonstration. (i) reÂ sulte immeÂ diatement de (4.3) et de la deÂ ®nition des
fonctions C. (ii) reÂ sulte de (3.28) et de la deÂ ®nition des fonctions C. (

5 InteÂ grales d'Eisenstein normaliseÂ es

5.1 Pour P 2 P�L�; w 2A2�M ; s�; on deÂ ®nit sur a�C une fonction
k 7!E0�P ;w; k�; aÁ valeurs dans C1�G=H ; Vs�; par:

E0�P ;w; k� :� E�P ;CP jP �1; k�ÿ1w; k� : �5:1�
La meÂ romorphie est assureÂ e par le TheÂ oreÁ me 1, la Proposition 2 (ii) et la
meÂ romorphie des inteÂ grales d'Eisenstein. On deÂ ®nit eÂ galement:

C0
QjP �s; k� :� CQjP �s; k� � CP jP �1; k�ÿ1; s 2 W �a� : �5:2�

On deÂ duit du TheÂ oreÁ me 1 que, pour k eÂ leÂ ment d'un ouvert dense de ia�; on
a:

~E0�P ;w; k�Q;W�ma� �
X

s2W �a�
�C0

QjP �s; k�w��m�aÿsk; m 2 M ;

a 2 A; w 2A2�M ; s� : �5:3�

Les deux propositions suivantes rassemblent un certain nombre de pro-
prieÂ teÂ s de E0 et C0.

Proposition 4. Soient w 2A2�M ; s�; P ; Q 2 P�L� et s 2 W �a�. On a les
identiteÂs suivantes de fonctions meÂromorphes en k 2 a�C:

(i) Si d 2 M̂ ; f 2 C1�K; d; s�; g 2V�d� et g 2 G:
E0�P ;wf
g; k��gH� � h��pP

d;k�g��0j0�P ; d; k; g�; f i :
(ii) Si w 2A2�M ; s�:

E0�P ;w; k� � E�Q;CP jQ�1; k�ÿ1w; k�
(iii) C0

QjP �s; k� � CQjP 0 �s; k�CP jP 0 �1; k�ÿ1.
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(iv) Avec les notations de (i):
C0

QjP �1; k�wf
g � w�A�Q;P ;d;k�
IdVs �f
B� �P ; �Q;d;k�ÿ1g:

(v) E0�P ;w; k� � E0�Q;C0
P jQ�1; k�ÿ1w; k� :

DeÂmonstration. Prouvons (i) et (ii). Dans (ii), on se rameÁ ne au cas ouÁ w est de
la forme wf
g. Les membres de droite de (i) et (ii) sont alors eÂ gaux, graÃ ce aÁ
(3.4), (3.15) joints aÁ la Proposition 2 (i). Prenant Q � P on en deÂ duit (i) et
(ii). (iii) se deÂ duit du TheÂ oreÁ me 1, de (5.3) et de (ii), apreÁ s remplacement de Q
par P 0; en utilisant l'uniciteÂ de la deÂ composition du terme constant geÂ n-
eÂ raliseÂ le long de Q. Alors (iv) reÂ sulte de la Proposition 2 et de la deÂ ®nition
de C0; en utilisant (3.12) et son analogue pour B. On obtient un analogue de
(3.6) pour j graÃ ce aÁ (3.15), en utilisant (3.12) et son analogue pour B:

A0�P ;Q; d; k� j0�P ; d; k; g� � j0�Q; d; k;B� �Q; �P ; d; k�g� : �5:4�

Alors, de (i) et (iv), on deÂ duit (v) pour w de la forme wf
g. D'ouÁ (v) par
lineÂ ariteÂ . (
Proposition 5. Avec les notations de la Proposition preÂceÂdente, et
s; t 2 W �a�; w 2A2�M ; s�; on a les eÂgaliteÂs de fonctions meÂromorphes en
k 2 a�C:

(i) E0�P s; �R�s�w; sk� � E0�P ;w; k�.
(ii) C0

QjP �t; k� � �R�s� � C0

Qsÿ1 jP �sÿ1t; k�.
(iii) C0

QjP s�tsÿ1; k� � �R�s� � C0
QjP �t; k�.

(iv) (Equation fonctionnelle)

E0�Q;C0
QjP �s; k�w; sk� � E0�P ;w; k�:

(v) C0
P 0 jQ�t; sk� � C0

QjP �s; k� � C0
P 0jP �ts; k�.

(vi) C0
QjP �sÿ1; sk� � C0

P jQ�s; k� � Id.

DeÂmonstration. L'analogue de (3.24) est vrai pour j0; comme on le veÂ ri®e
facilement. On en deÂ duit l'analogue de (3.28) pour E0 graÃ ce aÁ la Proposi-
tion 4 (i). C'est (i).

Alors on deÂ montre (ii) et (iii) comme leurs analogues pour E (cf. Prop-
osition 3).

Combinant (i), (ii) avec la Proposition 4 (iii) et (v), on est conduit aÁ
l'eÂ quation fonctionnelle (iv).

Le point (v) est une conseÂ quence immeÂ diate de l'eÂ quation fonctionnnelle
et de l'uniciteÂ de la deÂ composition du terme constant geÂ neÂ raliseÂ le long de P 0.
En®n (vi) reÂ sulte de (v) et du fait que, par deÂ ®nition, C0

P jP �1; k� � Id. (

5.2 Lemme 4. (i) Soient d 2 M̂ et P 2 P�L�. Il existe p 2 P�RP � et e > 0 tels
que, pour tout g 2V�d�; l'application k 7! p�k�j0�P ; d; k; g� se prolonge en
une fonction holomorphe sur a�e .
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(ii) Il existe un polynoÃme ps 2 P�RP � tel que, pour tout w 2A2�M ; s�; la
fonction k 7! ps�k�E0�P ;w;ÿk� appartienne aÁ eII 0hol�G; L; s�.
DeÂmonstration. (i) D'apreÁ s (3.7), on a:

A�P ; �P ; d; k�ÿ1 � lP �d; k�A� �P ; P ; d; k� : �5:5�

On choisit R � 0 et e > 0 de telle sorte que a�e � a��P ;R�. On ®xe le poly-
noÃ me aR comme dans le Lemme 3 (resp. bR comme dans le Lemme 2). Alors,
compte tenu de (3.13), on voit que si e a eÂ teÂ choisi assez petit pour que
lP �d; k� soit holomorphe sur a�e ; le polynoÃ me p � aRbR convient.
Pour (ii), on se rameÁ ne, par le proceÂ deÂ deÂ jaÁ utiliseÂ dans la preuve de la
Proposition 1, aÁ deÂ montrer (ii) losque w est eÂ gal aÁ wf
g; avec
f 2 C1�K; d; s�; g 2V�d� et d 2 M̂ . D'apreÁ s la Proposition 4 (ii) (avec
Q � �P ) et la Proposition 2 (i) (avec Q changeÂ en P et P en �P ), on a:

E0�P ;wf
g; k� � E� �P ;w� �A�P ; �P ;d;k�ÿ1
IdVs �f
g; k� :

En e�et, B�P ; P ; d; k� est eÂ gal aÁ l'identiteÂ . On choisit R < 0 et e > 0 comme en
(i), en supposant en outre que e est assez petit pour satisfaire (3.9). On
choisit aR comme dans le Lemme 3 et b 2 P�R �P � comme dans la Proposition
1 (avec P changeÂ en �P ). On remarque que, au signe preÁ s, on a b 2 P�RP �. On
utilise l'expression de A�P ; �P ; d; k�ÿ1 (avec P changeÂ en �P ) obtenue en (5.5),
On eÂ crit aR�k��A�P ; �P ; d; k�ÿ1 
 IdVs�f dans une base orthonormeÂ e de
C1�K; d; s�. D'apreÁ s les proprieÂ teÂ s de aR et de lP �d; k�; les coordonneÂ es sont
holomorphes en k. De plus, elles sont majoreÂ es sur a�e par une fonction du
type C�1� kkk�N ; d'apreÁ s (3.9) et le Lemme 3 (ii). On voit alors que ps � baR

convient graÃ ce aÁ la Proposition 1. (

6 Relations de Maass Selberg et fonctions C

6.1 TheÂ oreÁ me 2. (i) Pour tout P ; Q; Q0 2 P�L�; s; t 2 W �a�; w 2A2�M ; s�;
on a:

kCQjP �s; k�wk2 � kCQ0jP �t; k�wk2 ;
pour les valeurs de k 2 ia� telles que les deux nombres soient deÂ®nis.

(ii) Pour P ; Q 2 P�L�; s 2 W �a� et les valeurs de k 2 ia� pour lesquelles il
est deÂ®ni, l'opeÂrateur C0

QjP �s; k� est unitaire.
(iii) On a l'eÂgaliteÂ de fonctions meÂromorphes en �k 2 a�C (ouÁ �k est le con-

jugueÂ de k 2 a�C par rapport aÁ a�):

C0
QjP �s; k�� � C0

P jQ�sÿ1;ÿs�k� ;

pour P ; Q 2 P�L�; s 2 W �a�.
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(iv) On a, pour P ; Q 2 P�L� et d 2 M̂ ; l'eÂgaliteÂ de fonctions meÂromorphes
en k 2 a�C:

B�P ;Q; d; k�� � B�Q; P ; d;ÿ�k� :

On commence par deÂ montrer un Lemme.

Lemme 5. Les proprieÂteÂs (i) aÁ (iv) du theÂoreÁme sont des proprieÂteÂs eÂqui-
valentes.

DeÂmonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soit k comme en (ii).
L'espace A2�M ; s� eÂ tant de dimension ®nie, il su�t de voir que:

kC0
QjP �s; k�wk2 � kwk2 : �6:1�

Mais:

C0
QjP �s; k� � CQjP �s; k�CP jP �1; k�ÿ1 :

Utilisant (i) avec t � 1 et Q0 � P ; on obtient le reÂ sultat voulu.
Montrons que (ii) implique (i). On eÂ crit cette fois (6.1) avec P remplaceÂ par

Q0 et w eÂ gal aÁ CQ0jP �1; k�w. Tenant compte de la Proposition 4 (iii), on en
deÂ duit:

kCQjP �s; k�wk2 � kCQ0 jP �1; k�wk2 ;

ce qui montre que le premier membre ne deÂ pend ni de s ni de Q. D'ouÁ le
reÂ sultat voulu.

Montrons que (ii) est eÂ quivalent aÁ (iii). Si (ii) est vrai, l'identiteÂ de (iii) est
vraie sur un ouvert dense de ia� d'apreÁ s la Proposition 5 (vi). D'ouÁ (iii) par
prolongement meÂ romorphe. La reÂ ciproque reÂ sulte eÂ galement de la Propo-
sition 5 (vi).

Montrons que (iii) est eÂ quivalent aÁ (iv). On va montrer d'abord que (iv)
est eÂ quivalent aÁ (iii) lorsque s � 1. En e�et C0

QjP �1; k�� � C0
P jQ�1;ÿ�k�

eÂ quivaut aÁ :

�C0
QjP �1; k�wf
g;wg
n� � �wf
g;C

0
P jQ�1;ÿ�k�wg
n� ; �6:2�

ceci pour tout d 2 M̂ ; f ; g 2 C1�K; d; s�; g; n 2V�d�. En e�et, il est clair
que les fonctions C0 consideÂ reÂ es conservent la deÂ composition orthogonale
(2.2), d'apreÁ s la Proposition 4 (iv). En outre cette dernieÁ re montre que (6.2)
eÂ quivaut aÁ :

�A�Q; P ; d; k�f ; g� �B� �P ; �Q; d; k�ÿ1g; n�

� �f ;A�P ;Q; d;ÿ�k�g� �g;B� �Q; �P ; d;ÿ�k�ÿ1n�:
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On a l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes en �k (voir ([21] Prop. 7.1):

A�Q; P ; d; k�� � A�P ;Q; d;ÿ�k� :
La relation (6.2) eÂ quivaut donc aÁ :

�B� �P ; �Q; d; k�ÿ1g; n� � �g;B� �Q; �P ; d;ÿ�k�ÿ1n� ;

pour tout g; n 2V�d�. D'ouÁ l'eÂ quivalence de (iii) dans le cas s � 1 avec (iv).
Mais (iii) dans le cas s � 1 eÂ quivaut aÁ (iii) avec s quelconque d'apreÁ s la
Proposition 5 (ii), car �R�s� est unitaire. Ceci acheÁ ve de prouver le Lemme. (

Lemme 6. Le TheÂoreÁme est vrai si dim aG � 1.

DeÂmonstration. On utilise les notations de la Proposition 1. On va appliquer
le TheÂ oreÁ me 2 de [14] aÁ l'eÂ leÂ ment k 7!b�k�E�P ;w;ÿk� de eII 0hol�G;M ; s� (ouÁ
w 2A2�M ; s�). Quitte aÁ changer de sous-groupe parabolique standard, on
se rameÁ ne au cas ouÁ M 2Lst. Si W �aM � posseÁ de deux eÂ leÂ ments, en tenant
compte des deÂ ®nitions des fonctions C; on deÂ duit immeÂ diatement de ce
theÂ oreÁ me que si s est l'eÂ leÂ ment non trivial de W �a�; on a:

kCQjP �1; k�wk2 � kCQjP �s; k�wk2; w 2A2�M ; s�; Q 2 P�L� ;

pour k 2 ia� tel que les deux membres soient deÂ ®nis. Mais P�L� est reÂ duit aÁ
deux eÂ leÂ ments P et �P � P s. Appliquant la Proposition 3 (i) et utilisant
l'unitariteÂ de �R�s�; on voit que le point (i) du TheÂ oreÁ me 2 est vrai. Tenant
compte du Lemme preÂ ceÂ dent, on en conclut que le TheÂ oreÁ me est vrai dans ce
cas.

Si W �aM � ne posseÁ de qu'un seul eÂ leÂ ment, on voit comme ci-dessus que:

kC �P jP �1; k�wk2 � kCP jP �1; k�wk2; w 2A2�M ; s� ;

lorsque les deux membres sont deÂ ®nis. C'est le point (i) du TheÂ oreÁ me 2.
Donc celui-ci est encore vrai dans ce cas, graÃ ce au Lemme preÂ ceÂ dent. (

DeÂmonstration du TheÂoreÁme 2. Il su�t, d'apreÁ s le Lemme 5, de prouver le
point (iv) du TheÂ oreÁ me. Utilisant les formules de produit pour les matrices B
(cf. [11] Proposition 5), on se rameÁ ne au cas ouÁ Q et P sont adjacents. GraÃ ce
aÁ la Proposition 6 de l.c., on est rameneÂ au cas ouÁ dim aG � 1. Mais le
TheÂ oreÁ me est vrai dans ce cas, d'apreÁ s le Lemme preÂ ceÂ dent. Ceci acheÁ ve de
prouver le TheÂ oreÁ me 2. (

6.2 TheÂ oreÁ me 3. Soient P ; Q 2 P�L�; s 2 W �a�.
(i) Il existe e > 0 tel que, pour tout w 2A2�M ; s�; la fonction meÂromorphe

sur a�C; k 7!E0�P ;w;ÿk� se prolonge en une fonction holomorphe sur a�e ;
deÂ®nissant un eÂleÂment de eII 0hol�G;M ; s�; noteÂe encore k 7!E0�P ;w;ÿk�.
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(ii) Si e veÂri®e les hypotheÁses de (i), la fonction k 7!C0
QjP �s; k� se prolonge

en une fonction holomorphe sur a�e noteÂe de la meÃme fac�on. Pour k 2 ia�;
l'opeÂrateur C0

QjP �s; k� est unitaire. De plus, il existe N 2 N et C > 0 tels que:

kC0
QjP �s; k�wk � C�1� kkk�Nkwk; w 2A2�M ; s�; k 2 a�e :

DeÂmonstration. Comme dans la deÂ monstration de la Proposition 1, on se
rameÁ ne au cas ouÁ w 2A2�M=M \ H ; sM �. Dans ce cas, on va voir que
k 7!E0�P ;w;ÿk� se prolonge, pour e > 0 assez petit, en une fonction
II 0hol�G;M ; s�. Par lineÂ ariteÂ (cf. (1.8)), on se rameÁ ne au cas ouÁ w est de la
forme wf
g pour d 2 M̂ ; f 2 C1�K; d; s� et g 2 �V ÿ1d �M\H

disc ; avec g propre
sous D�M=M \ H� pour la valeur propre K. Utilisant la DeÂ ®nition 3 de [4],
ou plutoÃ t sa variante pour les fonctions s-spheÂ riques, on voit, graÃ ce au
Lemme 4 (ii) et aÁ nos hypotheÁ ses sur w; que k 7!E0�P ;w;ÿk� est II 0mer�K�.

Si U est une fonction s-spheÂ rique sur G=H ; on a pour tout k 2 K \ H et
tout g 2 G:

U�kgkÿ1H� � s�k�U�gH� : �6:3�

Mais, pour tout x 2 NK�a;�; le sous-goupe parabolique P x est conjugueÂ par
un eÂ leÂ ment de NK\H �a;� aÁ P w pour un eÂ leÂ ment w deW d'apreÁ s la deÂ ®nition
de W. De (6.3) on deÂ duit que, dans la variante pour les fonctions s-
spheÂ riques du TheÂ oreÁ me 2 de [4], on peut prendre les sous-groupes para-
boliques Q de la forme P w avec w 2W. En outre les translations par k 2 K
sont inutiles car les fonctions sont s-spheÂ riques. Le TheÂ oreÁ me 2 (ii) montre
que les fonctions k 7!C0

QjP �s; k�w sont localement borneÂ es au voisinage de
tout eÂ leÂ ment k de ia�. La variante du TheÂ oreÁ me 2 de l.c. s'applique et montre
que la fonction consideÂ reÂ e est II 0hol�K�. L'holomorphie des fonctions
C0

QjP �s; k� reÂ sulte alors des proprieÂ teÂ s des fonctions II 0hol�K�. L'unitariteÂ est
conseÂ quence du TheÂ oreÁ me 2 (ii), par prolongement analytique. En®n, la
majoration est une conseÂ quence des proprieÂ teÂ s des fonctions II 0hol�K� et de
l'eÂ quivalence des normes sur l'espace de dimension ®nie A2�M ; s�. (

Corollaire du TheÂ oreÁ me 3. Avec les notations du TheÂoreÁme, pour d 2 M̂ ; il
existe e > 0 tel que, pour tout g 2V�d�; la fonction k 7! j0�P ; d; k; g� soit
holomorphe sur a�e .

DeÂmonstration. La deÂ monstration est identique aÁ celle du TheÂ oreÁ me 1 de [5],
en tenant compte du TheÂ oreÁ me 3 et du Lemme 4 (i). (

7 Transformation de Fourier et paquets d'ondes

7.1 TheÂ oreÁ me 4. Soient L 2L; P 2 P�L� etW comme dans les paragraphes
preÂceÂdents. Pour f 2 C�G=H ; s�; il existe un unique eÂleÂment F0

P f 2
S�ia�� 
A2�M ; s� tel que:
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�F0
P f �k�;w� �

Z
G=H
�f �x�;E0�P ;w; k��x�� dx; w 2A2�M ; s�; k 2 ia� :

Le produit scalaire ®gurant dans le membre de gauche est celui de A2�M ; s�.
Les mesures sont normaliseÂes comme dans [14].

De plus, l'application f 7!F0
P f est une application lineÂaire continue de

C�G=H ; s� dans S�ia�� 
A2�M ; s�.

DeÂmonstration. Le membre de droite de l'eÂ galiteÂ est clairement antilineÂ aire
en w pour k 2 ia� ®xeÂ . Il est bien deÂ ®ni car E0�P ;w; k� est tempeÂ reÂ e pour
k 2 ia�. La continuiteÂ en w est immeÂ diate puisqueA2�M ; s� est de dimension
®nie. Le theÂ oreÁ me de repreÂ sentation de Riesz permet de deÂ ®nir, pour k 2 ia�;
l'eÂ leÂ mentF0

P f �k� deA2�M ; s� qui veÂ ri®e l'eÂ galiteÂ du TheÂ oreÁ me. En utilisant
les proprieÂ teÂ s des fonctions eII 0hol et [14] (5.1), (5.3) et (5.5), on voit que, pour
w 2A2�M ; s� ®xeÂ , il existe C > 0 et m 2 N tels que:

j�F0
P f �k�;w�j � C�1� kkk�mm�f � ; �7:1�

ouÁ m est une semi-norme continue sur C�G=H ; s�. En utilisant le Lemme 2 de
[4] et la deÂ rivation sous le signe somme dans le second membre de l'eÂ galiteÂ
du TheÂ oreÁ me, on voit que la fonction k 7!F0

P f �k� est C1 sur ia� et que l'on a
une geÂ neÂ ralisation de (7.1) en remplacË ant F0

P f �k� par �Lp�F0
P f ���k� ouÁ

p 2 S�a�� et Lp est l'opeÂ rateur di�eÂ rentiel sur ia� correspondant aÁ p.
Montrons que F0

P est continue de C�G=H ; s� dans S�ia�� 
A2�M ; s�.
On prend alors w � wf
g avec d 2 M̂ ; f 2 C1�K; d; s� et g 2V�d; 1�
� �V ÿ1d �M\H

disc ; D�M=M \ H�-propre pour la valeur propre K 2 �ad
k ��. Ici, on

suppose que g est di�eÂ rent de zeÂ ro et que ad est un sous-espace de Cartan
standard de sd veÂ ri®ant ad

M � a (cf. [14] par. 3). On applique alors la forme
geÂ neÂ raliseÂ e de (7.1) aÁ Df ; ouÁ D 2 D�G=H�; en tenant compte du Lemme 5
(ii) de [14]. Utilisant l'eÂ galiteÂ du TheÂ oreÁ me, on en deÂ duit que, pour tout
p 2 S�a��; il existe un entier m 2 N et une semi-norme continue m0 sur
C�G=H ; s� tels que, pour tout D 2 D�G=H�:

j�Lp�cad �D���Kÿ :�F0
P f ��k�;w�j � C�1� kkk�mm0�Df �; k 2 ia� �7:2�

pour w ®xeÂ comme ci-dessus. On rappelle que D�G=H� opeÁ re continument
sur C�G=H ; s� (cf. e.g. [14], (5.4) ). En faisant agir une puissance convenable
du Casimir de G; regardeÂ comme eÂ leÂ ment de D�G=H�, on montre, par
reÂ currence sur le degreÂ de p et en utilisant le crochet de Lp et de la multi-
plication par un polynoÃ me, que pour tout entier n 2 N et tout p 2 S�a��; il
existe une semi-norme continue mn;p sur C�G=H ; s� telle que:

j�Lp�F0
P f ��k�;w�j � �1� kkk�ÿnmn;p�f � ; �7:3�

ouÁ w est ®xeÂ comme ci-dessus. On raisonne de meÃ me lorsque w � wf
g et
g 2V�d;w� est D�M=M \ wÿ1Hw�-propre, ouÁ w 2W (voir (3.31)). On
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obtient l'analogue de (7.3). Utilisant le fait que A2�M ; s� est de dimension
®nie et la deÂ composition (2.2), on en deÂ duit que F0

P est bien continue de
C�G=H ; s� dans S�ia�� 
A2�M ; s�. (

Proposition 6. Soient P ; Q 2 P�L�; s 2 W �a�. Alors, on a:

�F0
P f ��sk� � C0

P jQ�s; k��F0
Qf ��k�; f 2 C�G=H ; s�; k 2 ia� :

DeÂmonstration. Elle est immeÂ diate en utilisant la deÂ ®nition de F0
P f ; F0

Qf ;
la Proposition 5 (iv) et le TheÂ oreÁ me 2 (ii). (

7.2 Proposition 7. �i� Quels que soient P 2 P�L�; W 2 S�ia�� 
A2�M ; s� et
x 2 G=H ; l'inteÂgrale:

�I0
PW��x� :�

Z
ia�

E0�P ;W�k�; k��x� dk

est convergente et la fonction I0
PW ainsi deÂ®nie sur G=H ; appeleÂe paquet

d'ondes de W relativement aÁ P , est un eÂleÂment de C�G=H ; s�. L'application I0
P

est une application lineÂaire continue de S�ia�� 
A2�M ; s� dans C�G=H ; s�.
(ii) Pour tout f 2 C�G=H ; s� et W 2S�ia�� 
A2�M ; s�; on a:

�F0
P f ;W� � �f ;I0

PW� ;

ouÁ le produit scalaire du premier membre est deÂ®ni par le produit scalaire L2

sur S�ia�� tensoriseÂ avec celui de A2�M ; s�; et celui du second membre est le
produit scalaire L2.

DeÂmonstration. Pour (i), on utilise le fait que A2�M ; s� est de dimension
®nie. On est rameneÂ aÁ eÂ tudier les proprieÂ teÂ s de l'application a 7!I0

P �a
 w�
ouÁ w est un eÂ leÂ ment ®xeÂ deA2�M ; s� et a deÂ critS�ia��. On applique alors la
version s-spheÂ rique du TheÂ oreÁ me 1 de [4] eÂ tendu aux fonctions eII 0hol; en
tenant compte de notre TheÂ oreÁ me 3.

Pour (ii), on proceÁ de comme dans [6], Lemme 9.3. Il s'agit simplement
d'une application du TheÂ oreÁ me de Fubini. (

Lemme 7. (i) Soient P ; Q 2 P�L�; s 2 W �a�. On deÂ®nit, pour W 2 S�ia�� 

A2�M ; s� et k 2 ia�:

�T s
P ;QW��k� � C0

P jQ�s; k�W�k� :

Alors T s
P ;QW est un eÂleÂment de S�ia�� 
A2�M ; s� et T s

P ;Q deÂ®nit un opeÂrateur
lineÂaire continu de S�ia�� 
A2�M ; s� dans lui-meÃme.
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(ii) On a les eÂ galiteÂ s:

T 1
P ;Q � T 1

Q;P � Id

F0
Q � T 1

Q;P �F0
P

I0
Q � I0

P � T 1
P ;Q

DeÂmonstration. Pour (i), il s'agit de controÃ ler la croissance des deÂ riveÂ es
de C0

P jQ�s; k� par rapport aux eÂ leÂ ments de S�a��. Mais cela reÂ sulte du TheÂ -
oreÁ me 3 (i) et des proprieÂ teÂ s des termes constants des fonctions eII 0hol�G;M ; s�
(voir Lemme 2 de [4]). Il faut utiliser le fait que, dans A2�M ; s�; toutes les
normes sont eÂ quivalentes. Ceci acheÁ ve de prouver (i).
La premieÁ re eÂ galiteÂ de (ii) reÂ sulte de la Proposition 5 (vi). La deuxieÁ me est
exactement la Proposition 6. La troisieÁ me est prouveÂ e comme la Proposi-
tion 6. (

7.3 TheÂ oreÁ me 5. Soient P ; P 0 2F et MA (resp. M 0A0) la r-deÂcomposition de
Langlands de LP (resp. LP 0).

(i) Soit S0
P �s� l'espace formeÂ des eÂleÂments w de S�ia�� 
A2�M ; s� tels

que:

W�sk� � C0
P jP �s; k�W�k�; k 2 ia�; s 2 W �a� :

Alors l'image de I0
P est eÂgale aÁ I0

P �S0
P �s�� etS0

P �s� est eÂgal aÁ l'image deF0
P .

(ii) Si aP et aP 0 ne sont pas conjugueÂs par un eÂleÂment de K; on a:

F0
P 0 �I0

P � 0 ;

et

F0
P �I0

PW � �#W �aP ��W; W 2S0
P �s� :

(iii) Si Q 2 P�LP �:

I0
P �F0

P � I0
Q �F0

Q :

DeÂmonstration. Si W 2 S�ia�� 
A2�M ; s�; la fonction W0 deÂ ®nie par:

W0�k� �
X

s2W �a�
C0

P jP �s; k�ÿ1�W�sk��; k 2 ia�

est encore eÂ leÂ ment de S�ia�� 
A2�M ; s�; puisqu'elle est eÂ gale aÁ :X
s2W �a�

�T sÿ1
P jP W��sk� ;
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en tenant compte de la Proposition 5 (vi). Par ailleurs, graÃ ce aÁ la Proposition
5 (v) et (vi), on voit que W0 2S0

P �s�. Mais en utilisant l'eÂ quation fonct-
ionnelle pour E0 (Proposition 5 (iv)) et des changements de variables de k en
sk dans les inteÂ grales, on voit facilement que:

I0
PW � �#W �a��ÿ1I0

PW0 :

Donc l'image de I0
P est eÂ gale aÁ I0

P �S0
P �s��.

L'image deF0
P est contenue dansS0

P �s� d'apreÁ s la Proposition 6. Soient
a 2S�ia��; w; w0 2A2�M ; s�. En appliquant les deÂ ®nitions, on a, en pos-
ant W � a
 w:

��F0
PI

0
P W��k�;w0� � �I0

PW;E0�P ;w0; k��; k 2 ia� : �7:4�

On pose F �k� � E0�P ;w;ÿk�; F 0�k� � E0�P ;w0;ÿk�.
Si k 2 K \ H et Q est un sous-groupe parabolique rh-stable on a:

FQk �kmkÿ1� � s�k�FQ�m�; F 2Atemp�G; s�; m 2 M : �7:5�

On choisit eÂ galement un sous-groupe parabolique minimal de Grh contenu
dans P ; deÂ ®nissant une notion auxilliaire de sous-groupe parabolique rh-
stable standard pour appliquer le TheÂ oreÁ me 4 de [14]. Alors, avec les no-
tations de l.c., tout P w; w 2WP est de la forme �P w0 �k0 ouÁ w0 2W et
k0 2 K \ H ; et la correspondance w 7!w0 est une bijection de WP sur W
d'apreÁ s le Lemme 10 de [14]. On change, dans l.c. TheÂ oreÁ me 4, x en sÿ1 et on
utilise notre deÂ ®nition du terme constant geÂ neÂ raliseÂ . Joint aux remarques
preÂ ceÂ dentes et aÁ (5.3), le TheÂ oreÁ me 3 montre que, pour k 2 ia�; �I0

PW;
E0�P ;w0; k�� est eÂ gal aÁ :X

s2W �a�
a�sk� �C0

P jP �1; sk�w;C0
P jP �s; k�w0� : �7:6�

Par lineÂ ariteÂ , on deÂ duit de (7.4) et (7.6) que, pour toutW2S�ia�� 
A2�M ; s�;
on a:

��F0
PI

0
P W��k�;w0� �

X
s2W �a�

�W�sk�;C0
P jP �s; k�w0�; k 2 ia� : �7:7�

Ici on a tenu compte du fait que C0
P jP �1; k� est l'identiteÂ . Si W 2 S0

P �s�; on
voit, graÃ ce aÁ (7.7) et aÁ l'unitariteÂ de C0

P jP �s; k� que:

��F0
PI

0
P W��k�;w0� � �#W �a���W�k�;w0�; w0 2A2�M ; s� :

Ceci prouve que F0
PI

0
P est multiple de l'identiteÂ sur S0

P �s� et en particulier
queS0

P �s� est contenu dans l'image deF0
P ; donc eÂ gal aÁ cette image d'apreÁ s le

deÂ but de la deÂ monstration. En outre, on a prouveÂ la deuxieÁ me identiteÂ de (ii).

86 J. Carmona, P. Delorme



Pour la premieÁ re, on proceÁ de comme ci-dessus en eÂ tudiant
��F0

P 0I
0
P W��k�;w0� pour w0 2A2�M 0; s�; W 2S�ia�� 
A2�M ; s�. Cette

quantiteÂ est nulle , toujours graÃ ce au TheÂ oreÁ me 4 de [14].
(iii) reÂ sulte immeÂ diatement du Lemme 7 (ii). (

7.4 Lemme 8. (i) Il existe un sous-ensemble ®ni F de Fst tel que, notant
A:� fAP j P 2 Fg; on ait: Les AP ; P 2 F; sont deux aÁ deux distincts et A
forme un ensemble de repreÂsentants des classes de conjugaison sous K des sous-
groupes de G de la forme AP ; lorsque P deÂcrit l'ensemble des sous-groupes
paraboliques rh-stables de G.

(ii) Soit F comme en (i). On note, pour P 2 F; WP un ensemble de rep-
reÂsentants dans NK�a;� du sous-ensemble de W;=W M

; noteÂ WP dans [14]
Lemme 10. Alors, pour tout sous-groupe parabolique rh-stable Q de G; il
existe des eÂleÂments k 2 K \ H ; P 2 F; Q1 2 P�LP �; w 2WP tels que
Q � �Qw

1 �k.

DeÂmonstration. Tout sous-groupe parabolique rh-stable de G est conjugueÂ
sous K aÁ un eÂ leÂ ment de F et meÃ me de Fst. Donc les ensembles F et A
satisfaisant (i) existent.
Montrons que F satisfaisant (i) veÂ ri®e (ii). Tout sous-groupe parabolique
rh-stable Q de G est conjugueÂ sous K \ H aÁ un eÂ leÂ ment deF. On peut donc
supposer Q 2F. Alors Q est conjugueÂ sous K aÁ un eÂ leÂ ment Q1 de P�LP �;
avec P 2 F; ceci d'apreÁ s les proprieÂ teÂ s de A et F. Mais, d'apreÁ s le Lemme 10
(i) et (ii) de [14], on a Q � �Qw

1 �k avec w 2WP et k 2 NK\H �a;�. D'ouÁ le
Lemme. (

Pour P 2 F, on choisit W �WP pour construire les inteÂ grales
d'Eisenstein relativement aÁ Q 2 P�LP �.

TheÂ oreÁ me 6. On conserve les notations du Lemme preÂceÂdent. Soit F0 l'ap-
plication de C�G=H ; s� dans S0�s� :�aP2F S

0
P �s� deÂ®nie par f 7!

X
P2F

�#W �aP ��ÿ
1
2F0

P f . On note I0 l'application de aP2F S
0
P �s� dans C�G=H ; s�

deÂ®nie par I0 �
X

P2F �#W �aP ��ÿ
1
2I0

P .

(i) On a F0I0 � IdS0�s� et l'image de F
0 est eÂgale aÁ S0�s�.

(ii) L'application lineÂaire I0 est une isomeÂtrie de S0�s� dans C�G=H ; s�
pour les produits scalaires naturels.

(iii) I0F0 est un projecteur orthogonal dans l'espace preÂhilbertien
C�G=H ; s�. On le notera Ps.

DeÂmonstration. (i) reÂ sulte du TheÂ oreÁ me 5 (i) et (ii). Alors (ii) reÂ sulte de (i) et
de la proposition 7 (ii) par un calcul immeÂ diat.
De meÃ me on a:

�I0F0�2 � I0F0

graÃ ce aÁ (i). De plus, on a, pour w; w0 2S0�s�:
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�I0F0W;W0� � �W;I0F0W0�

graÃ ce aÁ la Proposition 7 et au TheÂ oreÁ me 5 (ii). (

8 Application aÁ C�G=H��K�
8.1 Soit Vs un sous-espace de dimension ®nie de C1�K�; invariant par les
translations aÁ gauche et aÁ droite de K. On note s la repreÂ sentation reÂ gulieÁ re
droite de K dans Vs. Si �p;Hp� est une repreÂ sentation de K; on notera �Hp�Vs

la somme des composantes isotypiques de type c 2 K̂; ouÁ c est contenu dans
la repreÂ sentation reÂ gulieÁ re gauche de K dans Vs. On note �Hp��K� l'espace des
vecteurs K-®nis de Hp. On regarde l'action reÂ gulieÁ re gauche de K dans
C1�G=H�. A toute fonction f 2 C1�G=H�Vs

; on associe l'application de
classe C1; fs de G=H dans Vs telle que:

�fs�x���k� � f �kx�; k 2 K; x 2 G=H : �8:1�

Alors fs 2 C1�G=H ; s�. Notons ls la forme lineÂ aire sur Vs deÂ ®nie par
l'eÂ valuation en l'eÂ leÂ ment neutre de K. On deÂ ®nit, pour f 2 C1�G=H ; s� une
fonction f s; de classe C1 sur G=H par:

f s�x� � hf �x�; lsi; x 2 G=H : �8:2�

Alors, lorsqu'on munit C1�G=H�Vs
de la topologie induite par celle de

C1�G=H�; l'application f 7!fs deÂ ®nit un isomorphisme lineÂ aire continu de
C1�G=H�Vs

sur C1�G=H ; s� car:

�f s�s � f ; f 2 C1�G=H ; s�
�fs�s � f ; f 2 C1�G=H�Vs

: �8:3�

On a le meÃ me reÂ sultat lorsqu'on remplace C1 par C.
On munit Vs du produit scalaire L2 des fonctions sur K. Alors:Z

G=H
f �x�f 0�x� dx �

Z
G=H
�fs�x�; f 0s�x�� dx; f ; f 0 2 C�G=H�Vs

: �8:4�

Soient L � MA 2L; �d; Vd� 2 M̂ . A tout u 2 C1�K; d�Vs
on associe l'ap-

plication us de K � K dans Vd deÂ ®nie par:

us�k; x� � u�kx�; k; x 2 K : �8:5�

Pour F espace vectoriel de dimension ®nie et X ; Y varieÂ teÂ s, on identi®e
l'espace C1�Y ; F � 
 C1�X � aÁ un sous-espace de C1�X � Y ; F �. Il est
facile de veÂ ri®er que l'appartenance de u aÁ C1�K; d�Vs

implique
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us 2 C1�K; Id� 
 Vs. De plus, us est un eÂ leÂ ment de C1�K; d; s�. De meÃ me, aÁ
tout u 2 C1�K; d; s�; on associe la fonction us 2 C1�K; d�Vs

par:

us�k� � hu�k�; lsi; k 2 K : �8:6�

Alors:

L0application u 7!us est un isomorphisme lin�eaire continu

de C1�K; d�Vs
dans C1�K; d; s�; unitaire si l'on munit les

espaces de leurs produits scalaires L2: Enfin �us�s � u pour

tout u dans C1�K; d�Vs
:

�8:7�

Soient g 2V�d�; P 2 P�L� et u 2 C1�K; d�Vs
. Alors E�P ; d; k; g;u� appar-

tient aÁ C1�G=H�Vs
et l'on a l'identiteÂ :

E�P ; d; k; g;u�s � E�P ;wus
g; k� : �8:8�

Ceci reÂ sulte de ce qui preÂ ceÁ de joint aÁ (3.4) et aÁ la DeÂ ®nition 3 par. 3.4 de [13].
On deÂ ®nit E0�P ; d; k; g;u� en remplacË ant j par j0 dans la deÂ ®nition de
E�P ; d; k; g;u� (cf. [13] DeÂ ®nition 3 par. 3.4 ). On a alors, graÃ ce aÁ la Prop-
osition 4 (i), l'identiteÂ de fonctions meÂ romorphes:

E0�P ; d; k; g;u�s � E0�P ;wus
g; k� : �8:9�

8.2 On note I2d le compleÂ teÂ de Id :� C1�K; d� pour le produit scalaire L2; de
sorte que, pour k 2 ia�; la repreÂ sentation �pP

d;k se prolonge en une rep-
reÂ sentation unitaire continue de G dans I2d noteÂ e encore �pP

d;k. On note �Id��K�
l'espace des vecteurs K-®nis de I2d .

Proposition 8. (i) Pour tout u 2 C1�K; d��K�; g 2V�d�; l'application
k 7! E0�P ; d; k; g;u� est eÂleÂment de l'espace eII 0hol�G;M��K� (version K-®nie de
l'espace eII 0hol�G;M ; s�).

(ii) Soit f 2 C�G=H��K� et k 2 ia�. Il existe un unique vecteur �F0
P f ��d; k�

de �Id��K� 
V�d� tel que:

��F0
P f ��d; k�;u
 g� �

Z
G=H

f �x�E0�P ; d; k; g;u��x� dx ;

u 2 �Id��K�; g 2V�d� :

(iii) Lorsque f deÂcrit une composante isotypique donneÂe de C�G=H��K�;
l'application k 7!�F0

P f ��d; k� est identiquement nulle sauf pour un nombre ®ni
de repreÂsentations d 2 M̂ .
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(iv) Si f 2 C�G=H�Vs
; avec �s; Vs� comme en 8.1, on a:

�F0
P �fs���k� �

X
d2M̂

w�F0
P f �d;k��s :

Ici, on a noteÂ m 7! ms l'application lineÂaire de �Id�Vs

V�d� � C1�K; d�Vs



V�d� dans C�K; d; s� 
V�d� qui aÁ u
 g associe us 
 g pour u 2 �Id�Vs

et
g 2V�d�.

(v) L'application f 7!�F0
P f ��d; :� est une application lineÂaire continue de

C�G=H�Vs
dans S�ia�� 
 �Id�Vs

.

DeÂmonstration. Montrons (i). Soit f 2 C�G=H��K�. On choisit �s; Vs� comme
en 8.1 de telle sorte que f 2 C�G=H�Vs

. Alors (i) reÂ sulte de (8.9) et (8.3),
joints au TheÂ oreÁ me 3 (i). Pour (ii), on ®xe �s; Vs� comme ci-dessus. Le second
membre de l'eÂ galiteÂ de (ii) est nul si u 2 �Id�Vs0

avec Vs0 orthogonal aÁ Vs. Alors
l'existence de �F0

P f ��d; k� reÂ sulte du TheÂ oreÁ me de repreÂ sentation de Riesz
que l'on applique aÁ l'espace de dimension ®nie �Id�Vs


V�d�. L'uniciteÂ est
eÂ vidente.

D'apreÁ s la reÂ ciprociteÂ de Frobenius, pour queF0
P f �d; k� ne soit pas nul,

il faut que d contienne au moins une repreÂ sentation c 2 S; ouÁ S est une partie
®nie de d�M \ K�. On utilise alors la Proposition 1 de [14] pour conclure que
(iii) est vrai.

Montrons (iv). Partant des deÂ ®nitions et utilisant (8.4) et (8.9) on a:

��F0
P f ��d; k�;u
 g� � ��F0

P �fs���k�;wus
g�; u 2 C1�K; d�Vs
;

g 2V�d� : �8:10�
Tenant compte de (2.10), (2.12), (2.2) et (8.7), on voit que l'eÂ galiteÂ ci-dessus
est eÂ quivalente aÁ (iv).
L'assertion (v) reÂ sulte de (iv) (ou (8.10) ) et du TheÂ oreÁ me 4. (

8.3 On deÂ ®nit l'espace:

�S1
P ��K� � S�ia�� 
 ��

d2M̂
��Id��K� 
V�d���

sur lequel K opeÁ re par repreÂ sentation reÂ gulieÁ re sur le premier facteur de
chaque terme de la somme (i.e. sur �Id��K�). On note H1

P le compleÂ teÂ de
�S1

P ��K� pour le produit scalaire qui, sur chacun des termes de la somme,
correspond au produit scalaire naturel sur le produit tensoriel, l'espace
S�ia�� eÂ tant muni du produit scalaire L2; avec notre normalisation des
mesures. Le groupe K agit unitairement sur H1

P . On deÂ ®nit une rep-
reÂ sentation pP de g dans �S1

P ��K� en posant:

pP �X ��a
 u
 g��k� � a�k���pP
d;k�X �u� 
 g; X 2 g; k 2 ia�; a 2S�ia��;

d 2 M̂ ; u 2 �Id��K�; g 2V�d� :
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Alors, S1
P est un �g;K�-module. On deÂ ®nit de manieÁ re similaire une re-

preÂ sentation unitaire de G dans H1
P . On note F0

P l'application lineÂ aire
de C�G=H��K� dans S1

P dont la composante de type d; d 2 M̂ ; est l'appli-
cation f 7!�F0

P f ��d; :� preÂ ceÂ demment deÂ ®nie. C'est un morphisme de �g;K�-
modules de C�G=H��K� dans �S1

P ��K�.
Pour d 2 M̂ et �s; Vs� comme en 8.1, on dispose de l'application lineÂ aire
w 7!ws de ad2M̂ �Id�Vs


V�d� dans A2�M ; s� caracteÂ riseÂ e par:

�u
 g�s � wus
g; d 2 M̂ ; u 2 �Id�Vs
� C1�K; d�Vs

; g 2V�d� : �8:11�

Cette application est unitaire d'apreÁ s (2.2), (2.9) et (2.13). Son inverse est
noteÂ w7!ws. Avec ces notations, l'assertion (iv) de la Proposition 8 prend la
forme:

�F0
P f �k��s � ��F0

P fs��k�; k 2 ia�; f 2 C�G=H�Vs
: �8:12�

On dispose alors d'une application lineÂ aire W 7!Ws de �S1
P �Vs

(� ��S1
P ��K��Vs

)
dans S�ia�� 
A2�M ; s�; deÂ ®nie par:

�a
 w�s � a
 ws ; a 2S�ia��; w 2 �
d2M̂
��Id�Vs


V�d�� ; �8:13�

(voir (8.11)). Elle est bijective et on note son inverse W 7!Ws. Ces applica-
tions sont continues si on munit �S1

P �Vs
de sa topologie naturelle d'espace de

la forme S�ia�� 
 F ouÁ F est un espace de dimension ®nie.
Soit ~s un repreÂ sentant de s dans NK�a;�. On deÂ ®nit, pour tout d 2 M̂ ; un
morphisme R�d; ~s� de Id 
V�d� dans Id~s 
V�d~s� par:

R�d; ~s��u
 g� � R�~s�u
 �R�d; ~s�g; u 2 Id; g 2V�d� ; �8:14�

ouÁ R�~s� deÂ signe la translation aÁ droite par ~s et �R�d; ~s� a eÂ teÂ deÂ ®ni avant
(3.24). On a, graÃ ce aÁ (3.26):

�R�s�w�u
g�s � w�R�d;~s��u
g��s
; u 2 �Id�Vs

; g 2 V �d� : �8:15�

Ceci implique, graÃ ce aux proprieÂ teÂ s de �R�s�; que R�d; ~s� est unitaire. On note
�S0

P ��K� le sous-espace des eÂ leÂ ments W de �S1
P ��K� veÂ ri®ant, pour tout

k 2 ia�; d 2 M̂ ; s 2 W �a� et ~s repreÂ sentant de s dans NK�a;� :

W�d; k� � R�d~sÿ1 ; ~s��A�P sÿ1 ; P ; d~sÿ1 ; sÿ1k� 
 B� �P ; �P sÿ1 ; d~sÿ1 ; sÿ1k�ÿ1�
W�d~sÿ1 ; sÿ1k�: �8:16�

Soit f un eÂ leÂ ment de C�G=H�Vs
; avec �s; Vs� comme dans (8.1), u 2

C1�K; d�Vs
; g 2V�d�; k 2 ia�; ~s un repreÂ sentant dans NK�a;� de s 2 W �a�.

Partant de (8.12), et utilisant successivement les proprieÂ teÂ s de F0
P (Propo-
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sition 6) et l'expression des fonctions C0 (Proposition 5 (ii) et Proposition 4
(iv)), on obtient facilement, graÃ ce aÁ (8.15):

Pour f 2 C�G=H��K�; F0
P f est �el�ement de �S0

P ��K� : �8:17�

Par ailleurs, on veÂ ri®e de facË on similaire que:

Si W 2 �S0
P �Vs

; on a Ws 2S0
P �s� : �8:18�

Proposition 9. (i) Avec les notations ci-dessus, il existe une application lineÂaire
I0

P de �S1
P ��K� dans C�G=H��K� telle que, pour tout d 2 M̂ ; a 2 S�ia��;

u 2 �Id��K� et g 2V�d� on ait:

I0
P �a
 u
 g��x� �

Z
ia�

a�k�E0�P ; d; k; g;u��x� dk :

(ii) Soient �s; Vs� comme en 8.1 et W 2 �S1
P �Vs

. Alors:

�I0
P W�s � I0

P �Ws�:

(iii) L'application lineÂaire I0
P est continue de �S1

P �Vs
dans C�G=H�Vs

.
(iv) Pour tout f 2 C�G=H��K� et W 2 �S1

P ��K� :

�F0
P f ;W� � �f ;I0

PW� :

(v) L'image de F0
P est eÂgale aÁ �S0

P ��K�.

DeÂmonstration. (i) reÂ sulte du TheÂ oreÁ me 1 de [4] et de la Proposition 8 (i).
(ii) reÂ sulte de (i), (8.8), (8.11) et (8.13).
Alors (iii) reÂ sulte de (ii) et de la Proposition 7 (ii) car, d'apreÁ s (8.3):

I0
P W � �I0

P �Ws��s

Pour (iv), on choisit �s; Vs� comme dans 8.1 tel que f 2 C1�G=H�Vs

et W 2 �S1
P �Vs

. Alors (iv) reÂ sulte de (ii), (8.12) et de la Proposition 7 (ii).
Prouvons (v). Soit W 2 �S0

P ��K� et s comme dans 8.1 tel que W 2 �S0
P �Vs

.
Alors Ws est eÂ leÂ ment de S

0
P �s� d'apreÁ s (8.16), donc de la forme F0

P f avec
f 2 C�G=H ; s�. Alors f � �f s�s avec f s 2 C�G=H��K� et, avec les notations
de (8.13):

�F0
P �f s��s � Ws ;

soit encore:

F0
P �f s� � W ;

Donc �S0
P ��K� est contenu dans l'image de F0

P . On acheÁ ve de prouver (v)
graÃ ce aÁ (8.15). (
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TheÂ oreÁ me 7, Soit F comme dans le lemme 8. On deÂ®nit une application
lineÂaire F0 de C�G=H��K� dans S0

�K� :�aP2F �S0
P ��K� en posant:

F0f :�aP2 F �#W �aP ��ÿ
1
2F0

P f ; f 2 C�G=H��K� ;

et une application I0 de S0
�K� dans C�G=H��K� en posant:

I0 :�aP2 F �#W �aP ��ÿ
1
2I0

P :

Alors:
(i) I0 et F0 sont des morphismes de �g;K�-modules.
(ii) F0I0 � IdS0

�K�
.

(iii) I0 est une isomeÂtrie de S0
�K� dans C�G=H��K� pour les produits sca-

laires naturels.
(iv) I0F0 est un projecteur orthogonal dans C�G=H��K� noteÂ P.
(v) Si�s; Vs� est comme dans 8.1 et f 2 C�G=H�Vs

; on a �Pf �s � Psfs.

DeÂmonstration. Le fait que F0 et I0 soient des morphismes de �g;K�-
modules se veÂ ri®e aiseÂ ment sur les caracteÂ risations (Proposition 8 (i) et 9 (i)).
Alors, (ii), (iii), (iv) et (v) reÂ sultent de (8.12) et de la Proposition 9 (ii) joints
au TheÂ oreÁ me 6. (

9 Un criteÁ re de surjectiviteÂ de I0

9.1 Lemme 9. On conserve les notations et hypotheÁses de la Proposition 9.
Alors, quels que soient d 2 M̂ ; a 2 C1c �ia��; u 2 �Id��K� et g 2V�d� la
fonction I0

P �a
 u
 g� deÂ®nit un vecteur analytique de la repreÂsentation
reÂgulieÁre gauche, L; de G dans L2�G=H�.

DeÂmonstration. On utilise les notations de 7.1. Le Laplacien de g et de k sont
deÂ ®nis l'aide du produit scalairedeÂ duit de la forme quadratique deÂ ®nie
positive introduite partir de B dans l'introduction. Par lineÂ ariteÂ , on peut
supposer que g est D�M=M \ H�- propre pour une valeur propre K 2 �ad

k ��
et que u appartient aÁ une composante K-isotypique de Id de telle sorte que si
Dk est le Laplacien de k; �pP

d;k�Dk�u � cu pour un complexe c convenable. Le
Laplacien D de g est donneÂ par la relation D � X� 2Dk; ouÁ X est l'eÂ leÂ ment
de Casimir de g associeÂ aÁ la forme bilineÂ aire G-invariante B. On note c la
fonction polynomiale sur a�C deÂ ®nie par c�k� � cad

�X��Kÿ k�. Par deÂ rivat-
ion eÂ leÂ mentaire sous le signe somme on a, pour tout j 2 N (voir (7.2) ):

L�Dj�I0
P �a
 u
 g� � I0

P ��c� 2c�ja
 u
 g� :

Compte tenu de la continuiteÂ de l'injection de C�G=H� dans L2�G=H�; le
TheÂ oreÁ me 1' de [4] implique qu'il existe une semi-norme continue q sur
S�ia��; et une constante C > 0 telles que, pour tout entier naturel j:
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kL�Dj�I0
P �a
 u
 g�k � Cq��c� 2c�ja� :

a deÂ ®nition de c implique immeÂ diatement que c'est un polynoÃ me de degreÂ
infeÂ rieur ou eÂ gal aÁ deux. Si on utilise la forme preÂ cise des semi-normes
continues de S�ia�� et le fait que a est aÁ support compact, on deÂ duit de la
formule de Leibniz l'existence d'une constante M > 0 telle que, pour tout
j 2 N:

kL�Dj�I0
P �a
 u
 g�k � Mj�2j�! :

Le reÂ sultat deÂ coule aussitoÃ t du Corollaire 4.4.6.4 de [24]. (
Lemme 10. Les conditions suivantes sont eÂquivalentes:

(i) Le projecteur P est eÂgal aÁ l'identiteÂ.
(ii) Pour toute repreÂsentation unitaire de dimension ®nie �s; Vs� de K; Ps

est eÂgal aÁ l'identiteÂ.

DeÂmonstration. D'apreÁ s (8.3) et le TheÂ oreÁ me 7 (v), Ps est eÂ gal aÁ l'identiteÂ
pour tout �s; Vs� comme dans 8.1 si et seulement si (i) est vrai. Par ailleurs,
comme toute repreÂ sentation irreÂ ductible de K apparait comme facteur direct
d'une repreÂ sentation �s; Vs� veÂ ri®ant les hypotheÁ ses de 8.1, (ii) est eÂ quivalent
aÁ Ps eÂ gal aÁ l'identiteÂ pour tout �s; Vs� comme dans 8.1. D'ouÁ l'eÂ quivalence de
(i) et (ii). (

Lemme 11. (i) Le projecteur P est eÂgal aÁ l'identiteÂ si toute fonction tempeÂreÂe,
D�G=H�-®nie, K-®nie, se transformant sous AG par un caracteÁre unitaire et
orthogonale aÁ l'image de P; est nulle.

(ii) Le projecteur P est eÂgal aÁ l'identiteÂ si, pour toute repreÂsentation
unitaire de dimension ®nie �s; Vs� de K; toute fonction s -spheÂrique, tempeÂreÂe,
D�G=H�-®nie, se transformant sous AG par un caracteÁre unitaire et orthogo-
nale aÁ l'image de Ps; est nulle.

DeÂmonstration. Montrons (i). Raisonnons par l'absurde et supposons le
projecteur P di�eÂ rent de l'identiteÂ . L'espace vectoriel engendreÂ par les pa-
quets d'ondes I0

P �a
 u
 g�; P 2 P; d 2 M̂P ; a 2 C1c �ia��; u 2 �Id��K� et
g 2V�d�; est un �g;K�-module fomeÂ de vecteurs analytiques et dont l'ad-
heÂ rence dans L2�G=H� est identique aÁ l'adheÂ rence de Im P. Cette dernieÁ re est
donc un sous G-module de L2�G=H�.

On noteH l'orthogonal de l'image de P dans L2�G=H�. C'est aussi un G-
module. Soit n la restriction de la mesure de Dirac deH en eH aÁ H1. On eÂ crit
la deÂ sinteÂ gration centrale de la repreÂ sentation unitaire de G dans H:

H �
Z �

Ĝ
Hp dl�p�

ouÁ , pour tout p 2 Ĝ; Hp est un multiple (®ni d'apreÁ s [1] ) de p. On deÂ sinteÁ gre
n :
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n �
Z �

Ĝ
np dl�p� ;

ouÁ on peut supposer (apreÁ s modi®cation eÂ ventuelle sur un ensemble l-
neÂ gligeable) que np 2 �Hÿ1

p �H pour tout p 2 Ĝ. Alors np est D�G=H�-®ni
([1] ) et faiblement H -tempeÂ reÂ (cf. [11] Appendice C).

Soit f 2 C�G=H��K� tel que f 6� Pf . Comme P est un projecteur or-
thogonal, la fonction f1 :� f ÿ Pf est un eÂ leÂ ment de H1. On peut donc
deÂ sinteÂ grer f1:

f1 �
Z �

Ĝ
vp dl�p� ;

ouÁ on peut supposer (apreÁ s modi®cation sur un ensemble l-neÂ gligeable ) que
pour tout p 2 Ĝ; le vecteur vp appartient aÁ �H1

p ��K�.
On choisit une suite �gn�n2N dense dans G et on note, pour p; q 2 N:

Xp;q;n :� fp 2 Ĝ j jhnp; p�gÿ1n �vpij � pNq�gnH�HG�gnH� ;

ouÁ Nq est deÂ ®ni dans [14] avant le Lemme 3. Alors, pour tout g 2 G; l'ap-
plication p 7! hnp; p�gÿ1�vpi est l-mesurable d'apreÁ s les proprieÂ teÂ s des
deÂ sinteÂ grations de n et f1. Chaque ensemble Xp;q;n est donc l-mesurable et il
en va de meÃ me de Xp;q :� Tn2N Xp;q;n. De plus,

S
p;q2N Xp;q est eÂ gal aÁ Ĝ; car

pour tout p; np est faiblement tempeÂ reÂ et vp est K-®ni. D'autre part:

f1�gH� �
Z

Ĝ
hnp; p�gÿ1�vpi dl�p�; g 2 G :

Comme f1 est non nulle, on peut trouver p; q 2 N et une partie l-mesurable
X 0

p;q de Xp;q; de mesure ®nie non nulle et telle que, pour tout eÂ leÂ ment p de
X 0

p;q; la fonction gH 7! hnp; p�gÿ1�vpi ne soit pas identiquement nulle sur
G=H . Soit v l'indicatrice de X 0

p;q et a un eÂ leÂ ment de L1�Ĝ; l�. D'apreÁ s [22]
TheÂ oreÁ me C, la fonction: fav :� R�Ĝ a�p�v�p�vp dl�p� est un eÂ leÂ ment de
H1; car

R�
Ĝ vp dl�p� est eÂ leÂ ment de H1. On a donc:

fav�gH� �
Z �

Ĝ
a�p�v�p�hnp; p�gÿ1�vpi dl�p� ;

Pour f 0 2 Im P on a:

�fav; f 0� �
Z

G=H
fav�x�f 0�x� dx

soit encore,

�fav; f 0� �
Z

G=H
f 0�gH�

Z
X 0

p;q

a�p�hnp; p�gÿ1�vpi dl�p�dgH :
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On souhaite appliquer le TheÂ oreÁ me de Fubini. La fonction �g; p� 7!
hnp; p�gÿ1�vpi est dg
 l-mesurable sur G� Ĝ. Cela reÂ sulte, par localisation,
du fait eÂ leÂ mentaire suivant:

Soit X un pav�e ouvert de Rn; �X ; l� un espace mesur�e; h

une application de X� X dans C telle que :

�a� Pour tout x 2 X ; la fonction x 7! h�x; x� est continue

sur X:

�b� Pour tout x 2 Xfix�e; la fonction x 7! h�x; x� est l-

mesurable sur X : Alors; la fonction h est dx
 l-mesurable;

o�u dx d�esigne la mesure de Lebe sur X:

En e�et, en utilisant le proceÂ deÂ d'approximation utiliseÂ pour les inteÂ grales de
Riemann, il est facile de construire une suite �hn� de fonctions sur X� X ;
convergeant simplement vers h et telle que, pour tout entier n; hn soit une
combinaison lineÂ aire de fonctions de la forme �x; x� 7! 1P �x�f �hP ; x�; ouÁ P
est un paveÂ de X et hP un eÂ leÂ ment de P .

Mais X 0
p;q � Xp;q et la suite �gn� est dense dans G. On a donc, pour tout

g 2 G et p dans Xp;q:

jhnp; p�gÿ1�vpij � pNq�gH�H�gH� :

Comme a 2 L1�Ĝ; l� et f 0 2 C�G=H�; le TheÂ oreÁ me de Fubini s'applique et
donne:

�fav; f 0� �
Z

X 0
p;q

a�p�
Z

G=H
f 0�gH� hnp; p�gÿ1�vpidgH dl�p� :

Comme fav 2H et f 0 2 Im P, le premier membre de cette eÂ galiteÂ est nul, et
ce quel que soit a 2 L1�Ĝ; l�. On a donc, pour l-presque tout p eÂ leÂ ment de
X 0

p;q : Z
G=H

f 0�gH�hnp; p�gÿ1�vpidgH � 0 :

Par un argument de seÂ parabiliteÂ ( [16] 17.1.2 ), on voit qu'il existe au moins
un eÂ leÂ ment p 2 X 0

p;q tel que l'eÂ galiteÂ ci dessus soit vraie pour tout f 0 2 Im P.
Mais, d'apreÁ s le choix de X 0

p;q; la fonction gH 7!hnp; p�gÿ1�vpi est non nulle,
K-®nie, D�G=H�-®nie (car np est D�G=H�-®ni) et tempeÂ reÂ e et se transforme
sous AG par un caracteÁ re unitaire (car p est unitaire irreÂ ductible). Ceci
acheÁ ve de prouver (i).

(ii) On raisonne par l'absurde et on suppose di�eÂ rent de l'identiteÂ .
D'apreÁ s (i), il existe une fonction non nulle U; D�G=H�-®nie, tempeÂ reÂ e, K-
®nie, se transformant sous AG par un caracteÁ re unitaire, orthogonale aÁ
l'image de P. On choisit alors �s; Vs� comme dans 8.1 tel que U 2 C�G=H�Vs

.
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Alors, Us est orthogonale aÁ l'image de Ps d'apreÁ s (8.4) et le TheÂ oreÁ me 7 (v).
D'ouÁ (ii). (

9.2 Le cas des groupes

TheÂ oreÁ me 8. On suppose ici que G � G1 � G1; r est la permutation des
composantes et H le sous-groupe diagonal de G. Alors, les transformations I0

et F0 sont inverses l'une de l'autre.

DeÂmonstration. D'apreÁ s le Lemme 10, il su�t de traiter le cas des fonctions
K-®nies puis, graÃ ce au TheÂ oreÁ me 7 (ii), de montrer que I0F0 est l'identiteÂ .
Montrons qu'il su�t de veÂ ri®er queF0 est injective. En e�et, comme I0F0

est l'identiteÂ , l'application F0I0F0 ÿF0 est nulle et donc I0F0 moins
l'identiteÂ est nulle si F0 est injective. ConsideÂ rons un eÂ leÂ ment f0 K1-®ni aÁ
droite et aÁ gauche de l'espace de Schwartz de G=H tel que la fonction F0f0
soit nulle. D'apreÁ s [9], par. 9.2, tout sous-groupe parabolique rh-stable de G
est de la forme P � P1 � �P1 ouÁ P1 est un sous-groupe parabolique de G1 de
deÂ composition de Langlands P1 � M1A1N1; et �P1 est l'opposeÂ de P1. De plus,
les seÂ ries principales eÂ tudieÂ es sont de la forme pP

d;m � pP1
d1;m1

 p

�P1
d01;ÿm1

ouÁ
m1 2 �a1��C; d1 est une seÂ rie discreÁ te de M1; d01 sa contragreÂ diente. Alors
d � d1 
 d01 et V�d� est de dimension un. Ici les produits tensoriels sont
topologiques. Notons A� �P1; P1; d1; m1� le prolongement meÂ romorphe de
l'inteÂ grale d'entrelacement (lorsqu'il est deÂ ®ni) entre IP1

d1;m1
et I

�P1
d1;m1

. On sait
que I

�P1
d01;ÿm1

s'identi®e aÁ un sous-espace du dual de I
�P1
d1;m1

. D'autre part, d'apreÁ s

[9], par. 9.2, on sait qu'il existe un eÂ leÂ ment g de V�d� tel que, pour tout
v1 
 v01 2 IP1

d1;m1

 I

�P1
d01;ÿm1

; hj�P ; d; m; g�; v1 
 v01i � hA� �P1; P1; d1; m1�v1; v01i. Co-
mme V�d� est de dimension un, j0�P ; d; m; g� est proportionnel aÁ j�P ; d; m; g�
pour m1 dans un ouvert dense de ia�1. Alors, partant de la Proposition 8, on
voit que, commeF0f0 est nul, on a, pour m1 eÂ leÂ ment d'un ouvert dense de ia�1
(on dira geÂ neÂ rique dans ia�1), hA� �P1; P1; d1; m1�pP1

d1;m1
�f0�v1; v01i � 0. Ici, on a

identi®eÂ G=H aÁ G1 de la facË on habituelle. Comme A� �P1; P1; d1; m1� est inv-
ersible pour m1 geÂ neÂ rique dans ia�1; on en deÂ duit que pP1

d1;m1
�f0� � 0 pour m1

geÂ neÂ rique dans ia�1; puis, par densiteÂ et continuiteÂ , pour tout m1 2 ia�1.
La formule de Plancherel abstraite donne une identi®cation de L2�G1�

avec une inteÂ grale hilbertienne de repreÂ sentations de G1 � G1;

Z �bG1

Hp
̂Hp0

dl�p�; ouÁ Hp est l'espace de p; p0 sa contragreÂ diente et Hp
̂Hp0 le pro-

duit tensoriel hilbertien. On identi®e Hp
̂Hp0 aÁ l'espace des opeÂ rateurs de
Hilbert-Schmidt de Hp dans lui meÃ me. Alors, toute fonction f ; C1 aÁ

support compact sur G1; s'identi®e aÁ

Z �bG1

p�f � dl�p�.

Par ailleurs, l'injection de l'espace de Schwartz C�G1� � C�G=H� dans
L2�G1� � L2�G=H� est ``®ne'' au sens de [7], x 1.4 graÃ ce aÁ l.c. TheÂ oreÁ me 3.2 et
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[11], x. C.2. Donc, d'apreÁ s [7], Lemme 1.3, pour l-presque tout p; il existe un
entrelacement de G1 � G1-modules entre C�G1� et Hp
̂Hp0 ; ap; tel que:

f �
Z �bG1

ap�f � dl�p�; f 2 C�G1� :

Par ailleurs, on sait que pour l-presque tout p; p est une sous-rep-
reÂ sentation de pP1

d1;m1
; pour un couple �P1; d1� comme ci-dessus et m1 2 ia�1 (cf.

[11], Proposition C.2). Alors p est tempeÂ reÂ e, et, si l'on se restreint aÁ une
composante isotypique sous K1 � K1 de C1c �G1�; l'application f 7!p�f �
s'eÂ tend continuement aÁ la composante isotypique correspondante de C�G1�.
D'autre part, l'espace C1c �G1� est seÂ parable et dense dans C�G1� (cf. [17],
TheÂ oreÁ me 6.1.6 et sa preuve). Alors l'eÂ galiteÂZ �bG1

p�f � dl�p� �
Z �bG1

ap�f � dl�p�; f 2 C1c �G� ;

montre, par un raisonnement de seÂ parabiliteÂ , densiteÂ et continuiteÂ , que pour
l-presque tout p :

p�f � � ap�f �; f 2 C�G1��K1�K1� :

Alors, graÃ ce aÁ notre hypotheÁ se sur f0; on deÂ duit de ce qui preÂ ceÁ de que
ap�f0� � 0 pour l-presque tout p. D'ouÁ la nulliteÂ de f0. Donc F0 est bien
injective comme deÂ sireÂ . (

10 Appendice

Lemme 12. Soit f une application meÂromorphe d'un ouvert convexe X du
complexi®eÂ Ec d'un espace vectoriel reÂel de dimension ®nie E; aÁ valeurs dans
un espace localement convexe seÂpareÂ complet V . On suppose qu'il existe n
formes lineÂaires l1; � � � ; ln 2 E� � E�c� et n complexes r1; � � � ; rn tels que f soit
holomorphe sur X nSn

i�1 Hi; ouÁ Hi :� fz 2 Ec j li�z� ÿ ri � 0 g. On note
R � fl1; � � � ; lng et P�R� l'ensemble des fonctions polynomiales sur Ec qui sont
produits de fonctions a�nes de la forme z 7!l�z� ÿ r; ouÁ l 2 R et r 2 C. On
suppose qu'il existe un polynoÃme p tel que pf se prolonge en une fonction
holomorphe sur X . Alors p s'eÂcrit p � p1q1 avec p1 2 P�R� et q1 polynoÃme sur
EC; de telle sorte que p1f est holomorphe sur X et, pour tout i; q1 restreint aÁ
Hi est non identiquement nul.

DeÂmonstration. On proceÁ de par reÂ currence sur le degreÂ de p (supposeÂ non
nul). On voit que p � p1q1 ouÁ p est produit de fonctions z 7! li�z� ÿ ri et q1
un polynoÃ me qui, pour tout i; admet une restriction aÁ Hi non identiquement
nulle. Montrons que p1f se prolonge en une fonction holomorphe sur X .
Elle est deÂ jaÁ holomorphe sur X nSn

i�1 Hi. Notant Y � X \ �Sn
i�1 Hi�; si

y 2 Y est tel que q1�y� 6� 0; il est clair que p1f se prolonge en une fonction
holomorphe au voisinage de y; car pf � q1p1f . D'apreÁ s les proprieÂ teÂ s de q1
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et le Lemme A.1.8 de [12], p1f se prolonge en une fonction holomorphe sur
X . Pour traiter le cas de fonctions vectorielles, on utilise le fait que graÃ ce aÁ
nos hypotheÁ ses sur V ; l'holomorphie des fonctions aÁ valeurs dans V est
eÂ quivalente aÁ l'holomorphie faible (cf. [8] par. 3.3.1). (
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