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We study real and complex Manin triples for a complex reductive Lie algebra g.
First, we generalize results of E. Karolinsky (1996, Math. Phys. Anal. Geom 3,
545-563; 1999, Preprint math.QA.9901073) on the classification of Lagrangian
subalgebras. Then we show that, if g is noncommutative, one can attach to each
Manin triple in g another one for a strictly smaller reductive complex Lie
subalgebra of g. This gives a powerful tool for induction. Then we classify complex
Manin triples in terms of what we call generalized Belavin—Drinfeld data. This
generalizes, by other methods, the classification of A. Belavin and V. G. Drinfeld
of certain r-matrices, i.e., the solutions of modified triangle equations for constants
(cf. A. Belavin and V. G. Drinfeld, “Triangle Equations and Simple Lie Algebras,”
Mathematical Physics Reviews, Vol. 4, pp. 93-165, Harwood Academic, Chur,
1984, Theorem 6.1). We get also results for real Manin triples. In passing, we
retrieve a result of A. Panov (1999, Preprint math.QA.9904156) which classifies
certain Lie bialgebra structures on a real simple Lie algebra.  © 2001 Academic Press

Key Words: reductive Lie algebra; Manin triple; Lie bialgebra.

INTRODUCTION

Let g be a finite-dimensional complex, reductive Lie algebra. One says
that a symmetric, g-invariant, R (resp., C-) bilinear form on g is a Manin
form if and only if its signature is (dim¢ g, dimg) (resp., if it is nondegen-
erate).

Recall that a real (resp., complex) Manin triple in g is a triple (B, i, 1'),
where B is a real (resp., complex) Manin form and where 1,1’ are real
(resp. complex) Lie subalgebras of g, isotropic for B, and such that
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i + 1" = g. Then this is a direct sum and i, 1" are of real dimension equal
to the complex dimension of g.

Our goal is to classify all Manin triples of g, up to conjugacy under the
action on g of the connected, simply connected Lie group G with Lie
algebra @, by induction on the rank of the derived algebra of g.

One calls af-involution (resp. f-involution) of a complex semisimple Lie
algebra n1, an R- (resp., C-) linear involutive automorphism of n1, o, such
that its restriction to every stable simple ideal of nt is antilinear (resp.,
such that m has no simple ideal left stable by o).

The following theorem generalizes previous results of Karolinsky (cf.
[K2, Theorem 1(i)] and [K1] for the proof; see also [K3, Proposition 3.1]),
as we do not make any restriction on the Manin form. If we are dealing
with the R- (resp., C-) bilinear Manin form, Manin triple will mean a real
(resp., complex) Manin triple.

THEOREM 1. Let B be an R- (resp., C)-bilinear Manin form and let 1 be a
Lagrangian subalgebra of g for B, i.e., a real (resp., complex) Lie
subalgebra of g whose real dimension is equal to the complex dimension of g
and which is isotropic for B. Then:

(a) If we denote by p the normalizer in g of the nilpotent radical, n, of
i, then Y is a parabolic subalgebra of g, with nilpotent radical equal to 1.

(b) Let [ be a Levi subalgebra of p (i.e., | is a reductive Lie
subalgebra of p with p = [ @ n), and denote by m its derived ideal and by a
its center. Then the intersection, 0), of i and m is the fixed point set of an
af-involution (resp., an f-involution) of m, which is isotropic for B.

(¢) The intersection of a and 1, i, is isotropic for B, and its real
dimension equals the complex dimension of a.

(d Onehasi=0H&i, ®n.

Reciprocally, any real (resp., complex) Lie subalgebra, i, of § which is of
this form is Lagrangian for B.
Then, one says that i is under p.

One chooses a Cartan subalgebra j, of g and a Borel subalgebra of g
containing j,, b,. Then, from Theorem 1 and the Bruhat decomposition,
one sees (cf. Proposition 1) that every Manin triple is conjugated, under G,
to a Manin triple (B, i, i) such that i is under p and 1’ is under p’, with p
containing b, and p’ containing the opposite Borel subalgebra to b, with
respect to j,. A Manin triple satisfying these conditions will be called
standard, under (p, p’).

Let p, p’ be given as above, and let B be a Manin form on g.

THEOREM 2. If g is nonabelian and if there exists a standard Manin triple
(B, 1,1') under (p, p'), then p or p' is different from q.
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THEOREM 3. Let (B,1,1') be a real (resp., complex) standard Manin
triple under (p,p'). Let p" be the projection of g on the jo-invariant
supplementary subspace of the nilpotent radical n' of v’, with kernel n'. Let
[ ® n be the Langlands decomposxtlon of v, such that | contains j,. Set

=p"(h N p"), where § = 1 N [. One defines similarly i,

Then i,, 1] are contained in [ N ['. Moreover, if B, denotes the restriction
of Bto LNV, (By,1,,1)) is a real (resp., complex) Manin triple for [ N ['.
We set q,=1nNI.

We will use freely the notation of Theorem 1 for (B, 1,, ), which is called
the predecessor of the standard Manin triple (B, 1, 1).

If v is a real subalgebra of g, we denote by R the analytic subgroup of
G with Lie algebra r.

THEOREM 4 (cf. Theéoréme 4 et Proposition 6). Every real (resp., com-
plex) Manin triple under (p, p') is conjugate, by an element of P N P', to a
real (resp., complex) Manin triple under (p, p'), (B, 1,1'), such that all the

successive predecessors, (B, 1,,17),(By,1,,13),..., are standard Manin
triplesin ¢, =[N, q,,..., with respect to the intersection of b, b, with
a1, Qs .., and such that the intersection f (resp., T;)) of i, with i (resp. ')

is a fundamental Cartan subalgebra of 1 (resp. 1), contained in i, 1,,...
(resp., 1}, 15,...).

Such a Manin triple will be called strongly standard. The smallest integer,
k, such that g, =i, is called the height of the strongly standard Manin
triple. Two Manin triples which are conjugate under G have the same height.

Now, we assume that B is C-bilinear. One defines C*:= {A € C* | Re A
<0, 0orRex=0 et ImA >0}, C=C*\C*. If B is a complex Manin
form on g, one denotes by g, (resp., g_) the sum of the simple ideals of
a,q,, for which the restriction of B to g, is equal to AK, » where
A; € C* (resp., C7) and K is the Killing form of g,. Then q+ ‘and g_
are commuting ideals of g and [g,a]l=a,® g_. Then g, (resp., g_) has
jo N g, (resp., j,N a_) as a Cartan subalgebra and b, N g, (resp.,
by N g_: the use of 0| instead of b, is important) as Borel subalgebras.
Let us denote by X, (resp., 2 _) the set of simple roots of g, with respect
to these Borel and Cartan subalgebras. These roots can be viewed as roots
of f, in g.

For a €3 =3 ,U3_, let H,€j, be the coroot of a. Let 7=
(H,, X,,Y,), s be a Weyl system of generators of [g, g], where X =3,

a’ 3

U 2, More precisely, for all «, 8 € X, one has
[Xor Y] = 80pHy
[Has Xs| = NopXs
[HarYs] = —Nap¥s

ad
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where
Ny = B(H,) = ZKQ(HO(,HB)/KG(HB,HB).
Note that (H,, X,,Y,),cs, is a Weyl system of generators of g,.

Moreover, as g, and g_ commute, if « € 3, and B € 3_ one has
N,s = Ny, = 0.

DEFINITION. One calls (A4, A, 1,,1,) generalized Belavin—Drinfeld
data with respect to B when the following five conditions are satisfied:

« =

(1) A is a bijection from a subset I', of X, on a subset I'_ of 3_,
such that

B(HAa’HAB)= _B(Ha7HB)> a,Bel,.

(2) A is a bijection from a subset I, of 3, on a subset I'"_ of 3 _,
such that

B(Hy,, Hys) = —B(H,,Hy), «a,Bel’,.

(3) If C="A"'A"" is the map defined on domC ={a €I, |Aa €
I',}by Ca =A"'"Aa, a € domC, then C satisfies:
For all « € domC, there exists n € N* such that «,...,C" a €
dom C and C'a & dom C.

(4) 1, (resp., i,) is a complex vector subspace of j,, included and
Lagrangian in the orthogonal, a (resp., a’), for the Killing form of g (or
for B) to the subspace generated by H,, a € I':=T,UT_ (resp., I" ==
r,ur.).

(5) If { is the subspace of j, generated by the family H, + H,,
a €1, and {' is defined similarly, then

(fei)n(feiy)={0}.

We will denote by R, the set of roots of j, in g, which are a linear
combination of elements of I',. One defines similarly R_, R',, R" . We will
denote also by A (resp. A') the R-linear extension of A (resp. A'), which
defines a bijection from R, on R_ (resp. R, on R"_). If A satisfies the
condition (1) above, there exists a unique isomorphism 7 from the subalge-
bra m_ of g, generated by X, H,,Y,, @ € I',, on the subalgebra m_ of

a’ Lo

a, generated by X, H,,Y,, « € I'_, such that

T(Ha) =HAa’ T(Xa) =XAa7 T(Ya) =YAa7 OZEFJr,
THEOREM (cf. Proposition 8 and Théorem 5). (i) Let B = (A4, A,

i,,1,) be generalized Belavin—Drinfeld data, with respect to B. Let 1 be the
sum of the root spaces relative to roots a of j, in b, which are not in
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R.UR_. Let i be equal to §) & 1, ® n, where T is as above, §) = {X +
T(X)| X em,}, and ' is defined similarly; then (B,1,1) is a strongly
standard Manin triple.

(ii) Every Manin triple is conjugate by an element of G to a unique
Manin triple of this type. If the original triple is moreover strongly standard,
the element of G can be taken in J,; or, in other words, every strongly
standard Manin triple is of the preceeding type, if one allows %" to change.

Let g, be a complex simple Lie algebra, and set g = g, X @,. One
shows easily that the preceeding theorem implies the classification of
Manin triples in g, with i equal to the diagonal, up to conjugacy by the
diagonal. But there is a bijection between such triples and certain r-
matrices (see the appendix by Macey here for a proof and references).
Hence, our result gives a classification of these r-matrices, the original
classification, known as the classification of solutions of modified triangle
equations for constants, being due to Belavin and Drinfeld [BD, Theorem
6.1]. The two classifications are in terms of the same parameters. The
appendix by Macey shows that they coincide.

One proves also results for real Manin triples. One retrieves a result of
Panov [P1] which classifies certain Lie bialgebra structures on a real
simple Lie algebra.

1. SOUS-ALGEBRES DE LIE LAGRANGIENNES

Dans tout larticle, algebre de Lie voudra dire algébre de Lie de
dimension finie.

Si g est une algebre de Lie on notera souvent g““" son idéal dérivé.

Soit a est une algebre de Lie abélienne sur K =R ou C, ¥V un
a-module complexe. Pour A € Hom(a,C), on note V* :=={v € V|Xv =
MX)v, X € a}, qui est appelé le sous-espace de poids A de V. On dit que
A est un poids de a dans V' si I* est non nul et on note A(V, a) 'ensemble
des poids non nuls de a dans V.

Si G est un groupe de Lie, on notera G° sa composante neutre.

der

LEMME 1. (i) Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe, q,...,q,
ses idéaux simples. Toute forme R (resp. C)-bilinéaire g-invariante sur § est
du type B, ou B} (resp. K, ou K}), o A = (A,,...,A,) € C" et

B(X, + - +X,,Y,+ - +Y)= ) Im()\iKg’(Xi,Yi))

i=1,..., n

K/\(Xl + o+ XY+ +Yn) = Z AiKg,-(Xi’Yi)’

si les X, Y; sont des éléments de §,. Ici K désigne la forme de Killing de .
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En particulier, une telle forme est symétrique et les idéaux simples sont deux
a deux orthogonaux pour une telle forme.

(ii) La forme B, (resp. K,) est non dégénérée si et seulement si chacun
des MA;, est non nul. La forme B, est alors de signature (dimq, dim Q).

(iii)  La restriction de B} a une sous-algebre complexe et simple, 3, de
q, est de la forme B}, o w =X,  ,q;A; et pour chaque i, q; est un
nombre rationnel positif. De plus q; est non nul si et seulement si 5 a un
crochet non nul avec g;.

Démonstration. Le point (i) ramene aisément au cas ou g est simple,
qui se traite en étudiant les entrelacements R (resp. C)-linéaire du g-mod-
ule g avec lui méme.

Pour (ii), 'assertion sur la non nullité des A; est claire. Pour I'étude de
la signature, on se ramene au cas ou g est simple. Supposons A € C, non
nul. Soit f une forme réelle compacte de g. On fixe une base X|,..., X
de f, orthonormée pour 'opposé de la forme de Killing de f. On choisit
une racine carrée u de —iA~'. On pose Y, = uX,, Z, =iuX,. Alors
B\(Y,,Z) =0, B(Y,Y) =25, B(Z,Z)= -4, Dou lon déduit
lassertion voulue sur la signature.

Pour (iii), on utilise le fait suivant (cf. [OV, Chap. 3, Proposition 2.5]):

Si p est une représentation complexe d’une algebre de Lie simple complexe,
3, dans un espace de dimension finie, V, on a: tr( p(X)p(Y)) = gK ,(X,Y)
ol q est un nombre entier positif, appelé indice de Dynkin, qui est nul si et
seulement si p est triviale. |

DErFINITION 1. Si g est une algebre de Lie réductive complexe, une
forme R (resp. C)-bilinéaire symétrique sur g et invariante par g est dite
forme de Manin si et seulement si elle est de signature (dim¢gq, dimgg)
(resp. si et seulement si elle est non dégénérée). Une forme de Manin est
dite forme spéciale si sa restriction a toute sous-algebre de Lie complexe
semi-simple est non dégénérée.

LEMME 2. (i) Une forme R (resp. C)-bilinéaire symétrique g-invariante sur
Q est spéciale si et seulement si sa restriction a q9" est spéciale et si sa
restriction au centre, 3, de q est de signature (dim3, dim3) (resp. est non
dégénérée).
(ii) La restriction d’une forme spéciale a une sous-algebre de Lie
semi-simple complexe de q est spéciale.

(iii)  La restriction d’une forme spéciale au centralisateur d’un élément
semi-simple de g, dont ’image par la représentation adjointe de § n’a que des
valeurs propres réelles, est spéciale.



CLASSIFICATION DE TRIPLES DE MANIN 103

(iv) Si g est semi-simple, et B =B (resp. K=K}), ou A, = (A,
..., A,) € C" vérifie

Si Y. qA =0 avecq; €Q", alors les q; sont tous nuls  (1.1)
=1 ,n

i=1,...

alors B (resp. K) est spéciale. On note que (1.1) est satisfait dés que les A;
sont indépendants sur Q, ou bien tous strictement positifs.

v) Si g est simple, toute forme R (resp. C)-bilinéaire symétrique
g-invariante sur q est spéciale.

Démonstration. On traite le cas des formes R-bilinéaires, celui des
formes C-bilinéaires étant semblable. (i) résulte du fait que pour toute
forme R-bilinéaire symétrique g-invariante sur g, le centre de g et g¢
sont orthogonaux.

(ii) est clair.

Montrons (iii). Comme le centralisateur d’un élément de g est la somme
de son intersection avec g?*" et du centre, on se réduit aisément, grace a
(i), au cas ou g est semi-simple, ce que 'on suppose dans la suite. Soit X
un élément semi-simple de g tel que ad X n’a que des valeurs propres
réelles, soit [ son centralisateur et ¢ le centre de [. D’apres (i) et (ii), il
suffit de voir que la restriction d’une forme spéciale a ¢ est de signature
(dimgc, dimgc). Soit | une sous-algébre de Cartan de g contenant X.
Alors ¢ est égal a lintersection des noyaux des racines de j dans g
s’annulant sur X. Cela montre que ¢ est la somme de ses intersections
avec les idéaux simples de g. Il suffit alors de prouver notre assertion sur
la signature dans le cas ou g est simple. Alors B = B,, avec A non nul.
Soit ji I'espace formé des éléments de j sur lesquels toutes les racines de
j dans g sont réelles, qui est une forme réelle de j. Il est clair que ¢ est la
somme directe de ¢y == ¢ N ji avec icp. On fixe une base orthonormée,
X, ..., X}, de ¢, pour la forme de Killing de g. Celle-ci existe car la
forme de Killing est définie positive sur jg. On choisit une racine carrée u
de iA~'. On pose Y, = uX;, Z; = ipX,. Alors B\(Y,,Z) =0, B\(Y,,Y)) =
8. ;» B\(Z;,Z) = —§, ;. D’'ou I'on déduit l'assertion voulue sur la signa-
ture, ce qui prouve (iii).

(iv) est une conséquence immédiate du Lemme 1 et (v) est un cas
particulier de (iv). 1

CoROLLAIRE 1. (i) La restriction d’une forme R (resp. C)-bilinéaire,
symétrique, §-invariante sur Q, et non dégénérée, B, au centralisateur, [ d’un
éléement semi-simple de g, dont I'image par la représentation adjointe de §
n’a que des valeurs propres réelles, est non dégénérée. Il en va de méme de sa
restriction a [4°" et au centre a de .

(ii)  Si B est une forme de Manin sur g, sa restriction a [ (resp. [1¢, a)
est une forme de Manin sur [ (resp. 7", a).
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(iii) Une forme bilinéaire symétrique, g-invariante est une forme de
Manin si et seulement si sa restriction a g%’ et sa restriction au centre de g
sont des formes de Manin.

On rappelle que le radical d’une algebre de Lie, g, est son plus grand
idéal résoluble, et que son radical nilpotent, est le plus grand idéal, dont
les éléments sont représentés par des endomorphismes nilpotents dans
chaque représentation de dimension finie de g. Suivant Bourbaki, on
appelle sous-algebre de Levi d’une algebre de Lie, toute sous-algebre
semi-simple supplémentaire du radical. Si g est une algebre de Lie
semi-simple complexe on appelle décomposition de Langlands d’une sous-
algebre parabolique p de g une décomposition de la forme p = [ & 11, ou
n est le radical nilpotent et [ est une sous-algébre de Lie complexe de g,
réductive dans g.

Rassemblons dans un Lemme quelques propriétés élémentaires des
décompositions de Langlands d’une sous-algeébre parabolique.

LEMME 3. Soit p une sous-algebre parabolique de g, n son radical
nilpotent.

(1) Si j est une sous-algebre de Cartan de b, c’est une sous-algebre de
Cartan de g, et il existe une seule décomposition de Langlands de p,
p = [ @ n, telle que j soit contenue dans |.

(i) Si i, 1" sont deux sous-algebres de Cartan de g, contenues dans P,
elles sont conjuguées par un élément de P, qui conjugue les algebres | et [
correspondantes.

(iii) Si p =1® n est une décomposition de Langlands de p, toute
sous-algebre de Cartan de | est une sous-algebre de Cartan de g.

Démonstration. Revenant a la définition des sous-algebres paraboliques
(cf. [Bou, Chap. VIII, Paragraphe 3.4, Définition 2], par exemple), on voit
qu’il existe une sous-algebre de Cartan de g, i, et une décomposition de
Langlands de p, p = [, @ n, avec j, contenue dans [, telle que [, soit la
somme des sous-espaces poids de j, dans p, d’intersection avec 11 reduite
a zéro. En particulier les poids de j, dans [, = p/n sont distincts de ceux
dans n. Si p = [} ® 1 est une décomposition de Langlands de p, avec j,
contenue dans [/, [ est somme des sous-espaces poids de i, dans g pour
des poids de j, dans [} = p/n dans [| = g/n. D’ou 'égalité de [, et [}.
Ceci assure I'unicité de [ pour j = j,. Maintenant toutes les sous-algebres
de Cartan de p sont conjuguées a i, par un élément de P (cf. [Bou, Chap.
VII, Paragraphe 3.3, Théoréme 1]). On en déduit (i) par transport de
structure, et (ii) résulte de la preuve de (i).

Montrons (iii). Si p = [ & n est une décomposition de Langlands de p,
’action du centre de [ sur g est semi-simple, puisque [ est réductive dans
g. Cela implique que, si j une une sous-algebre de Cartan de [,j est
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abélienne et formée d’éléments semi-simples de g. Mais [ est isomorphe a
P /n, qui est une algeébre réductive de méme rang que g. Pour des raisons
de dimension, on voit que j est une sous-algebre de Cartan de g. |

DEFINITION 2. On appelle af-involution (resp. f-involution), ou a vaut
pour antilinéaire et f pour flip, d’'une algebre de Lie semi-simple complexe
m, tout automorphisme involutif, R-linéaire (resp. C-linéaire) o, de m, tel
que sa restriction a tout idéal simple de g qu’il laisse invariant est
antilinéaire (resp. qui ne laisse aucun idéal simple invariant).

Ceci équivaut au fait qu’il existe:

(1) un idéal m, de m, qui est en outre est réduit a zéro pour les
f-involutions, et une forme réelle, f,, de 1;

(2)  des idéaux simples de m, m, mj, j = 1,..., p;

(3) un isomorphisme d’algebres de Lie complexes, Tis
mi, j=1,...,p;

tel que, notant f); := {X + Tj(X) | X e m;}, et notant ), ’ensemble des
points fixes de o, on ait

entre m} et

b=60®(69j:1 ..... pbf)'

Il est bon de remarquer quun automorphisme involutif de m est
caractéris€é par son espace de points fixes, car l’espace des éléments
anti-invariants est juste I'orthogonal de celui-ci, pour la forme de Killing
de m regardée comme réelle.

On remarque qu’une f-involution est en particulier une af-involution.

Débutons par quelques propriétés élémentaires.

m=1, e (69. (m’ & m] )

LEMME 4. Soit 1) une forme réelle simple d’une algebre de Lie semi-
simple complexe 3.

(1) L’algebre 3 n’est pas simple, si et seulement si §) admet une
structure complexe.
(ii) Dans ce cas, 3 est le produit de deux idéaux simples, 3., 53,,
isomorphes a ).
(iii) Toujours dans ce cas, il existe un isomorphisme antilinéaire, T,
entre les algebres de Lie 3., 3 ,, regardées comme réelles, tel que

h={X+7(X)|X s}

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont bien connus. Montons (iii).
Comme f) est une forme réelle de 3, @ 3,, la projection de ) sur chacun
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des deux facteurs est non nulle, donc induit un isomorphisme R-linéaire de
) avec chacun de ces facteurs. Il en résulte que f) a la forme indiquée,
mais on sait seulement que 7 est R-linéaire. Mais alors f) apparait comme
I’ensemble des points fixes de I'automorphisme involutif R-linéaire de 3
défini par

X+Yor(Y)+1(X), Xe€3,Yes,.

D’apres la remarque qui précede le Lemme, cette involution doit €tre
égale a la conjugaison par rapport a [, donc elle est antilinéaire. Ceci
implique 1’antilinéarité de . |

LEMME 5. On se domne une af-involution, o, d’une algebre de Lie
semi-simple complexe m. Les idéaux simples de m sont permutés par o. On
note m;, j =1,...,r, les idéaux simples de m. On définit une involution 0
de{l,...,r} caractérisée par: o(mj) =My j=1L...,r. Pourj=1,...,r,
l’une des propriétés suivantes est vérifiée:

(1) 6(j) =j et la restriction de o a w; est un automorphisme
antilinéaire de m;.

(2)  6(j) # j et la restriction de o a m; est un isomorphisme antilinéaire
de mi; sur my ;).

(3 6()) #j et la restriction de o a m; est un isomorphisme C-linéaire
de mi; sur m, ;.

Si on est dans le cas (1) ou (2), m; est contenu dans idéal 1, de la
définition des af-involutions. En particulier si o est une f-involution, on est
toujours dans le cas (3).

Démonstration. En effet, soit § e l=1,...,q, les idéaux simples de
f,. Comme D, est une forme réelle de 1, 1it, est la somme directe des
h,.,+10,,;, qui sont en outre des idéaux. Si §),,, +il),,, est simple,
c’est un idéal simple de m et on est dans le cas (1). Sinon §,,, + i), est
le produit de deux idéaux simples et 'on est dans le cas (2), d’apres le
Lemme précédent.

On traite de méme le cas ou m;, est égal a 'un des w,mi, j=1,...,p,
en remarquant que [); est I'ensemble des points fixes de I'involution
C-lin€aire de m; @ m’ donnée par

X+Yeo (V) +r(X), Xewm,Yew) (1.2)

LEMME 6. Tout isomorphisme R-linéaire entre deux algebres de Lie sim-
ples complexes est soit C-linéaire, soit antilinéaire.
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Démonstration. Deux algebres de Lie semi-simples complexes qui sont
isomorphes comme algebres réelles, sont isomorphes comme algebres de
Lie complexes. En effet, leurs syst¢emes de racines restreintes sont alors
isomorphes. Mais chacun de ceux-ci est isomorphe au systéme de racine
associé a une sous-algebre de Cartan. D’ou I'assertion. Ceci implique que
I'on peut se limiter, pour prouver le Lemme, aux automorphismes R-
linéaire d’une algebre de Lie simple complexe, g. Considérant la conjugai-
son par rapport i une forme réelle de g, X — X, lalgébre de Lie
a = {(X, X) | X € g} est une forme réelle de g X g isomorphe a g. Alors
tout automorphisme, o, R-linéaire de g, définit, par transport de struc-
ture, un automorphisme de g’, o', qui possede un unique prolongement
C-linéaire a g X g, o”. Il existe deux automorphismes C-linéaires de g, 7
et 0, tels que o” vérifie

o"(X,Y) = (7(X),0(Y)) oubien (7(Y),0(X)), (X,Y)egxa.

Ecrivant la définition de o', la stabilité de g’, par ¢” implique que o est
C-linéaire dans le premier cas et antilinéaire dans le second. |

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’une
forme R (resp. ©)-bilinéaire symétrique non dégénérée. Tout sous-espace
vectoriel réel (resp. complexe) isotrope est de dimension réelle inférieure
ou égale a la dimension complexe de E. Un sous-espace vectoriel réel
(resp. complexe) de E, muni d’'une d’une forme R (resp. C)-bilinéaire
symétrique non dégénérée est dit Lagrangien s’il est isotrope et de
dimension réelle égale a la dimension complexe de E. Un tel espace existe
si et seulement la forme est de signature (dim¢E, dim¢ E) (resp. si E est
de dimension complexe paire).

Comme on I’a indiqué dans I'introduction, le Théoréeme suivant génér-
alise des résultats de Karolinsky (cf. [K1, Théoreme 3(i)] et [K3, Proposi-
tion 3.1)).

THEOREME 1. Soit q une algebre de Lie réductive complexe et B une
forme de Manin R (resp. C)-bilinéaire. Soit 1 une sous-algébre de Lie réelle
(resp. complexe) de g, Lagrangienne pour B.

On a les propriétés suivantes:

(1) Si l’on note p le normalisateur dans g du radical nilpotent, n,
de 1, b est une sous-algebre parabolique de g, contenant 1, de radical nilpo-
tent n.

(ii) Soit p = [ ® n une décomposition de Langlands de p, a le centre
de [ et m son idéal dérivé. On note V) intersection de i et m. Elle est
isotrope pour B. De plus §) est I’espace des points fixes d’une af-involution
(resp. f-involution), o, de m.
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Si B est reelle et spéciale, celle-ci est antilinéaire et ) est une forme réelle
de m.

(iii) L’intersection i, de a et i est Lagrangienne pour la restriction de
Ba a.
(iv Onai=0hHei,®n.

Réciproquement si une sous-algebre de Lie réelle, i, de q est de la forme
ci-dessus, elle est Lagrangienne pour B. On dit alors que 1 est sous p.

Début de la démonstration du Théoréme 1. Soit 1 une sous-algébre de
Lie réelle (resp. complexe) de g Lagrangienne pour B. On note r son
radical et on pose

n:= {Xe rN gd”|adg(X) estnilpotent}. (1.3)

Soit f) une sous-algebre de Levi de 1.
LEMME 7. L’ensemble 1 est un idéal de 1 et [1, 1] est contenu dans 1.

Démonstration. Montrons que 1 est un idéal de v contenant [v, r]. En
effet, comme v est résoluble, dans une base, sur C, bien choisie de g, les
ad (X), X € r, s’écrivent sous forme de matrices triangulaires supérieures.
Pour X €1, les entrées de la diagonale de cette matrice sont notées
M, .., )\p(X ), ol les A, sont des caractéres de r. Alors 1 est linter-
section des noyaux de ces caractéres de r avec g¢¢". Donc 1 est un idéal
de r contenant [r, r].

Si f est une sous-algébre de Cartan de ), f @ v est encore une algebre
de Lie résoluble car [f, ] = {0} et [f,r] € r. Un argument similaire a
celui ci-dessus montre que [f, r] est contenu dans 1. La réunion de toutes
les sous-algebres de Cartan de [) est dense dans f), d’apres la densité des
éléments réguliers (cf. [Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.2 et Paragraphe 2.3,
Théoréme 1]). Par continuité et densité, on en déduit que [§,r]cn. |

LEMME 8. Soit k un entier compris entre 0 et la dimension réelle (resp.
complexe) de t/n. Il existe un sous-espace réel (resp. complexe), abélien, a
de 1, de dimension k, tel que:

@ a, Nnn={0}.
() «a, est formé d’éléments semi-simples de .
(iii) «a, et § commutent.
Démonstration. On procede par récurrence sur k. Si k = 0, le Lemme
est clair. Supposons le démontré pour k < dimy(r /1) (ou K = R, resp. C)

et montrons le au rang k + 1. Alors §) @ a, est une algebre de Lie
réductive dans g, regardée comme réelle (resp. complexe). D’autre part,
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comme 1 contient [i, r] d’apres le Lemme précédent, on voit que i et
donc §) ® a, agit trivialement sur r/n. Ceci implique que

[H®a,,a, ®n]cn.

Donc, a, ® n est un () ® a,)-sous-module de v, qui admet un sup-
plémentaire dans r commutant a §) ® a,, puisque §) ® a, est réductive
dans g et que le quotient t/(a, ® 1) est un §) & a,-module trivial.

On choisit un élément non nul de ce supplémentaire, X. Alors,

Xer, Xé¢hea, et [X,h®a,]={0}. (14)

On écrit X = X, + X, ou X, est un élément de g9, X, est un élément
de g commutant a X, tels que ad X est semi-simple et ad X, est
nilpotent. On sait qu’alors ad X, ad X, sont des polyndmes en adX.
Joint a (1.2), cela implique

[X,,0®a,]={0}, [X,0®a,]={0}. (1.5)

Montrons que X, appartient a i. Soit j une sous-algébre de Cartan de §.
Alors j @ r est résoluble. On peut donc choisir une base de g dans
laquelle les ad Y, Y € j ® 1, sont représentés par des matrices triangu-
laires supérieures. On peut choisir cette base de sorte qu’elle soit la
réunion de bases des idéaux simples de g avec une base du centre de g, ce
que l'on fait dans la suite. Comme ad X, est un polynobme en ad X, et
que X € 1, il est représenté dans cette base par une matrice triangulaire
supérieure. Comme cet endomorphisme est nilpotent, sa diagonale est
nulle. On en déduit que, pour tout Y € j & 1, les composantes de X, et Y
dans les idéaux simples de g sont deux a deux orthogonales pour la forme
de Killing de g. Alors, il résulte de 'orthogonalité, pour B, du centre de g

a g9 et du Lemme 1(i), que

B(X,,Y)=0, Yej@r.

En utilisant la densité dans [) de la réunion de ses sous-algébres de
Cartan, on en déduit que X, est orthogonal & i pour B. Mais i est un
sous-espace isotrope pour B de dimension maximale. Donc X, est élé-
ment de i comme désiré.

Ecrivons X, = H+ R avec H € ), R € r. Comme X, commute a ),
d’apres (1.5) et que [§, r] € 1, on voit que H commute a §). Donc H est
nul puisque f) est semi-simple. Finalement X, € r, et en fait X, € n,
d’apres la définition de n. Comme X appartient a un supplémentaire de
a, + ndans retque X =X, + X,,ona

X, e, X, &€a,+n
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On pose a,,; = a, + KX,. D’apres (1.5) et la semi-simplicité de ad, X|,
a,,, Vvérifie les propriétés voulues.

Suite de la démonstration du Théoreme 1. On pose i,:=a,, avec

p =dimyxr/n, de sorte que i = ® i, ® n, ou i, est formé d’éléments
semi-simples de g avec

[b,ia]={0}, 1?=ia69n.

Comme i, ® n est résoluble, il existe une sous-algebre de Borel, b, de g,
contenant i, ® n. A noter que n est contenue dans le radical nilpotent, b,
de b, d’apres la définition de 1 et les propriétés du radical nilpotent d’une
sous-algebre de Borel. Montrons que i, est contenue dans une sous-algebre
de Cartan de g, contenue dans b. En effet, d’apres [Bor, Proposition
11.15], 1a sous-algebre de Borel b contenant i, elle contient une sous-
algebre de Borel du centralisateur [ de i, dans g. Celle-ci contient une
sous-algebre de Cartan j de [. Celle-ci est aussi une sous-algebre de
Cartan de g contenant i, (cf. [Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.3, Proposi-
tion 10)).

Soit 1 la somme des sous espaces poids de ., dans b, pour des poids
non nuls. Alors p == [ & u est une sous algebre parabolique de g, con-
tenant . Comme [ est réductive, m := [?*" est semi-simple et le radical
de p est égal a la somme du centre a de [ avec u. La définition de u
montre que [P, p] = m & u, donc le radical nilpotent de p est égal a u
(cf. [Bou, Chap. I, Paragraphe 5.3, Théoreme 1]). Comme i = ) @ i, & n,
que i, ® n est contenu dans b et que §) est contenu dans [, on a

1Cp.

Or p N g% (resp. 1) est la somme de ses intersections p; (resp. ;)
avec les idéaux simples g, de g. Comme p, est orthogonal a 11, pour la
forme de Killing de g;, on en déduit que 1 est orthogonal a p pour B (cf.
Lemme 1(i)). Comme 1 est un sous-espace isotrope pour B, de dimension
maximale et contenu dans p, u est inclus dans i. Il résulte alors de la
définition de 1, que u est contenu dans 1. Par suite, on a

i=u® (inl), n=ue (nnl. (1.6)

Remarquons que a contient i,.Ona b =u& (b Nnet bNm =1
N [. Comme n C b et ucn, on en déduit que n =u & (n N m). On
déduit alors de (1.6) que: 1 N [ = 1 N m. Finalement, on a

i=hei,®(nnNnm)ou.
Alors, posant
t:==1Nm,
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on a
"=he (nnm).

C’ est une sous-algebre isotrope de nmt pour la restriction de B a n1, donc,
d’apres le Corollaire du Lemme 2(ii), de dimension réelle inférieure ou
égale a la dimension complexe de m.

De méme, i, est un sous espace isotrope de a pour la restriction de B
aa.
D’apres le Corollaire du Lemme 2, la restriction de B a a est de
signature (dimga, dimga) (resp. est non dégénérée). Il en résulte que la
dimension réelle de i, est inférieure ou égale a dimga. Mais dimcg =
dimem + dimgca + dimgu. Comme dimgi = dimg g, on déduit de ce qui
précede que I'on a

dimgt' = dimgm, dimgi, = dimca (1.7)

LEMME 9. (i) L’algebre de Lie ' == n N m est réduite a zéro.

(ii) L’algebre n est égale au radical nilpotent de p et est donc la
somme de sous-espaces poids sous a pour des poids non nuls.

(iii) L’algebre Yy a la forme indiquée dans le Théoréeme.

Démonstration. Si f est une sous-algebre de Cartan de §), f + n' + in’
est une sous-algebre de Lie réelle et résoluble de m. On peut donc choisir
une base de m, réunion de bases des idéaux simples de m, telle que, pour
tout X € f + n' 4+ in', ad, X soit représenté, dans cette base, par une
matrice triangulaire supérieure. De plus, si X est élément de 1’ + i1/, les
éléments diagonaux de cette matrice sont nulles. On voit, grace au Lemme
1(), que 1’ + in’ est orthogonal a f + n', pour la restriction, B’, de B a
m. Ceci étant vrai pour tout f, n’ + in’ est orthogonal a i’ (= § + 1),
pour B'. Mais B’ est non dégénérée, d’apres le Corollaire du Lemme 2,
donc, d’apres le Lemme 1(i) et (1.7), i’ est un sous-espace isotrope de 11,
pour B’, de dimension maximale. Il en résulte que n' + in’ est contenu
dans 1. Mais n’ + in’ est aussi contenu dans b C q?¢". Finalement n’ + in’
est contenu dans lintersection de i avec n, d’apres la définition de
celui-ci. Mais, comme 1’ est contenu dans m, " N n = 1. Alors on a:
n’ 4+ in’ c ', c’est a dire que n’ est un sous-espace vectoriel complexe de
@, ce qui est bien sur évident dans le cas complexe.

Soit §,, j =1,...,r les idéaux simples de f). Comme [); N if); est un
idéal de l'algebre de Lie simple réelle §;, il y a deux possiblités pour §;.
Ou bien f); Nih; = {0}, et alors [); + if); est une algebre de Lie semi-sim-
ple complexe dont §); est une forme réelle. Ou bien h; Nih; =5, et b,
est une sous-algebre simple complexe de g. On remarquera que cette
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deuxieme possibilité est exclue, si B est spéciale, puique [); serait alors
semi-simple complexe et isotrope pour B.

On suppose que, pour j = 1,..., p, §; N ih; = {0}, et que, pour j = p +
L...,r,h;nih; =5, Sij=1,...,p,onnote f, =, ®ih,. Dans le cas
complexe, i.e. si B est C-bilin€aire, ; est toujours complexe et p = 0. Si

j=p +1,...,r,onnote f; la somme des projections de [); dans les idéaux
simples de m. On note aussi f} = I)j + if)j, pour j =1,...,r. On note
t=%,_, tett'=%X,_, ¥ =0+1i), quiest contenu dans f;. Par

ailleurs, deux elements, X et Y, de m commutent si et seulement X et {Y
commutent (resp. X commute a chacune des projections de Y dans les
idéaux simples de m). Il en résulte que, pour j # /, f; commute a §;, donc
£, N (Z,,;f,) est contenu dans le centre de f;, qui est semi-simple com-
plexe. Il en résulte que

f=9&

j=1,...,r

£, f-@ £ (1.8)

J? j=1,....r
Alors £, ' sont des sous-algebres de Lie semi-simples complexes de 1.
Montrons que

fAn = {0}. (1.9)

En effet 1’ est un idéal dans 1" = ) + 1, puisque i =1 N m et n’ est
I'intersection de I'idéal n de 1 avec m. Clest donc un §-module, et aussi
un f-module puisque n’ est un espace vectoriel complexe. Donc f N 1" est
un sous-f’-module, et aussi une sous-algebre résoluble de f. Il est clair que
les {; sont des sous-f'-modules de f, qui n’ont aucun sous-quotient simple
en commun. En effet, d’'une part f; agit trivialement sur f;, si j # /.
D’autre part, d’apres les définitions, on voit que les sous-quotients simples
du f;-module f; sont isomorphes a des sous-quotients de f}, dont aucun
n’est trivial, puique f; est une algebre de Lie semi-simple. Donc, si £ N 1’
est non nul, il a une intersection non nulle, {’, avec 'un des f;, qui est un
f'-sous-module. Comme f; est une sous-algebre de Lie de m, 11 en va de

méme de {”, qui est de plus résoluble, puisque c’est le cas de n'.
Si j=1,...,p, f] = f; et un f] sous-module de f] est isomorphe un

idéal de f,. Alors fnn' est a la fois semi-simple et résoluble. Une
contradiction qui montre (1.9) dans ce cas.

Sij=p+1,...,r, t; =), est simple, donc I'une des projections de {"
sur un idéal simple de m est isomorphe a §); comme f-module. Mais la
projection de f; est produit d’idéaux isomorphes a {); et la projection de {”
sur 'un de ces facteurs est non nulle et §; -1nvarlante donc isomorphe a
b;. Cette projection €tant un morphisme d’algebres de Lie, il en résulte
que lalgebre de Lie résoluble f”, admet un quotient semi-simple. Une
contradiction qui achéve de prouver (1.9).
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Pour j =p +1,...,r, ); ne peut étre contenu dans un idé€al simple de
m. En effet, d’apres le Corollaire du Lemme 2, la restriction de B a m est
une forme de Manin. D’aprés le Lemme 1(ii) et le Lemme 2(v), la
restriction de B a un idéal simple de m est spéciale, et notre assertion en
résulte, car pour j =p + 1,...,r, [); est isotrope et semi-simple complexe.
Pour j=p +1,...,r, on notera n;, le nombre d’idéaux simples de m
dans lesquelg i j a une projection non nulle, et pour j = 1,..., p, on pose
n; = 1. On vient de voir que

n; =2, j=p+1,...,r. (1.10)
Montrons que 1’ = {0}.
On a évidemment

dimpi = ( Y dimth) + dimgn'.

j=1,...,r

Alors, en posant p; = 1,pourj = 1,...,p,et p; =2, pourj +p + 1,...,r,
on a

dimgi = ( X P dim@f}) = dimpn'. (1.11)

j=1,..,r

Soit j; une sous-algébre de Cartan de f, b; une sous-algebre de Borel de
f, contenant j, de radical nilpotent n,. Alors b; @ n’ est une algebre de
Lie résoluble, contenue dans nt, donc contenue dans une sous-algébre de
Borel, b,,, de m. Alors j; est contenue dans une sous algebre de Cartan,
jum»> de m, contenue dans b, (voir avant (1.6)). De plus 1, est contenu
dans le radical nilpotent deb, n,,, qui vérifie

n, ={Xe€b,|ad, X est nilpotent} .

En effet, les éléments de 1, sont représentés, dans toute représentation de
dimension finie de 1, et donc de b, par des opérateurs nilpotents. De
méme, ' est contenu dans m,, car pour tout X € 1, ad X, et donc
ad,, X est nilpotent.

On note j” (resp. n”) un supplémentaire de j; dans j, (resp. n, ® n’

dans 11,,). Un calcul immédiat montre

dimem = dimct + 2 dimen' + dimgj" + 2 dimen”. (1.12)
En posant n; = 1pourj=1,...,p,on aimmédiatement

dime(f) = )} n;dimcf). (1.13)

j=1,...,r
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Alors (1.11), joint a la premiére égalité de (1.7), et a (1.12), (1.13), implique

2dimen’ + p;jdimct; =2 dimcw' + dimgj" + 2 dimn”

j=1,..., r

+ Y. nydimf.

Comme n; est supérieur ou égal a p;, d’apres (1.10) et la définition des
n;, pj, on en déduit

pjzl’lj, j=1,~-~7ra et n”=1”={0}'

Alors f @ n’ contient la sous-algebre de Borel, b,,, de m. Cest une
sous-algebre parabolique dont le radical est égal a n’, donc est nilpotent.
Elle est donc égale a m et son radical nilpotent 11’ est réduit a zéro, ce qui
prouve (i).

Alors (ii) résulte de la deuxieme égalité de (1.6), car n N [ qui est égale
a n (voir aprés (1.6)) est nul d’aprés ce qui précede.

En outre m = f, donc les f; sont des idéaux de m. On pose 11, =
&_,  ,f by=&_, b On pose g=r—p. Pour [=1,...,q,
f,., est somme de deux idéaux simples, m, mj, car n,,, = 2. La projec-
tion de §),, , sur chacun de ces id€aux est bijective, sa surjectivité résultant
de la définition de f;, son injectivité résultant de la simplicité de §,, , et
de la non nullité¢ de ce morphisme d’algebres de Lie. Donc §,,, == {X +
7(X)| X € m}, ou 7, est un isomorphisme C-linéaire de I’algebre de Lie
m; sur m’. Donc f) a la forme voulue. |

LEMME 10. Aucun poids non nul de a dans § n’est nul sur i,,.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un
poids non nul « de a dans g, nul sur i,. Soit H* € a tel que

K,(H%X)=a(X), Xea (1.14)
Alors H® appartient a 'un des idéaux simples de g. En effet, soit j une

sous-algebre de Cartan de g, contenant a. Alors « est la restriction a a
d’une racine B de j dans g et ’on a

K, (H*,H*) > 0. (1.15)
Soit HP € j tel que
K,(HP,X)=B(X), Xej.
Alors j (resp. a) est la somme directe de ses intersections avec les
idéaux simples de g, et HP (resp. H*) appartient a 'une de celles-ci. On

déduit alors du Lemme 1(1), qu’il existe w € C, non nul car B est non
dégénérée, tel que, si B est C-bilinéaire (resp. R-bilinéaire a valeurs
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réelles),
B(AH®, X) = K (ApH*®, X) (resp. Im(K (AnH®, X))),
reC,Xeqg. (1.16)

Comme « est nulle sur i,, il résulte de (1.14) et (1.16) que CH* est
orthogonale a i,, pour B. Comme B est une forme de Manin, la restric-
tion de B a a est non dégénérée, et, dans le cas réel, de signature
(dim¢a, dim¢ ). Tenant compte de (1.7), on voit que i, est un sous-espace
de a, isotrope pour B, de dimension maximale. Alors, ce qui précede
montre que CH* est contenu dans i,. Par ailleurs, si A est une racine
carrée de ipw ™', B(uH® wH®*) est non nul d’apres (1.15) et (1.16). Une
contradiction avec le fait que i, est isotrope qui acheéve de prouver le
Lemme. |

Fin de la démonstration du Théoréme 1. Montrons la propriété suivante:

Toute sous-algebre parabolique de ;. est égale au normalisateur

dans q de son radical nilpotent. (1.17)

Le normalisateur de la sous-algébre parabolique est invariant par une
sous-algebre de Cartan contenue dans cette sous-algebre parabolique.
L’assertion en résulte facilement.

Montrons que n est le radical nilpotent de i. En effet, comme n est
somme de sous-espaces poids sous a et qu’aucun de ces poids n’est nul sur
i,, d’apres le Lemme 9(iii), on a

[i,,n] =n.

Donc[i,1] = § @ n et I'intersection de [1, 1] avec le radical v = 1, + 1 de
i est égal a 1. Donc, d’apres [Bou, Chap. I, Paragraphe 5.3, Théoréme 1],
n est bien le radical nilpotent de i. On a donc montré que i s’écrit de la
maniére voulue, pour une décomposition de Langlands particuliére du
normalisateur, p, de n. Si p =[' & n est une autre décomposition de
Langlands de p, [ et [ sont isomorphes, puisqu’elles sont toutes les deux
isomorphes a g/n. Comme i contient n, les intersections de i avec [ et [’
se correspondent dans cet isomorphisme, et la décomposition de i qu’on
en déduit, relativement a cette nouvelle décomposition de Langlands de p,
a les propriétés voulues.

Etudions la partie réciproque du Théoréme. Une sous-algebre para-
bolique de g est la somme de ses intersections avec les idéaux simples de
a. En outre, elle est orthogonale a son radical nilpotent, pour la forme de
Killing de g. On conclut que si i a une décomposition comme dans
I’énoncé, elle est isotrope pour B, et de dimension réelle égale a la
dimension complexe de g. |
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DEFINITION 3. On rappelle qu’une sous-algebre de Cartan d’une algebre
de Lie semi-simple réelle est une sous-algebre de Cartan fondamentale si
et seulement si elle contient des éléments réguliers dont I'image par la
représentation adjointe n’a que des valeurs propres imaginaires pures.
Cela équivaut au fait qu’aucune racine non nulle de cette sous-algebre de
Cartan n’est réelle.

Une sous-algebre de Cartan d’une algebre de Lie réelle est dite fonda-
mentale si sa projection dans une sous-algébre de Levi, parallélement au
radical, est une sous-algebre de Cartan fondamentale de cette algebre de
Lie semi-simple réelle.

Comme toutes les sous-algébres de Cartan fondamentales d’une algebre
de Lie réelle semi-simple sont conjuguées entre elles par des automor-
phismes intérieurs, il en va de méme pour les sous-algeébres de Cartan
fondamentales d’une algebre de Lie réelle. En effet il suffit d’adapter la
preuve du fait que (ii) implique (i), dans [Bou, Chap. VII, Paragraphe 3.5,
Proposition 5], en remarquant pour cela que tout automorphisme intérieur
d’une algebre de Levi d’'une algebre de Lie réelle, s’étend en un automor-
phisme intérieur de 1’algebre de Lie.

LEMME 11. On conserve les hypothéses et notations du Théoreme 1.

(1) Si T est une sous-algebre de Cartan de Y), il existe des éléments
réguliers de  contenus dans T ® 1. Le centralisateur dans g, j, de f=fe
i,, est une sous-algebre de Cartan de @, contenue dans |, vérifiant i = (j N
m) @ a. En outre | est une sous-algébre de Cartan fondamentale de ) si et
seulement si aucun poids non nul de | dans m n’est réel.

(i) Si f est une sous-algebre de Cartan de Y),§ ® i, est une sous-
algebre de Cartan de 1.

(iii) Toute sous-algebre de Cartan de 1 (resp. sous-algebre de Cartan de
i contenue dans Y) + 1) est conjuguée, par un automorphisme intérieur de 1,
(resp. égale) a une algebre de ce type.

Gv) Soit T une sous-algebre de Cartan de i. Il existe une unique
décomposition de Langlands ' + n de p, telle que ' contienne {'. Alors,
notant f' = 1§ N (4 ona i =F+GNa),ona estlecentre de . De
plus {' est une sous-algebre de Cartan fondamentale de 1, si et seulement si '
est une sous-algebre de Cartan fondamentale de §)' =i N ['**",

Démonstration. Montrons (i). On raisonne par I'absurde. On note j’
une sous-algébre de Cartan de @, qui contient f @ a. Celle-ci existe
puisque les éléments de f ® a sont semi-simples. Supposons qu’aucun
élément de T :== f ® 1, ne soit régulier dans g. Alors, pour tout X € f, il
existe une racine ay de i’ dans g, nulle sur X. Pour une racine donnée,

I'intersection de son noyau avec f est un fermé de f. Notre hypothese



CLASSIFICATION DE TRIPLES DE MANIN 117

montre que | est la réunion de ces fermés. Il en résulte que 'un de ces

sous-espaces vectoriels est d’intérieur non vide, donc égal a f. Cela signifie
qu'une racine de j’' s’annule sur f. Alors, d’apres le Lemme 7, dont on
vérifie aisément qu’il est valable pour toute décomposition de Langlands
de p, celle-ci doit étre nulle sur a. C’est donc une racine de j’ dans nt, qui
ne peut €tre nulle sur . Une contradiction qui prouve la premicre partie
de (). Le centralisateur j de f est donc une sous-algébre de Cartan. Par
ailleurs j contient a. On en déduit la deuxieme partie de (i).

Pour achever de prouver (i), il suffit de voir que les poids non nuls de f
dans . sont les mémes que ceux dans m. Ceci se fait aisément en
utilisant le fait que §) est 'ensemble des points fixes d’une af-involution et
la définition des af-involutions.

Montrons (ii). Soit f une sous- algebre de Cartan de ) et soit ‘r =fei,
D’apres le Lemme 7, le nilespace de ‘f dans n est réduit a zéro. Comme ‘f
est une sous-algébre de Cartan de b, le nilespace de | dans ) est égal a .
Finalement le nilespace de f dans 1 est égal a §. Alors (ii) résulte de [Bou,
Chap. VII, Paragraphe 2.1, Proposition 4].

Montrons_(iii). Soit ' une autre sous-algeébre de Cartan de i. La
projection, {’, de { sur § =0 + i,, parallclement a n, est une sous-
algebre de Cartan de [ (cf. [Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.1, Corollaire 2
de la Proposition 4]), donc de la forme ' + i,, ou {' est une sous- algebre
de Cartan de . Alors ' et f” sont deux sous algebres de Cartan de 1,
ayant la méme projection sur ), parallélement 2 n, donc conjuguées par
un automorphisme intérieur de t, d’apres [Bou, Chap. VII, Paragraphe 3.4,
Proposition 5] (voir aussi apres la Définition 3). Si de plus §' est contenue
dans §, le raisonnement ci-dessus montre qu’elle a la forme indiquée. Ce
qui prouve (iii).

Prouvons (iv). Gréce 2 (iii), on se raméne, par conjugaison, au cas ol |’
est contenue dans [ et comme dans (i). Si [’ + n est une décomposition de
Langlands de p, ou [’ contient 1/, [ contient un élément régulier de g,
contenu dans f’, dont le centralisateur dans g est une sous-algébre de
Cartan de g, contenue dans ['. Celle-ci est égale au centralisateur dans g
de §'. D’ou l'unicité de [, grice aux propriétés des décompositions de
Langlands (cf. Lemme 3(i)). L’assertion sur les sous-algébres de Cartan
fondamentales est claire car )’ est une sous-algébre de Levi de i, d’apres
le Théoreme 1. |

2. TRIPLES DE MANIN POUR UNE ALGEBRE DE LIE
REDUCTIVE COMPLEXE: DESCENTE

Dans toute la suite g désignera une algebre de Lie réductive complexe.
On fixe, j,, une sous algebre de Cartan de g, b, une sous-algebre de
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Borel de g, contenant j,. On note b, la sous-algebre de Borel opposée a
b,, relativement a j,.

DEFINITION 4. Un triple de Manin pour g est un triplet (B, i,1'), ou B
est une forme de Manin sur g, i et i’ sont des sous-algebres de Lie réelles
de g, isotropes pour B, telles que g =: i ® i'. La forme B étant de Manin,
les sous-algebres isotropes sont de dimension réelle inférieure ou égale a
la dimension complexe de g. Ceci implique que i et i’ dont Lagrangi-
ennes.

Si i est sous p et i est sous p’, on dit que le triple de Manin est sous

(n, p").

On note G le groupe connexe, simplement connexe, d’algebre de Lie g.
Si 3 est une sous-algebre de g, on note S le sous-groupe analytique de G,
d’algebre de Lie 5. Comme g est complexe, les sous-groupes paraboliques
de g sont connexes (cf. [Bor], Théoréme 11.16). Donc, si p est une
sous-algebre parabolique de g, P est le sous-groupe parabolique de G,
d’algebre de Lie p.

On remarque que G agit sur ’ensemble des triples de Manin, en posant,
pour tout triple de Manin (B, 1, 1) et tout g € G,

g(B,i,1") = (B, Adg(1), Adg(i')). (2.1)
Notre but est de décrire tous les triples de Manin modulo cette action
de G.

PROPOSITION 1.  Tout triple de Manin est conjugué, sous I’action de G, a
un triple de Manin (B, 1,1") sous (p,p’), avec b, Cp et by Cp’ (un tel
triple de Manin sera dit standard).

De plus p et p' sont uniques.

Démonstration. Soit (B, 1,1') un triple de Manin sous (p, p’). Soit b
(resp. b') une sous-algebre de Borel de g, contenue dans p (resp. p’ ).
Onag=1i+1 cp+p Donc p+p est égal a g et PP’ est ouvert

dans G. Mais PP’ est réunion de (E,E )-doubles classes, qui sont en
nombre fini (Bruhat). L'une de ces doubles classes contenues dans PP’
doit donc étre ouverte. Soit p € P et p' € P, tels que Bpp'B’ soit un
ouvert de G. On pose B, = p~'Bp, B, = p'B'p'"'. Alors le sous-groupe de
Borel de G, B, (resp. B)), est contenu dans P (resp. P') et B,Bj est
ouvert dans G. Donc, on a b, + D} = g et lintersection de b, et 0
contient une sous-algébre de Cartan de g, j, (cf. [Bor], Corollaire 14.13).
Pour des raisons de dimension, cette intersection est réduite a j,. Alors b,
et b} sont opposées relativement a j,. D’apres [Bor, Proposition 11.19], il
existe g’ € G tel que Adg'(b,) = 0,, Adg'(G,) = i,.- Alors Adg'(b}) est
égal a bf,. Notant 1 = Adg'(i), i’ = Adg'(i"), on voit que (B, 1, i') vérifie
les propriétés voulues.
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L’unicité de p résulte du fait que deux sous-algebres paraboliques de g,
conjuguées par un élément de G et contenant une méme sous-algebre de
Borel, sont égales (cf. [Bor, Corollaire 11.17]). |

On fixe désormais p (resp. p') une sous-algebre parabolique de g, con-
tenant b, (resp. bj)). On note p =1 & n (resp. p' ="' ® ') la décomposi-
tion de Langlands de p (resp. p') telle que [ (resp. ') contienne i, (cf.
Lemme 3). On note m = 4" a le centre de [. Si 1 est une sous-algébre de
Lie réelle de g, Lagrangienne pour une forme de Manin, on notera ) = it N 'm,

i,=1Na, h=he i,. On introduit des notations similaires pour p'.
Comme b, C p (resp. b, € p’), n (resp. n') est contenu dans le radical

nilpotent de b, (resp. bf). Ces derniers sont d’intersection réduite a zéro,
donc

nnun' = {0}. (2.2)
Décomposant p N p’ en sous-espaces poids sous f,, on voit que
pnp' =((nHemnl)e(nnIl). (2.3)

PROPOSITION 2. (i) Si un élément de G conjugue deux triples de Manin
sous (p, "), c’est un élément de P N P'.

(i) Legroupe L N L est égal au sous-groupe analytique de G, d’algebre
de Lie [ Nnl'. Notons N, (resp. N}), le sous-groupe analytique de G,
d’algebre de Lie n N ' (resp. 0’ N [). Alors on a

PNnP =(LNL)N,N].
De plus N,, et N| commutent entre eux.

Démonstration. Si (B, 1,1) et (B, 1,1') sont deux triples de Manin sous
(p, p'), conjugués par un élément, g, de G, celui-ci conjugue le radical
nilpotent de i avec celui de i, donc normalise 1, puisque les deux triples
de Manin sont sous (p, p’). Mais un élément du normalisateur, Q, dans G
de n, normalise le normalisateur dans g de n, c’est a dire p, comme on I’a
vu plus haut (cf. (1.17)). Comme P est connexe, les éléments de Q
normalisent P. Donc Q est inclus dans P et g € P. De méme, on a
g€ P'. Dot (i)

Montrons (ii). Il est clair que P N P’ est un sous-groupe de Lie de G,
d’algebre de Lie p N p’. On a

[nnlU,nwnl]c[n,(]In[w,]cnnn.

Donc N,, et N/ commutent entre eux, d’apres (2.2). Alors (L N L')°N,, N]
est un sous-goupe ouvert et connexe de P N P’, donc on a

(PnP) =(LnL)N,N;. (2.4)
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Soit g € PN P'. Alors Adg(j,) est une sous-algebre de Cartan de g,
contenue dans p N p’, c’est donc une sous-algebre de Cartan de p N p’
(cf. [Bou, Chap. VIII, Paragraphe 2.1, Exemple 3]), donc conjugué, par un
élément g’ de (P N P')°, a j,, puisqu’il s’agit d’algebres de Lie complexes.
Donc Adg'g(j,) =i, et g'g est un élément de P N P'. En utilisant la
décomposition de Bruhat de G et P, pour B, on voit que g'g centralise le
centre a de [. De méme on voit que g'g centralise le centre a’ de ['. Donc
g'g est un élément du centralisateur, L', de a + a’ dans G. Mais P" :=
L'(N] N,)), est une décomposition de Langlands du sous-groupe parabo-
lique de G, d’algebre de Lie

p'=(pnhen=(nl)e (INnn)e&n.

Or P est connexe, puisque G est complexe. Donc L" est connexe. Par
ailleurs, il contient L N L' et a méme algebre de Lie que L N L. Donc
on a

L'=LnL=(LnL)" (2.5)

On conclut alors que g'g € (L N L')°. Donc g est un élément de (P N P)°.
Ce qui précede montre que

PNnP =(PnP).

On achéve de prouver (ii), grace a (2.4) et (2.5). 1

Le Lemme suivant est une conséquence facile de résultats de Gant-
macher (cf. [G]).

LEMME 12. Si o et o' sont deux automorphismes involutifs et antilinéaires
d’une algebre de Lie semi-simple complexe, m, celle-ci contient au moins un
élément non nul et invariant par ces deux involutions.

Démonstration. Avec nos hypothéses oo’ est un automorphisme C-
linéaire de m, dont I’espace des points fixes, 17’ est un espace vectoriel
complexe, non réduit a zéro d’apres [G, Théoreme 28]. Mais mo’’, est égal
a{Xem|o(X)=0c'(X)} donc aussi égal 3 m??. Si X € m?’, on a
donc o'(0(X)) = X, soit encore o'(og(X)) = 0(cX)). Donc o(X) est
élément de m??. Par suite o, restreint 3 m°’ est une involution
antilinéaire de m“”’ L’ensemble de ses points fixes est une forme réelle
de m?”, donc il est non réduit & zéro. Mais cet ensemble est égal a
menm?. |

PROPOSITION 3. Si o et o' sont deux af-involutions d’une algebre de Lie
semi-simple complexe, m, elle contient au moins un élément non nul et
invariant par ces deux involutions.
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Démonstration. On note m pd=1...rles idéaux simples de nt. On
définit une involution 6 de {1,...,r} caractérisée par: o(m;) = my;,
j=1,...,r. Nous allons d’abord étudier le cas suivant:

Il existe j tel que 0(j) = 0'(j) = . (2.6)

Dans ce cas, la restriction de o et ¢’ a m j» sont deux automorphismes

involutifs et antilin€aires de m;, d’apres la définition des f-involutions, qui
ont des points fixes non nuls en commun, d’apres le Lemme précédent. La
Proposition en résulte, dans ce cas.

Supposons maintenant

1l existe j tel que 0(j) = 6'(j) #J. (2.7)

On note j' :== 6(j). 1l est clair que: (m]- ® m]-,)" ={X+o(X)|X e m]-}
et de méme pour (m; & m ;)" Il existe un élément non nul, X de m; tel
que (¢’ ‘o)X X) = X, car o'~ 'o est un automorphisme R-linéaire de m i
(cf. [G, Théoreme 28]). Alors X + o(X) est un élément non nul de
(m; @ m;))7 N (m; & m ]-,)"/, ce qui prouve la Proposition dans ce cas. Il
nous reste a étudier le cas suivant:

Pour tout j, 0(j) # 60'(j). (2.8)

On construit, pour tout j, par récurrence sur n, une suite j, = j, j,, ...,
Jn>---» telle que

pour tout n, Tns1 F Jns (2.9)
pourtoutn,  j,., = 0(j,) oub'(j,). (2.10)

Plus précisément, on pose
j.»=6(1) si 0(1) #1,j, = 60'(1) sinon (2.11)

et, pour n > 2, on pose

Jos1=007,)  sij, = 0"(j,—1) et 6(J,) #J,
Josr=0'(J)  sij, = 0"(u-1) et 0(J,) =],
Josr = 0'(J)  sij, = 0(j,—1) e 0'(J,) #
Jasr =007 sij, = 0(j,—1) et 0'(J,) = Ju-

(2.12)

Ces relations définissent la suite (j,), car, a cause de (2.8), on a nécessaire-
ment 6(j,) # 0'(j,) et 6(j,_,) # 0'(j,_,). Par ailleurs les relations (2.9)
et (2.10) sont vérifiées, la premiere résultant d’une récurrence immédiate.
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On obtient également les relations suivantes:

Pourn > 2,si 0(j,) #j,etsi 0'(j,) #j, ona:
(jn*]hjn’jn#»]) eStégald (O(jn)7jn7 0,(]}1)) Oud (0,(jn)’jn’ 6(.]11))
(2.13)

Pourn > 2 etsi 0(j,) =j,ousi 0'(j,) =j,ona:j,_,=j,.,. (2.14)

Apres renumérotation des g;, on peut supposer que le début de la suite
(jn)7 S’éCI'it j] = 17j2 = 27""jp =P jp+] =k <p‘
On fait d’abord la convention suivante:

S’ il existe j tel que 0(j) = jou 6'(j) = j, on suppose qu’ on

I’ a choisi comme premier élément, et, quitte a échanger le role  (2.15)
de 0 et 0, qu’il est fixé par 6. On a alors (1) = 1, 6'(1) = 2.

Traitons le cas ou p = 2. Alors j, = j,, et (2.8), (2.13) montrent que 6(2)
ou 6'(2) est égal a 2. Alors on doit avoir (1) = 1, d’apres (2.15), puis
0'(1) = 2 d’apres (2.11). Comme 6'(1) = 2, on a nécessairement 6(2) = 2.
Dans ce cas, I’élément X, + X, de n1; ® m, est invariant par o et o’ si
et seulement si on a

X, =o0(X), X,=0(X), X,=0'(X)
ce qui équivaut au systéme
X, =o(X), X = (U'_I‘TU’)(Xl)’ X, = o'(X)).

Mais la restriction de o a nt, (resp. n,) est un automorphisme involutif
antilinéaire, puisque (1) =1 et 6(2) =2 (cf. Lemme 5). De plus, la
restriction de o’ a m, est soit C-linéaire, soit antilinéaire, d’apres le
Lemme 6. Alors, la restriction de o' ‘oo’ & m, est un automorphisme
involutif antilinéaire. Alors, dans le cas p = 2, la Proposition résulte du
Lemme 12.

On suppose maintenant

p>2. (2.16)
On remarque d’abord que
Sij=2,...,p—1,ona 6(j) #jet 0'(j) #J. (2.17)

En effet, si on avait par exemple 6(j) = j, (2.14) conduiraita j — 1 =j + 1
une contradiction qui prouve (2.17).
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Montrons maintenant que
k=1loup —1. (2.18)

Supposons k # 1. Alors,ona 1 < k < p — 1. Alors d’apres (2.13) et (2.14),
on a I’égalité d’ensembles

{6(k),0'(k)} ={k—1,k+ 1}, (2.19)
ce qui implique
0(k) # k, 0'(k) # k. (2.20)

Comme j,,, = k, on déduit de (2.20) et (2.13) que la séquence (j,, j, .,
jp”) est égale soit a (0(k), k, 6'(k)), soit a (6'(k), k, 8(k)), c’est a dire,
grice a (2.19), soit a (k — 1,k k + 1), soit a (k + 1,k, k — 1). Mais
Jj, =p, est différent de kK — 1. Donc p =k + 1, ie. k=p — 1. Ceci
acheve de prouver (2.18).

Traitons d’abord le cas

k=1. (2.21)

Comme p>2,0nal+#p—1 Donc j,_,=p—1, est différent de
Jp+1 = 1. Alors, (2.14), (2.13) impliquent I’égalité¢ d’ensembles

{0(p),0'(p)} ={p—1.1}. (222)
Supposons, d’abord que 6'(1) = 2, ce qui implique, d’aprés (2.11), que
60(1) = 1. Comme p > 2, ni 6(p), ni 0'(p) ne peut étre égal a 1. Une
contradiction avec I’équation précédente qui montre que I'on doit avoir,
d’apres (2.11),

6(1) = 2. (2.23)

Comme p > 2, la seule possibilité laissée par (2.22) est
6(p—1)=p et 0'(p) =1. (2.24)

On déduit de (2.23) et (2.17), joints a (2.13) et (2.20), que, pour
j=1,...,p—1,0ona

0(j) =j + 1, sijestimpair (resp. 0'(j) =j + 1 sijest pair) (2.25)

ce qui, joint a (2.24), implique que p est pair. Notons p = 24.
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On déduit de (2.25) et (2.23) qu'un élément X, + -+ +X, de my,
@ - @®m,, avec X; € my,..., X, €m,, est invariant a la fois par o et
o' si et seulement si le systéme suivant est vérifié.

o(X)) =X,, a'(X;) =X,

vy e

O-(Xijl) =X2j’ C"(ij) =X2j+1

5 o

0 (Xyg1) = X5, (X)) = X1

Notons 7 la restriction de (o'o)? a my, qui est un automorphisme
R-linéaire de m,. Ce systtme posséde une solution non nulle si et
seulement si 'équation

Xl = T(Xl)’ Xl (S ml

posséde une solution non nulle. C’est le cas, d’apres [G, Théoréeme 28].
Ceci acheve de prouver la Proposition dans le cas k = 1.
On suppose maintenant

k=p—1>1. (2.26)

Comme (j,_1,J,5j,+1) =(p — 1, p, p — 1), on déduit de (2.13), (2.14)
et (2.8), que l'on a soit

o(p)=p, 0(p)=p-—1 (2.27)
soit
o(p)=p—1, 0'(p)=p. (2.28)

Alors, d’apres notre convention (2.15), on a 6(1) = 1. Supposons (2.27)
vérifié. Comme ci-dessus, ceci joint a (2.23) et (2.13), montre que p est pair
etque,pourj=1,...,p —1,ona

0'(j) =Jj + 1, sijestimpair (resp. 0(j) =j + 1 sijest pair). (2.29)
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On note p = 2¢q. On déduit de (2.27) et (2.29) qu'un élément X,
+ - +X, de m, ® -+ ® m,, avec X; € ny,..., X, € m, est invariant
a la fois par o et ¢’ si et seulement si le systéme suivant est vérifié.

o(X,) =Xy, a'(X)) =X,
O'(ij) =X515 0"(ij+1) =X512

ceg e

o(qu,z) =Xo4-15 ‘T,(qu—l) =X

2q
o (Xy,) = X;,

Notant 7 la restriction de (o'o)? %o’ a m,, qui est un isomorphisme
R-linéaire de m, sur m ,, ce systtme possede une solution non nulle si et
seulement si le systéme

X, =0(X), X, =(rlor)(X)), X, € m, (2.30)

possede une solution non nulle. La restriction de o a m, et m, est
antilinéaire. Par ailleurs 7 est soit C-linéaire, soit antilinéaire, d’apres le
Lemme 6. Donc la restriction & n, de 7 'o7 est antilinéaire. 1l résulte
alors du Lemme 12, que (2.30) a une solution non nulle. Ce qui achéve la
preuve de la Proposition dans le cas étudié. Le cas ol (2.28) est satisfait se
traite de manicre similaire, mais alors p est impair.

Ceci acheve notre discussion et la preuve de la Proposition. [

THEOREME 2. Si g n’est pas commutative et si (B, 1,1") est un triple de
Manin de g, sous (p, p'), [ N 1" est différent de g.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un
triple de Manin, (B, i,1'), sous (g, g), et que g ne soit pas commutative.
Alors § =1n g% (resp. ' =1 N g?) est I'espace des points fixes
d’une af-involution o (resp. ¢') de g, d’aprés le Théoréme 1. En
appliquant la Proposition précédente, on aboutit a une contradiction avec
I’hypothése i N ' = {0}, ce qui acheéve de prouver le Théoreme. |

Notation. Si e est une sous-algebre abélienne de g et r un sous-espace
e-invariant de g, on note A(r, ¢) I’ensemble des poids non nuls de ¢ dans
1. Les poids sont les éléments de Hom (¢, C) qui sont des valeurs propres
pour laction de ¢ agissant sur r. Le sous-espace de poids A est noté g*.

Soit V" un sous-espace j, invariant de g. On suppose qu’il est la somme
de sous-espaces poids de g pour j,, ce qui s’écrit aussi

V= Y a’.
(e iE = on
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Alors V' admet un unique supplémentaire j,-invariant, V' * , qui est égal a
la somme des sous-espaces poids de g qui ont une intersection nulle avec
V, soit encore

Vi= Y a’.
{(Aejflg*nV={0n

On note p,, (resp. p”, la projection de g sur V (resp. V' *) parallélement
a V't (resp. V). Tout sous-espace j,-invariant est stable sous p” et p,,.

Si de plus V est [-invariant, I/ * est aussi [-invariant. En effet, comme (
est réductive dans g, V' admet un supplémentaire [-invariant qui n’est
autre que V' * . On voit aussi que dans ce cas, V' * ne dépend pas du choix
de la sous-algebre de Cartan j, de g, contenue dans [. On a le méme fait
pour ["et [N [,

THEOREME 3. Soit B une forme de Manin réelle (resp. complexe) sur g et
i,1" des sous-algebres de Lie Lagrangiennes de § pour B, avec i sous p et 1’
sous p'. On a, grice au Théoreme 1, i=0) @i, ®&n, ou h=1inNm,
i, =1Na.

On note ) =i N (. On fait de méme pour 1.

Les conditions (i) et (i) suivantes sont équivalentes:

(i) (B,1,1) est un triple de Manin
(i) Notant 1, =p“,(f) N pH, 1) =p“(6’ N p), ona

(a) 1, et i) sont contenues dans [ N ', et (B, 1,, 1)) est un triple de
Manin dans [ N ', ou B, désigne la restriction de Ba [ N [

(b) nnNY e ' NY sont réduits a zéro.

Si I'une de ces conditions est vérifiée, on appellera (B, i,, 1}) 'antécédent
du triple de Manin (B, 1,1").

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Supposons que (B, 1, 1)
soit un triple de Manin dans g. Pour des raisons de dimension, ceci
équivaut a 1 N i’ = {0}. Ceci implique immédiatement la propriété (b) de
(i).

Montrons ensuite que i, est une sous-algeébre de Lie réelle (resp.
complexe) de [ N [, et isotrope pour B,.

Etudiant les sous-espaces poids sous j,, on voit que

[(np =(nl)e ([Nnn). (2.31)
Comme [ N [" est j,-invariant et que p™'({ N n') est réduit a zéro, on a
pr(Lnp)yclnl.

Il en résulte que i, est bien contenu dans [ N [". Par ailleurs, la restriction
de p" a p’ est la projection sur [’, parallélement a n’. Cest donc un
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morphisme d’algebres de Lie, ce qui implique que i, est une sous-algebre
de Lie rélle de [ N ['.

Soit X, X, € i;,. Ce sont des éléments de [N [', et il existe N’ et
N] € ' tels que Y et Y, soient éléments de i, ou

Y=X+N, Y, =X +N.

Par ailleurs 1’ et p’ sont orthogonaux pour B (cf. la fin de la démonstra-
tion du Théoréme 1). Un calcul immédiat montre alors que B(Y,Y;) est
égal a B(X, X,). Comme Y,Y; € i, B(Y,Y,) est nul. Finalement, i, est
isotrope pour B;. On montre de méme des propriétés similaires pour 1}.
Montrons i, + 1), =[N [.Soit Xe[N[.Alors X=1+1,avec [ €
i,I'’ei.Berivons [I=H+N,I'=H +N ou He ), H € i/, Ne n,

N € n’. On a donc
X=H+N+H +N' (2.32)

ce qui implique: H = X — H' — N’ — N. On voit ainsi que H est élément
de (p’ + 1) N [. Décomposant sous Iaction de j,, on voit que
(P+n)yni=p nl (2.33)

Finalement H est élément de f N p’. de méme, on voit que H' est
élément de b’ N p. Par ailleurs, 1 et n’ sont des sous-espaces j,-in-
variants et en somme directe avec [ N [". Donc, appliquant p, . a (2.32),
on a

X=pine(H) +pine(H).

De (2.31), on déduit que la restriction de p;p a [ N p" est égale a la
restriction de p" a [ N p’. Donc, on a

Pinc(H) :P”/(H) €1

on obtient de méme

pinvr(H) €1
et 'on conclut que
Xei +1).
Ceci acheve de prouver que
(Nnl=1 +1). (2.34)

Par ailleurs:

[ N [" est le centralisateur d’un élément semi-simple de g, dont
’image par la représentation adjointe n’a que des valeurs propres  (2.35)
réelles.
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En effet ({ N [") & (W' N [) ® 1) est une décomposition de Langlands
d’une sous-algebre parabolique de g.

Alors la restriction B, de B a [N [' est une forme de Manin (cf.
Corollaire du Lemme 2), et i,,1), qui sont isotropes pour B, sont de
dimensions réelles inférieures ou égales a la dimension complexe de [ N ['.
La somme dans (2.34) est nécessairement directe, ce qui achéve de prouver
que (i) implique Gi).

Montrons que (ii) implique (i). Supposons satisfaites les conditions (a) et
(b) de (i). Montrons que i N 1" est réduit a zéro. Soit X un élément de
i Nt Alors

X=H+N=H+N', onHeh, Heh,Nen, N en'. (2.36)

On a alors

H=H +N -Neln(p +n).
L’égalité (2.33) implique que H €[ N p’. De méme, on montre que
H' € [' N p. Appliquant p . a (2.36), on voit que

Pini(X) =pinv(H) =pire(H)
et, grace a la premiere partie de la démonstration, cela conduit a

Pine(X) =p"(H) =p"(H') €1, ni.
Donc on a
p"(H) = p"(H') = 0.

Mais p" est injective sur H Ny, car i’ N est réduit a zéro. En effet
n’ N § est contenu dans 1’ N [. On voit que cette dernicre intersection est
égal 2 n' N . Donc ' N est égal a n' N I, qui est réduit a zéro,
d’aprés (b). Donc H est nul et il en va de méme de H'. Alors X est un
élément de n N 1’, qui est réduit a zéro, d’apres nos hypotheses sur p, p'.
Donc X est nul et i N1 est réduit a zéro. Alors la somme i + 1’ est

directe, et 'ona g = 1 @ i’ pour des raisons de dimension. Ceci achéve de
prouver le Théoreme. |

PROPOSITION 4. Si (B, 1,1') est un triple de Manin sous (p, '), d’antécé-
dent (B,i,, 1), etsig=nixePNP,ouxslLNl,neN,, neN,
Pantécédent de (B, Adg(1), Adg(i")) est égal a (B,, Adx(i,), Adx(i))).

Démonstration. Ecrivons i =Adg(i) et § =in [, etc. On note
(By, 1, 1)), lantécédent de (B, Adg(1), Adg(i')). On a, grice a la Proposi-
tion 2,

g=n'nx=n'x(x""nx).
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Donc
Adg(t) = Adn'x(1)
puisque x 'nx € N c I. Comme n'x € (L N L')N] C L, cela implique
b =dA4dn'x(h),
ou ) =i N [. Mais n'x est aussi élément de P'. Alors, on a
hny =Adn’x(f) ny).
D’ou I'on déduit
i =p”’(Adn’x(f) N p’)).
Mais il est clair que la restriction de p™ a p’, n’est autre que la
projection sur [’, parallélement & n'. Cette restriction entrelace I’action

adjointe de P’ sur p’ avec l'action naturelle de P’ sur [’, identifié au
quotient de p’ par 1’ (N’ agit trivialement). Il en résulte

i =Adx(p“'(f) N D’)) = Adx(i,)

comme désiré. On traite de maniere similaire i}. |

PROPOSITION 5. Tout triple de Manin sous (p, ') est conjugué, par un
élément de P N P' a un triple de Manin, (B, 1, 1), sous (p, p'), d’antécédent
(By, 1y, 1)) pour lequel il existe une sous-algebre de Cartan fondamentale T

(resp. T, de 1 (resp. 1'), contenue dans i, (resp. ). On dit que le triple
(B, 1,1) est lié a son antécédent, avec lien (7, 7).

Démonstration. Démontrons (i). Soit (B, 1, 1) un triple de Manin pour
a, sous (p, p’). On note ) = i N m, etc. On note o (resp. g'), 'af-involu-
tion de m (resp. m’) ayant f) (resp. §)’) pour espace de points fixes. On
définit de méme i,. Comme i + 1 = g, on a

t+p'=g.
Appliquant p, a cette égalité, on en déduit
(inh)+nl) =1L

On applique encore la projection de [ sur m, parallelement a a pour
obtenir

h+(pNm)=m.
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En conséquence, H(P' N M)° est ouvert dans M. Or (P’ N M)" est le
sous groupe parabolique de M, d’algebre de Lie »’ N m. Par ailleurs o
étant une af-involution, nt est le produit d’idéaux m, invariants par o et
sur lesquels induit:

soit une conjugaison par rapport a une forme réelle,

soit un automorphisme de la forme (X,Y) — (r"(Y), 7(X)), o 7
est un isomorphisnie lin€aire ou antilin€aires, entre deux idéaux de m;,
ut}, mt’, dont m; est la somme directe.

Il résulte alors de la description des ((H N M)°, (P’ N M)")-classes
ouvertes M2 et M1 Proposition 1 et Théoreme 1, que §) N p’ contient une
sous-algebre de Cartan fondamentale | de § et une sous-algebre de Borel,
b, de m, contenant {, contenue dans p’ N m, et telle que

o(b) +b=m. (2.37)
D’apres le Lemme 11,

=i,

est une sous-algebre de Cartan fondamentale de i et le centralisateur dans
a, j, de | est une sous-algebre de Cartan de g. Comme f=f + i, j
contient a. Donc j est égale a (j N m) & a et est contenue dans [. De la
définition des af-involutions, il résulte que toute sous-algebre de Cartan de
0§ contient des éléments réguliers de m. Alors la sous-algebre de Cartan,
i N m, de m est égale au centralisateur de (< b) dans m. Il résulte alors
de [Bor], Proposition 11.15, que j N m est contenue dans b. Donc | = (j
® m) ® a est contenu dans p’ N [. C’est une sous-algébre de Cartan de
p’ N[, donc elle est conjuguée a j,, par un élément du sous-groupe
analytique de G, d’algebre de Lie p’ N [. Mais, d’apres (2.31), on a:
pNnl=0UnNnT)® @ NI et ce sous-groupe analytique est égal a (L N
L')N], puisque L N L est connexe, d’apres la Proposition 2.
Dong, il existe n' € N/, x € L N L, tels que

Adxn' () =i,
soit encore
Adn’(i) =Adx'(j,) cInl. (2.38)
On trouve de méme f’, [
étés similaires. On pose

u=nn', t=Adu(i), i'=Adu(i).

et X € L NL,neN,, vérifiant des propri-

Comme n et ' commutent et que 1t est un idéal de i, on a
Adu(i) = Adn'(i)
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et de méme
Adu(i') = Adn(i').

On pose alors

f=ddn(I), T =Adn(l'), b=4dn'(b), b =Adn(L).
(2.39)

On voit alors que (B,1,1) est un triple de Manin, conjugué par u a
(B,1,1) et sous (p, p').

On va voir que | a les propriétés voulues. D’abord, comme | est une
sous-algebre de Cartan fondamentale de i, par conjugaison, on en déduit
que § est une sous-algebre de Cartan fondamentale de i. Le centralisa-
teur, j, de f vérifie

= Adn(j) (2.40)

donc est contenu dans [ N [, d’apres (2.38). Alors, d’aprés le Lemme 11,
onablenf—fea(fﬁa) ouf—fﬂf) etTﬂaestegala1

On a vu que { est contenu dans i N [ N [’, donc dans Hhnyp. De plus
p” est Iidentité sur ['. Donc T est contenu dans ti,. Par ailleurs, comme ‘f
est une sous-algébre de Cartan de i, contenue dans H Ny, cest une
sous-algébre de Cartan de § N p’ (cf. [Bou, Chap. VII, Paragraphe 2.1,
Exemple 3]), et par projection, c’est une sous-algeébre de Cartan de i, (cf.
l.c., Corollaire 2 de la Proposition 4).

Il reste a voir que cette sous-algébre de Cartan de i, est fondamentale.

On suppose que i, est sous p,. D’apres le Lemme 11(iv), il existe une
unique décomposition de Langlands p, = [, & n,, telle que [, contienne
f. On note m, = (%, 1l suffit de voir que | N m, est une sous-algébre
de Cartan fondamentale de b, == i, N m,. Pour cela, il suffit de voir
qu'aucune racine de f@ m, dans m, n’est réelle. D’apres le Lemme
11Gv), f=G nmp) e (Fnap, ob a, est le centre de [;. Alors, une
racine a de fn m, dans m,, prolongée par zéro sur in a, est une
racine de T dans m. Mais alors, comme f est une sous-algébre de Cartan
fondamentale de ), @ n’est pas réelle sur f, d’aprés le Lemme 11(1). Ceci
prouve que | est une_sous-algebre de Cartan fondamentale de t,. On
montre de méme que f' est une sous-algebre de Cartan fondamentale de
i’ et 1}. Ceci acheéve la preuve de la Proposition. [

THEOREME 4. Tout triple de Manin réel (resp. complexe) sous (p, p') est
conjugué, par un élément de P N P', a un triple de Manin réel (resp.
complexe) sous (p,p'), (B,1,1), dont tous les antécédents successifs,
(B, 1,,1)),(B, 1,,15),..., sont des triples de Manin standard dans g, = [ N
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l',q,,..., relativement a Uintersection de b, b}, avec q,,q,,..., et tel que
Pintersection T, (resp. f)) de i, avec 1 (resp. 1) soit une sous-algebre de
Cartan fondamentale de 1 (resp. '), contenue dans 1, 1,,... (resp. i},15,...).
Un triple satisfaisant ces propriétés sera appelé triple fortement standard.
Le plus petit entier, k, tel que q, = i,, est appelé la hauteur du triple
fortement standard.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension de g?*’. Si
celle-ci est nulle, le Théoreme est clair. Supposons I’assertion démontrée
pour les algebres réductives dont I'idéal dérivé est de dimension stricte-
ment inférieure i celle de g9¢". D’aprés la Proposition 5, le triple donné
est conjugué, par un élément de P N P’, a un triple de Manin 7, sous
(p, p"), lié a son antécédent ;. D’apres I'hypotheése de récurrence, ce
dernier est conjugué par un élément, g,, de L N L, a un triple de Manin
fortement standard: 7, := g,,'. Par transport de structure, 5 = g,7' est
1ié a son antécédent ;. On note 7 = (B, 1,1), 7; = (B, 1,,1}), et (f,{)
un lien entre ces triples. Comme 7; est fortement standard, f, = j, N i,
(resp. f} =i, N 1)) est une sous-algébre de Cartan fondamentale de i,
(resp. 1}). Alors § et f, (resp. {' et f}) sont des sous-algébre de Cartan
fondamentales de i, (resp. 1)), donc conjuguées par un élément i, de I,
(resp. i} de I}); i.e.,

f=i1(f1), f’:lﬁ(ﬂ)

On dispose d’une suite exacte de groupes
0>N->P ->L->0

ou la fleche de P’ dans L' est le morphisme dont la différentielle est la
restriction de p" A p. La définition de i, montre que la restriction de ce
morphisme & (H N P')° est un morphisme surjectif sur /;,, de noyau
contenu dans N;. Comme H est contenu dans I, on en déduit qu’il existe
n € N/ et i€l tels que

i, =in'.
De méme on trouve n € N, i’ € I' tels que

= !

iy =1in.

Montrons que le triple de Manin 9 = (B, 1, i), défini par = n"'n'"',
convient. D’abord c’est un triple sous (p,p’), puisque n,n' € PN P,
conjugué du triple initial. Par ailleurs n et n' commutent (cf. Proposition
2) et N est contenu dans I. Donc on a

=) =) =i ().
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Comme f =i,(f,) est une sous-algebre de Cartan fondamentale de i,
i '(f) = f, est une sous-algébre de Cartan fondamentale de i, par trans-
port de structure. De plus f, est contenue dans i,. De méme f} est une
sous-algebre de Cartan fondamentale de i’, contenue dans i}. Par ailleurs,
comme J; est fortement standard, j, est la somme directe de f, et ).
Comme i et i ont une intersection réduite a zéro, il en résulte que f,
(resp. f}) est égal a lintersection de j, avec i (resp. t'). Par ailleurs,
d’apres la Proposition 4, antécédent de (B, 1, 1') est égal a ;. Comme ce
dernier est fortement standard, ce qui précéde suffit a prouver que
(B,1,1) I'est aussi. |

Remarque 1. Le Théoreme 4 réduit la classification des triples de
Manin a celle des triples fortement standard.

PROPOSITION 6. Si deux triples de Manin fortement standard sont con-
Jugués par un élément de G, ils sont de méme hauteur. Ceci permet de définir
la hauteur d’un triple de Manin comme la hauteur d’un triple fortement
standard auquel il est conjugué.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension de g?¢’. Si
celle-ci est nulle, la Proposition est vraie. Sinon, d’apres la Proposition 2 et
la Proposition 4, si deux triples de Manin fortement standard sont con-
jugués par un élément, leurs antécédents sont conjugués par un élément
de L N L. La Proposition résulte alors immédiatement de I’application de
I’hypothese de récurrence. |

Etablissons quelques propriétés des triples fortement standard. On
utilisera les deux Lemmes suivants.

LEMME 13. Soit B une forme de Manin C-bilinéaire. Soit 1 une sous-
algebre Lagrangienne complexe sous . Soit o un poids non nul de i, dans
a, tel que g soit contenu dans i. Alors g est contenu dans n.

Démonstration. On emploie les notations du Théoréme 1. On note
f =17, N 0. On sait que si B est une racine de j, dans m, o(m?) = m#,
avec B’ # B (cf. .Lemm'e 5, pour les f—invol,uti01}s). De plus si B; = v;;,
pour un autre poids de j, dans nt, on a 8 égal a y ou y'. On note

by ={X+o(X)|X€mF}.
Soit R, un sous-ensemble de I’ensemble R, des poids non nuls de j,

dans m, tel que R, et {B'|B € R,} forme une partition de R. Alors,
on a

hoi,=(f+1,) @ (B s 0 (2.41)
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qui est une décomposition en somme directe de représentations de f qui
sont deux a deux sans sous-quotients simples isomorphes, toutes étant
irréductibles, sauf peut-étre la premiere. Soit @ comme dans I’énoncé. Si
a n’est pas un poids de j, dans n, comme il est non nul, c’est un poids de
i, dans m. En étudiant I’action de f, on est conduit a

ga - ﬁa‘

Comme a # o', c’est impossible. Une contradiction qui achéve de prouver
le Lemme. |}

LEmMME 14. Soit (B,1,1') un triple de Manin complexe fortement stan-
dard, et soit (By,1,,1]) son antécédent, que I’on suppose sous (p,, p}). On
note p, = [, ® n, la décomposition de Langlands de p, telle que [, conti-
enne i, et on note m, l’idéal dérivé de ;.

Alors m, est égal a I'idéal dérivé de (m N m') N o (m N m') et Iinvolu-
tion, o, de m,, dont ), = 1, N m, est I’ensemble des points fixes, est égale
a la restriction de o a m,.

Démonstration.  On réutilise les notations du Lemme précédent. Etudi-
ant la décomposition en représentations irréductibles sous f, de § N p’, et
utilisant (2.41), on voit que

BOp = (1 +10) @ (B ep g, cnbs).

Mais § g C P’ si et seulement si q” et g# sont contenus dans p’. Si B
satisfait cette condition on a

pY(bg)=gqf sigPcmietgf cn,
pU(bg) =0y sighgf cu

Notons, pour V' sous-espace vectoriel complexe de g, invariant sous f,
AV, i,), lensemble des poids non nuls de j, dans V. Alors on a

tL=u,00, &1, (2.42)
ol
= B
W =T Qs r, naanriigpeaant,iy 0 (2.43)
et
— B
Dl - @BEA([ﬂI’,jO),B/EA([ﬂtl',jo)g : (2'44)

On remarque que

y=((mnl)nao(mnl))’. (2.45)
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Donc 1, est une sous-algebre de Lie de m N [, réductive, dont le centre
est contenu dans f. Notons v, = (m N m’) N o(m N m’) + j,. On voit
aisément que ¢, == I, ® b, est une sous-algebre parabolique, de [ N [/,
dont le radical nilpotent est b,, et la décomposition ci-dessus est une
décomposition de Langlands de q, avec f, contenu dans 10,.

Par ailleurs i, est contenue dans q,, d’apres (2.42), (2.43) et (2.44),
Tenant compte du fait que, pour 8 € R, [f, m#] = mF, d’apres la défini-
tion de f et des f-involutions, on déduit de (1.3) que le radical nilpotent de
i, contient b,. Par ailleurs, comme le centre de 11, est contenu dans j,, le
radical et, a fortiori, le radical nilpotent de i, est contenu dans j, ® b,.
Mais ce radical nilpotent ne rencontre pas j, (cf. Théoréme 1), donc il est
égal a b,. Alors p, = q,, [, = In;. Donc m, a la forme annoncée. Comme
h, = 1, N m,, on déduit de (2.45) que o, a la forme annoncée. |

3. CLASSIFICATION DES TRIPLES DE MANIN COMPLEXES

Dans toute cette partie, triple de Manin voudra dire triple de Manin
complexe. On rappelle qu’on a fixé j, et b, p, p'.
On définit

Cr={AreC*|ReA<0,0uReA=0etImA>0}, C =C*\C".

Si B est une forme de Manin complexe sur g, on note g, (resp. g_) la
somme de ses idéaux simples, g;, pour lesquels la restriction de B a g; est
égal a KJ', avec A; € C* (resp. C7). L'algebre de Lie [g, g] est la somme
directe de ses idéaux g, et g_.

LEMME 15. Aucune sous-algebre de Lie semi-simple complexe de q.
(resp. g_) n’est isotrope pour B.

q_ étant identique. Soit 3
une sous algebre de Lie semi-simple complexe de g,. On note f, une
forme réelle compacte de 3. Alors f, est contenu dans une forme réelle
compacte de g,. En effet, le sous-groupe analytique de G, d’algebre de
Lie f, est compact, comme groupe de Lie connexe d’algebre de Lie
semi-simple compacte. Il est donc contenu dans un sous-groupe compact
maximal K de G, et l'algebre de Lie, f, de K, convient. On note g,
i=1,...,p, les idéaux simples de g,. Alors f = &,_,  fj,ouf;=fnN
a;. Le Lemme résultera de la preuve de

On fait la démontration pour g_, celle pour g

B(X,X)#0, xef\{0}. (3.1)
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Pour cela on remarque que

Z Ax;# 0,
i=1,...,p

si,pouri=1,...,p, \; € C* et x; > 0, non tous nuls. (3.2)

Maintenant, si X € f\{0} et X=%,_, X, ou X, €f, alors

..... pi
K, (X;, X;) est négatif ot nul, et non nul pour au moins un indice i. Alors

(3.1), et donc le Lemme, résulte de (3.2) et de la définition de g,.

LEMME 16. Soit 1 une sous-algébre Lagrangienne sous . On note
h=inm,m,=mnNng,, m_=mnNg_.

Ona m =m,® m_. Par ailleurs la f-involution, o, dont ) est I'espace
des points fixes, induit un morphisme bijectif, T, entre M1, et m_ tel que

B(r(X),7(X)) = —B(X,X), Xem,.

Démonstration. L’involution o permute, sans point fixe, d’apres le
Lemme 5, les idéaux simples de nt. Ceux-ci sont contenus dans des idéaux
simples de g, donc contenus soit dans nt, soit dans m_. Donc m = m
® m_. Si o envoyait un idéal simple de m, dans un autre idéal de m,,
l’algebre de Lie mt,, donc aussi g, contiendrait une sous-algébre semi-
simple complexe isotrope. C’est impossible, d’apres le Lemme précédent.
Donc o envoie tout idéal simple de i, dans m_. Le Lemme en résulte
immédiatement. ||

Notations. g, et q_ sont des idéaux de § qui commutent et [q, g] =
a,® q_. Alors g, (resp. g_) posséde j,==7j,Na, (resp. i_==7j,Ng_)
comme sous-algebre de Cartan et by N q, (resp. by N q_: Putilisation de b,
au lieu de b, est importante) comme sous-algebre de Borel. On note 3,
(resp. 3_) I'ensemble des racines simples de g, relativement a ces sous-
algebres de Borel et de Cartan. Ces racines peuvent étre vues comme des
racines de i, dans q nulles sur j_ (resp. j,).

On définit, pour i comme dans le Lemme précédent, R, I’ensemble des
racines de i, (ou m, N jy) dans m_,I', =% NR_.

Puis on définit comme ci-dessus R_ et T'_.

On dit que « racine de i, dans Q. est positive si c’est une racine de j,,
dans b, et on dit que « racine de j, dans §_ est positive si c’est une racine
de i, dans b,.

La restriction de 7 a a*==m_Nj, définit une bijection entre a* et
a” = m_N j,, dont linverse de la transposée induit une bijection, notée A,
ente R, et R_. On notera, pour a € R, Aa, au lieu de A(«).

Si « est une racine de i, dans g, on note H, I’élément de i, tel que
a(H,) = 2 et qui est orthogonal au noyau de a pour la forme de Killing
de g.
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Soit a € I', et B = Aa. Alors, on voit facilement que H,, (resp. Hy) est
¢lément de a™ (resp. a~). Comme 7 transporte la forme de Killing de n,
sur celle de m_, et que celles-ci sont proportionnelles a la restriction de la
forme de Killing de g, on a

T(H,) = H,.
Le Lemme 16 implique donc
B(HAa’HAB) = _B(HaaHB)> «a, B S F+- (33)

Soit 1" une autre sous-algébre Lagrangienne de g, pour laquelle on
introduit des objets similaires, notés avec des .

On notera C, ou parfois "4~'4"", I'application définie sur la partie,
éventuellement vide

domC = {a € R, |Aa € R_} (3.4)
par

Ca=A'Aa, a € domC, (3.5)
I'image de C étant égale a

ImC={acR,|Aa €eR_}. (3.6)

LEMME 17. Soit (B, 1,1'), un triple fortement standard. Avec les nota-
tions précédentes, pour tout o € dom C, il existe n € N* tel que

a,....,C"" 'aedomC et C'a & domC.

Démonstration. Soit « € dom C. Supposons que pour tout n € N*,
C’a soit défini et €lément de dom C. Comme R’, est un ensemble fini, il

existe n,,n, € N*, distincts, tels que C"a = C"'a. D’ou l'on déduit
lexistence de n € N* tel que C"a = a. On note

a,=a,a,=Ca,...,a,=C""a.
Montrons que
{aj,...,a,} CR,NR,, A({ay,..., ) =A({ey,...,a,}). (3.7)

En effet, pour tout i, «; est élément de dom C N Im C, ce qui implique
la premiere inclusion. Par ailleurs, pour i =1,...,n — 1, comme
"A7'A""a;, = a,,, on a

Ao, =Aa;, i=1,...,n— 1.
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Maintenant, comme "4~ '4'"a, = a,, on a aussi
! —
Aa, =Aa,.

Ceci acheve de prouver (3.7).

On note RY (resp. R"), lintersection de R, (resp. R_) avec le
sous-espace vectoriel réel, V,, de j§, engendré par les «; (resp. Aa,),
i =1,...,n. Lidentification de j, a j§, a ’aide de la forme de Killing de
q, fait apparaitre (V). comme (le dual d’) un sous-espace vectoriel
complexe aj de a*. On définit de méme a; . On note m, (resp. m_,) la
sous-algebre de Lie de g engendrée par les espaces radiciels m¢, a € RY,
(resp. m%, @ € R%). On voit immédiatement que 11, , est semi-simple et
que

o = (eaaeRgmi) ® a;
car R} est un systtme de racines dans a; ([Bou, Chap. 5, Par. 1,
Proposition 4]). Il en va de méme pour m_,. Alors 7 et 7' induisent un
isomorphisme entre m,, et m_,. Donc 7'~ 'r induit un automorphisme
de m,,, qui a donc un point fixe non nul, X. Comme X C m_, et
7(X) € m_,, X + 7(X) est non nul. Par ailleurs, on a

T(X) = 7(X) et X+r(X)ehnph cini.
Une contradiction qui achéve de prouver la propriété voulue pour C. |

PROPOSITION 7. Soit (B, 1,1'), un triple fortement standard.

Alors, pour tout « € R, (resp. R,), a et Aa (resp. Aa), sont de méme
signe (i.e. si « € R, est une racine de j, dans b, A« est une racine de i,
dans bj,...).

Début de la démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimen-
sion de g“*". Si celle-ci est nulle, le résultat est clair. On suppose main-
tenant que celle-ci n’est pas nulle, et que la Proposition est vraie pour les
algebres réductives dont I'idéal dérivé est de dimension strictement
inférieure a celle de g?*". Nous allons commencer par établir plusieurs
Lemmes.

LEMME 18.  Avec les notations précédentes, on a:

() SiaeR, et a&ImC, a et Aa sont de mémes signes.
(i) Sia€R,, et a&domC, a et Aa sont de méme signes.

Démonstration. Montrons (i). Raisonnons par I’absurde, et supposons
que a et B:= A« soient de signes opposés. L’hypotheése sur a équivaut a

a€R,, Aa&R.. (3.8)
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Quitte a changer a en —a, on peut supposer a positive. Soit X un
élément non nul de m;*cC b}. Alors 7(X) € m-F c b, d’apres notre
hypothese sur «, et la définition des ensembles de racines positives. Enfin
Y =X + 7(X) est un élément non nul de §.

Comme m-fc bjetque —f=—-Aa & R_,ona m_Pcun.

Supposons d’abord « & R’.. Comme « est positive, m;* est contenu
dans b}, et « & R, implique, comme ci-dessus, que m;“ est contenu dans
n’. Alors X + 7(X) est un élément non nul de de h N n’ i N i’. Une
contradiction qui montre qu’on doit avoir a € R',.

Alors X e m', 7(X)en,Yehnp et p"(Y)=X. Donc m,*=g
est contenu dans i,, ou (B, 1,,1}) est le triple antécédent de (B, 1,1").
Appliquant le Lemme 13 a 1, on voit qu’alors g~ est contenu dans 1.
Mais comme le triple (B, i, i') est fortement standard, les poids de j, dans
n, doivent étre des poids de j, dans b,, ce qui n’est pas le cas de — a.
Ceci achéve de prouver (i). Pour (i), ’hypotheése se traduit par une
condition analogue a (3.8), en échangeant le role de i et i’. On déduit
donc (i) de (). 1

LEMME 19. Siée R . NImC,ilexiste o« € domC, a € ImC,etn € N*
tels que

a,Ca,...,C" o€ domC, et C'a & dom C
et vérifiant
&E=Cl, pouruni € {1,...,n}.

Démonstration. Comme C est une bijection de dom C sur Im C, car A
et A’ sont injectives, on note C~' la bijection réciproque. Echangeant le
rOle de 1 et 1’ dans le Lemme 17, on voit qu’il existe n' € N* tel que

&,C %, ... (¢ ) eeme, (c)'eemc.

On pose a = (C™ )" &€ domC. On a aussi a & Im C. On choisit, grace
au Lemme 17, n € N* tel que

a,Ca,...,.C" 'aedomC, et C'a & dom C.
Alors «a et n ont clairement les propriétés voulues. ||

LEMME 20. Soit « € R,NR_ tel que Ao € R_N R_ (resp. Aa € R_
N R"_). Alors a et Aa (resp. A'a) sont de méme signe.

Démonstration. Prouvons l'assertion sur Aa et soit « comme dans
I’énoncé. Les hypotheses impliquent que g et g“'* sont contenus dans
m N m'. Donc, on a

gec(mnm’)yno(mnm’)
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et d’apres le Lemme 14, on a ¢ < nt,. De plus, d’apres ce méme Lemme,
I'involution o, est la restriction de o a m,. On va appliquer I'hypothese
de récurrence du début de la démonstration de la Proposition 7. Pour cela
on remarque que, grace au Lemme 1 (i), ([ N ["), = (N [) N g, etde
méme pour ([ N [')_. Donc les racines de j, dans [ N ' qui sont positives
dans [ N [' sont positives dans g. L’application de I’hypothése de récur-
rence montre alors que « et Aa sont de méme signe. Ceci achéve de
prouver (i). Alors I'assertion sur A'a résulte de celle sur A, par échange
du role de 1 et t'. |1

LEMME 21. () Soit a € R,NImC, a € R,.. Alors o et Aa sont de
méme signe.

(i) Soit a € R,.NdomC, a € R,. Alors a et Aa sont de méme
signe.

Démonstration. Démontrons (i). Soit o« comme dans 1'’énoncé. Quitte a
changer @ en —a, on peut supposer que « est négative. Raisonnons par
l’absurde et supposons A« positive. Soit X € g* Nos hypothéses mon-
trent que g“ est contenu dans 1'. Par ailleurs, écrivant « ="4"'4'"B, ou
BEdomC,ona Aa = AB € R_. Donc g“® est contenu dans m’_. Alors

X+o(X)ebhnyp, p"(X+o(X))=0c(X).

Il en résulte que g“* est contenu dans i,, donc dans n,, d’aprés le

Lemme 13. Alors g“* doit étre contenu dans b,, puisque le triple
(By, 1, 1)) est standard. Mais, comme A« € R_ et est positive, ce n’est
pas le cas. Une contradiction qui achéve de prouver (i). L’assertion (ii) se
déduit de (i) par I'échange de i et 1. |}

Fin de la démonstration de la Proposition 7. Soit « € R, et montrons
que Aa est de méme signe que «. Distinguons 3 cas.

(1) Si a & ImC, cela résulte du Lemme 18.
2) SiaeImCet a&R,,celarésulte du Lemme précédent.

(3 SiacImCet ac€R,,onécrit a="A"'4"B, ou B € domC.
Alorson a Aa =AB € R_N R"_. On conclut grace au Lemme 20.

On vient donc de montrer que pour tout « € R,, a et A« sont de
meéme signe.

On démontre un énoncé similaire pour A en échangeant le rdle de i
et i'.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition. [

On rappelle que, pour « racine de i, dans g, H,, « € R a été défini

avant (3.3). Cest la coracine correspondant a «. On rappelle quun
systtme de générateurs de Weyl de g% est une famille 7 =
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(H,, X,,Y),cs,0u 2 =23_U2%_, telle que, pour tout a, B € 3, on ait

[XQ,YB] = 8,5 Hp (3.9)
[HQ,XB] =N,z Xg (3.10)
[Ho Y] = =N, (3.11)
ou
N, = B(H,) = 2Kg(Ha,HB)/Kg(HB,HB). (3.12)
On a alors
N,z € —N, sia#f
et

ad X, Mo X, =adY, MY, =0, sia#B. (3.13)

Un tel systéme existe et on obtient les autres par conjugaison par les
éléments de J,,.

Notez que (H,, X,,Y,), s est un systeme de générateurs de Weyl de
g .. De plus, comme g, et g_ commutent,si « €3, et BE X _,ona
N,g = Ng, = 0.

DEFINITION 5. On appelle donnée de Belavin—Drinfeld généralisée,
relativement a B, la donnée de (A, A4, 1,, 1,), vérifiant les 5 propriétés
suivantes:

a’

(1) A est une bijection d’une partie I', de 3, sur une partie I'_ de
3 _, telle que

B(HAa’HAﬁ) = _B(HaaHB)> a7B€F+' (314)

(2) A est une bijection d’une partie I, de 3, sur une partie I'_ de
3 _, telle que

B(Hy,, Hys) = —B(H,,Hy), «,BeT,. (3.15)

(3) Si on définit C ="4"'A'" comme dans (3.4), (3.5), alors C satis-
fait la “condition de sortie™:
Pour tout a € dom C, il existe n € N* tel que «,...,C" 'a € dom C
et C'a & domC.

(4) i, (resp. i,) est un sous-espace vectoriel complexe de j,, con-
tenu et Lagrangien dans I’ orthogonal a (resp. a’), pour la forme de
Killing de g (ou pour B), a 'espace engendré par les H,, a € ' :=T,U
I_ (esp. IV :==T",UT").
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(5) Si f est le sous-espace de j, engendré par la famille H, + H,,
a €', et sion définit de méme f', alors on a

(f ® 1n) N (f/ ® ia’) = {0} (316)

On notera alors R, l’ensemble des racines de j, dans g qui sont
combinaison linéaire d’éléments de I',. On définit de méme R_, R',, R_.
On notera encore A (resp. A') le prolongement par R-linéarité de A (resp.
A’), qui définit une bijection de R, sur R_ (resp. R, sur R").

LEMME 22. Si A vérifie la condition (1) ci dessus, il existe un unique
ismorphisme, 7, de la sous-algebre m, de @, engendrée parles X,, H,,Y,,

a € I, surla sous-algebre m_ de g, engendrée parles X, H,, Ya, ael_,
tel que

T(Ha) =HAa’ T(Xa) ZXAa’ T(Y:)z) :YAa’ aEFJr'

En effet m, et m_ sont semi-simples et les familles données sont des
systemes de générateurs de Weyl de ces algebres. Alors, d’apres [Bou,
Chap. VIII, Paragraphe 4.3, Théoreme 1], il suffit, pour montrer le
Lemme, de voir que les relations, du type (3.9) a (3.13), satisfaites par ces
générateurs se correspondent, c’est a dire qu’il faut montrer

a(Hg) =Aa(Hyp), a,Bel,. (3.17)

Montrons d’abord que, dans la deuxieme définition de N,; (deuxieme
égalité de (3.12)), on peut remplacer K par n'importe quelle autre forme
g-invariante non dégénérée. En effet 51 a® n’est pas dans le méme idéal
simple que g, B(H,, Hy) = K (H,, Hy) = 0. Sinon B et K sont pro-
portionnelles sur I'idéal simple contenant g* et g”. D’ou notre assertion.
Alors (3.17) résulte immédiatement de la condition (1). |

Remarque 2. Etant donnés A, A, vérifiant les conditions (1) a (3)
ci-dessus, on peut toujours trouver i, et i, satisfaisant conditions (4) et

4.
En effet, on va voir que cela résulte de I’assertion suivante.

Soit e, ¢ des sous-espaces vectoriels complexes isotropes d’un espace
vectoriel complexe, de dimension finie paire, 2n, b, muni d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée, B, tels que ¢ N ¢ = {0} et maximaux
pour cette propriété. Alors e et ¢’ sont lagrangiens, i.e. de dimension n.

Montrons d’abord cette assertion. On procede par récurrence sur n.
L’assertion esr claire pour n = 0. On suppose n >1 et l'assertion
démontrée au rang n — 1. On traite d’abord le cas ou ¢ et ¢’ ne sont pas
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orthogonaux pour B. On peut choisir X € ¢, X' € ¢/, avec B(X, X') # 0.
Alors l'orthogonal b, de I'espace engendré par X et X' est de dimension
2(n — 1), e (resp. ¢') est la somme directe de CX (resp. CX’) et de son
intersection ¢, (resp. ¢}) avec d,. De plus, on peut appliquer I’hypothese
de récurrence a by, e, ¢, ce qui implique que e, ¢} sont de dimension
n — 1. On en déduit que ¢ et ¢’ ont la dimension voulue.

Supposons maintenant que e et ¢ sont orthogonaux. Alors e + ¢’ est
isotrope, donc de dimension inférieure ou égale a n. Pour des raisons de
maximalité, cette dimension doit étre égale a n. On peut supposer, par
exemple, que e est de dimension strictement inférieure ou égale a n. Alors
I’orthogonal, ¢ *, de e contient strictement e & ¢/, pour des raisons de
dimension. Soit Yeet, Y& e+ ¢. Alors Y n’est pas orthogonal a
e + ¢, qui est égal a son propre orthogonal. Soit Z € ¢ + ¢/, tel que
2B(Y,Z) = 1. Alors Y, = Y — B(Y,Y)Z est isotrope et vérifie les mémes
propriétés que Y. Alors le couple ¢ @ CY), ¢’ contredit 'hypothese de
maximalité. Ceci achéve de prouver notre assertion.

Montrons que a est de dimension paire. En effet g est de dimension
paire (voir début du paragraphe 4). Il en va de méme pour mi, car
m=m,® m_ et 7 est un isomorphisme de nt, sur m_. Enfin Ila
dimension de g est égale a la somme de la dimension de n, de celle de a
et de deux fois celle de n. L’application de I’assertion avec d = a conduit
au résultat voulu.

ProrosiTiION 8. Soit B = (A, A, 1,,1,) une donnée de
Belavin—Drinfeld généralisée, relative a B. On note Y la sous-algebre
parabolique de g, contenant b, et m. On utilise les notations du Lemme
précédent. On note i :==hH & i, ®&n, ou h={X+ 7(X)|Xem,}. On
définit de méme 1'.

Alors (B, 1,1') est un triple de Manin fortement standard. On dira que ce
triple de Manin est associé a la donnée de Belavin—Drinfeld généralisée, B,
et au systeme de générateurs de Weyl, 7#". On le notera T4, 4.

On note 7, = (H,, X,,Y,),crnr- Clest un systeme de générateurs de
Weyl de (I N [')*". Notons T, , =T, NT",nA N (T_NT"_). On note A, la
restriction de A a T';, et T',_ son image. On définit de méme A',. On note a,
Pintersection des noyaux des éléments de I'y .U I',_ et on note i, =1, & t,
ou t, est Uintersection de | avec a,. On définit de méme 1. Alors

(A, A}, 14, 1y) est une donnée de Belavin—Drinfeld généralisée, £2,, pour
N b T s o
B restreinte a [ N ' et antécédent du triple T4, 4 est égal a T 4o o

Démonstration. On procede par récurrence sur la dimension de g?*". Si
celle-ci est nulle, le résultat est clair. On suppose le résultat est vrai pour
les algebres réductives dont I'idéal dérivé est de dimension strictement

inférieure 2 celle de q?’.
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Montrons que [) est isotrope pour B. Etudions la forme bilinéaire, B’,
sur m,, définie par

B'(X,Y) = —-B(7(X),7(Y)), X, Yem,.

C’est clairement une forme bilinéaire invariante sur m_,, qui coincide sur
a*=j, N m, avec la restriction de B a n,, d’apres (3.14) et le Lemme
22. Comme a* est une sous-algebre de Cartan de m,, le Lemme 1
permet de voir que B’ coincide sur m, avec cette restriction. Comme ¢,
et g_ sont orthogonaux pour B, il en résulte que [) est isotrope. Par
ailleurs, la définition de f) montre que c’est I'espace des points fixes d’une
f-involution, o, de m, dont la restriction a mnt, est égale a 7. En
particulier o permute m, et m_. La décomposition de Langlands p = [
® n, ou [ contient j,, vérifie [ = m & a. L’application du Théoréme 1
montre que i est une sous-algebre de Lie de g, Lagrangienne pour B.

On montre de méme que i’ est Lagrangienne pour B.

Pour montrer que (B, 1, 1) est un triple de Manin de g, on se propose
d’appliquer le Théoreme 3.

Montrons que § N1’ = {0}. Soit X € hh N n'. Alors, comme n’ est
orthogonal a j, pour la forme de Killing de g, il en est ainsi de X. Notons
R, lensemble des poids non nuls de j, dans m,. Ceux-ci sont en
particulier nuls sur j_. Alors on a

X= ) (X(a) +7(X(@))), ol X(a) ems. (3.18)

a€R

On note que 7(X(a)) est de poids B sous j,, ou B est un poids de j, dans
m_, donc nul sur j,. La décomposition (3.18) apparait alors comme une
décomposition de X en vecteurs poids sous f,, pour des poids deux a deux
distincts. Comme X € n’ C b, et que m,C g, il faut que, pour tout
a € R, avec a positive, on ait X(a) = 0. D’autre part, si « € R,, avec
a négative, 7(X(a)) est un élément de m P, avec B négative. En effet B
est 'image de « par le prolongement R-linéaire de A a I’espace vectoriel
réel engendré par T, . Alors 7(X(a)) appartient a b,. Comme X € 1’, on
doit avoir 7(X(«a)) = 0, donc aussi X(«) = 0. Finalement X = 0, comme
désiré. Donc §) N n’ = {0}. On montre de méme §’ N n = {0}.
On note

b=pei,, f=jnbh, TF=fei,.
Si « € R, on note

h,={X+7(X)|X €m¢}.
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Alors, d’apres (2.41) ou I'on prend R, = R, on a
h=Fo (@, b.) (3.19)

Cette décomposition apparait comme une décomposition de f) en repré-
sentations de f sans sous-quotients simples €quivalents, les [, €tant de
plus irréductibles. Comme p’ contient f, on en déduit

bp =T (8, r o cybal (3.20)

On note encore A le prolongement R-linéaire de A4 au sous-espace
vectoriel réel de jj engendré par I',. On a alors, pour tout « € R,
a(g®) = g** Comme p’ est somme de sous-espaces poids sous j,, on a
hH, C v sietseulement si a et Aa sont des poids de j, dans p’ c’est a
dire

a€R, et a% gd*cyp'. (3.21)

Calculons p"'(§),) pour a satisfaisant (3.21). On distingue quatre cas
selon que g%, g“'* sont contenus dans 1’ ou n'.

(D) a€R,.NR,, Aa€R_NR_.

Dans ce cas,si X € g% ona X € nt,, 7(X) € m’"_. Alors p"' (X + 7(X))
=X + 7(X). Donc

P"(ha) = D,
(2) aeR,NR,, g cn.

On trouve comme ci-dessus que si X € g%, on a X € ut’,, 7(X) e n'.
Alors p"(X + 7(X)) = X. D’out 'on déduit que

pU(b,) = ms.
3) ac€R., g*cn’, Aa€R_NR_.

Si Xeg®% ona Xen, 7(X)em.. Alors p"(X + 7(X)) = 7(X).
Donc

p"(hy) = m2e
(4) a€R,, g*cn, gl cn.

Alors on aurait §), C 1’ et cette possibilité est exclue, d’apres ce qu’on a
vu plus haut.

Notons

— a Aa
ny = (EBaeRimR;,AaeRg III+) ® (eaaeR;\R’Jr,AaeR’, mZ ) (3.22)
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et

m, = ((mnu' no(mnm)), [ =m +i, (3.23)

L’analyse des poids sous j, montre que

Lhi=j,® (@aenga)

R, =(R.NR.NA'(R.NR))U(R.NR.NA(R,NR,)).

En particulier [, et n, ont une intersection réduite a zéro.

On note o la restriction de o a u1y, qui est clairement une f-involu-
tion. En effet m, est la somme directe de son intersection avecq, et g_,
et o, permute ces deux idéaux. On note §); 'ensemble des points fixes de
;. On déduit de la définition de nt, (cf. (3.23)), et de o, que

bl:($aER+mR’+,AaER_mR’_f)a)®(fmlnl)' (3.24)

Notons
i, =p"(hnyp).

Grace a (3.20) et ce qui précéde on voit que i, est la somme de son
intersection, f, avec j,, avec son intersection avec I'orthogonal de }, pour
la forme de Killing de g. Tenant compte du fait que A préserve le signe
des racines, on voit, grace a la discussion ci-dessus et a (3.20), que
l'intersection de i, avec 'orthogonal de j, pour la forme de Killing de g,
coincide avec celle de §); ® n,. On en déduit I’égalité

i, = (0, +)en,. (3.25)

Montrons que p, = [; ® 1n, est une sous-algebre parabolique de [ N [.

D’apres la définition de p,, et de celle de nt, n; (cf (3.22), (3.23)), p,
est la somme de son intersection p,, avec g, avec celle avec g_,p,_. 1l
suffit donc d’étudier séparément ces intersections. On ne traite que
D4, b, se traitant de la méme maniere. Soit

E={a€RINR,|Aa¢R_}, F=R.NR.NA'(R_NR.).

Montrons que E, F, E U F sont des parties closes du systéme de racines
de jodans [N "N g, R,NR,, EUF en étant une partie parabolique,
contenant R*N R, et dont E est un idéal (cf. [War, 1.1.2.9, 1.1.2.13],
pour la terminologie). On utilise le fait que R, R', et R_ sont des parties
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closes, car, d’apres leur définition (cf. fin de la Définition 5), R, (resp.
R'"_) est 'ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires d’éléments
de T, (resp. I'_). Le seul point non immédiat est le fait que si « € F,
B € F etsi a+ B est une racine de j, dans g, alors « + B appartient a
E. D’apres la définition de R on voit que nos hypotheses impliquent que
A(a + B) & R_. 1l reste a voir que « + B est positive. L’étude de ses
composantes dans la base 3, montre que I'une de celles-ci, correspondant
a une racine y € I',, y & A~ 'T"_, est strictement positive, car pour 'une
au moins de ces racines, la composante de « est strictement positive tandis
que celle de B est nulle. Cela implique que « + B est positive et
finalement dans E.

Joint a la définition de p,,, et celles de nt; et n,, cela implique que
P, est une sous-algebre parabolique de [N [' N g,.

On conclut que p, est une sous-algebre parabolique de [N [', qui
contient b, N [ N [". La démonstration montre aussi que 1, en est le
radical nilpotent.

Notons f, = f N n1; et t, lintersection de f avec le centre a,; de [,.
Montrons que

f=1 &t,. (3.20)

En effet tout élément de f est de la forme X + 7(X), ou X est un
élément de j, N m,. On note que nt et nt, sont la somme directe de
leurs intersections avec g, et g_. Il en va de méme de f,, a, a,. Alors X
est la somme d’un élément de j, N n; N M, avec un élément de a; N

m, . La décomposition ci-dessus en résulte aussitot.
On pose

i, =t ®i,caq (3.27)
de sorte que (3.25) se réécrit
=0, @1, ®n,.
On a
dimgi, = dimge(jo N m,) +dime(j, " m_) + dimga
= dimg{ + dimca.
Comme i, est Lagrangienne dans a, tenant compte de (3.26), on a
dimci, = dimgt, + dimgt, + dimgt,. (3.28)
On a aussi

dimgi, = dimc(i, N my) + dimcay. (3.29)
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Montrons
dime(jo N my) = dimg¥,. (3.30)
En effet, {, = f N n1y, vérifie
fi={X+7(X)[X€j,nmy,}
et
Jonmy=(joNnmy,) & (joNnm_)

les deux facteurs étant échangés par 7. L’égalité (3.30) en résulte. On
déduit de (3.28) a (3.30) que

dimgt, =dimca,.

Comme t,; € f) et i, sont isotropes pour B, et orthogonales pour B
restreinte a [, puisque le centre d’une algebre réductive est orthogonal a
son idéal dérivé pour toute forme invariante, ce qui précéde montre que

i, est Lagrangienne dans a. (3.31)

Cela implique que i, est Lagrangienne pour B, d’apres le Théoréme 1.

On introduit de la méme maniére t;. On prend A, égal a la restriction
de AaT,=T,NnT",NnAYT_NT"). On définit d¢ méme A’. Mon-
trons que (A4, 4}, 1, , i) est une donnée de Belavin—Drinfeld généralisée.
Les conditions (1)—(3) résultent immédiatement des conditions satisfaites
par (A4, A}, a,,1,). La condition (4) résulte de (3.31). Enfin la condition
(5) résulte de la condition (5) pour £, joint a (3.26) et (3.27). L’applica-
tion de I'hypothése de récurrence montre que (B, 1i,,1}) un triple de
Manin associé a 9, et #;. Le Théoreme 3 permet de conclure que
(B, 1,1) est un triple de Manin, d’antécédent (B, 1,, i}). Ceci achéve la
preuve de la Proposition. [

THEOREME 5. Tout triple de la forme T, 5, o BD est une donnée de
Belavin—Drinfeld généralisée, et 77" un ensemble de générateurs de Weyl de
a®r, est un triple de Manin fortement standard.

(ii) Réciproquement tout triple fortement standard est de cette forme.
(i)  Soit T4 5 (resp Tgg.4), O BD, BD sont des données de

Belavin—Drinfeld généralisées, et 77, %" des ensembles de générateurs de Weyl
de gd er.

Ces triples de Manin sont conjugués sous G, si et seulement si YD = BY.
Alors ils sont conjugués par I’élément de J,, qui conjugue 7" et %"
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Démonstration. Le point (i) a été vu a la Proposition précédente.

Prouvons (ii). Soit (B, 1, i') un triple fortement standard sous (p, p’). On
utilise les notations qui suivent le Lemme 16. D’apres la Proposition 7,
I’application A est une bijection de R, sur R_ qui préserve les signes des
racines. Donc elle induit une bijection de I', sur I'_, notée encore 4. On
a des propriétés analogues pour 4. On note i, =1 N a, i, =1 N a’. On
voit facilement que f:= 0§ N j, est 'espace vectoriel engendré par les
H,+H,,,acl, etque f®1i, =1Nf, On a des propriétés similaires
pour i'. Alors (3.16) résulte du fait que i et i’ ont une intersection réduite
a zéro. D’apres le Théoreme 1, le Lemme 17 et (3.3), (A4, A, 1,, 1) est
une donnée de Belavin—Drinfeld généralisée, notée £ 2. 1l reste a trouver
un systtme de générateurs de Weyl de g%, vérifiant les relations du
Lemme 22, avec 7 comme dans le Lemme 16. Si « € I", est comme dans
le Lemme 18, i.e. « €dom C, a & ImC, on choisit X, € g%, Y, € g~ ¢,
tels que [X,,Y,] = H,.

Puis notant «;, = Cr, i = 0,..., n, on définit par récurrence sur i, pour
Z=XouZ-=Y,

w,, =T 17"(Za‘_) (3.32)

I’expression du membre de droite étant bien définie, pour i = 0,...,n — 1,
car alors «; € dom C.

Puis on pose, pour Z = X ou Z =Y,

Zio=7(2,) siqel,, e Zy =1(2) siaqel,.
(3.33)

Cette définition est cohérente, carsi 8 = Aa; = Aoy, ona ay € domC et
Ca; = ;. Mais alors on a i =i + 1. Il résulte de (3.32) que les deux
définitions de Z, de (3.33) coincident.

Maintenant, soit un élément 8 de I', U I'_ qui n’est pas de la forme «;,
pour un « comme ci-dessus. En particulier on a 8 & dom C, B & Im C.
On choisit X € g B, Y; € a A, tels que [ X5, Y] = Hg, puis on pose, pour
Z=XouZ=Y,

Za5=7(Zp) sigerl,, et Zyg=7(2Zp) si geTI,.
(3.34)

Montrons que cette définition est cohérente. Supposons que A B soit
défini et égal a I’ un des A'e; ci dessus. On aurait alors 8 € Im C, ce qui
est impossible. Comme B & dom C, on voit de méme que AB, s’il est
défini ne peut-&tre égal a 'un des Aq;. Enfin si A8 = A8, pour deux
éléments B, B’ comme ci-dessus, on aurait 8 € Im C, ce qui n’est pas. Les
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autres égalités a envisager pour voir la cohérence de (3.33) et (3.34) étant
exclues, d’apres la bijectivité de A et A', cette cohérence est donc
prouvée.

Enfinsi e €3, a € I',UT_, on choisit X, € g%, Y, € g~¢, tels que
[X,,Y, 1= H,. 1l est alors facile de voir que la famille (H,, X,,Y,), < s est
un systeme de générateurs de Weyl, 7. De plus la déﬁnltlon de 7,7 et
(3.33) (3.34) montrent que le triple (B, 1, 1') est égal a 9, . Ceci acheve
la preuve de (ii).

Prouvons (iii). Supposons les deux triples conjugués par un élément de
G. On note le premier triple (B, 1, 1) qu’on suppose sous (p, p’), on note
BD =(A, A,1,,1,) et on introduit des notations similaires pour le
deuxi¢me triple, en soulignant. Montrons que

tNiy=ini,, 1 Nj, =107, (3.35)

On procede par récurrence sur la dimension de g?*, le résultat étant

clair si celle-ci est nulle. Par ailleurs, comme deux sous-algebres parabo-
liques standard conjuguées sous G sont égales, on a

(b, p) =(p,p) (3.36)

et les deux triples sont conjugués par un élément de P N P'. De la
Proposition 4, on déduit que les antécédents des deux triples, qui sont
fortement standard, sont conjugués par un élément de L N L. L’applica-
tion de lhypotheése de récurrence conduit au résultat voulu, car si
(B, 1, 1) est 'antécédent de (B, 1, 1'), la définition des triples fortement
standard montre que i N j, =1, N j,, etc. L’égalité (3.36) montre que
m =m, donc T =T. De (3.35), on déduit I'égalité de f:=mnNinj,
avec [ =mN1inNj, Comme la définition de ., , montre que | est
engendré par (H, + H,,),cr, et de méme pour {, I’égalité¢ de 4 et 4 en
résulte immédiatement. Il en va de méme de I’égalité de A" et A'. Comme
i, =1Na et de méme pour i,, on déduit I’égalité de ces espaces de
(3.35), cara=qaeti,=1Nj, N aetde méme pour i,. On procede de
méme pour i, 1,. Donc B est égal 3 BZ, comme désiré. Maintenant,
il est clair qu'un élément de J, qui conjugue 7 et 7, conjugue les deux
triples. |l

Soit g, une algebre de Lie simple complexe, j,, une sous-algebre de
Cartan de g,, 3 = @, X gy, jo = j; X j; et B la forme C-bilinéaire sur g,
g-invariante, égale a K q, SUr le premier facteur et a —K q, Sur le deuxiéme
facteur.

On remarque que g, = g; X {0}, g_= {0} X g,. On fixe une sous-algebre
de Borel b, de g,. On note D) la sous-algebre de Borel opposée,
relativement a j,. On pose b, = b, X b). Soit 7] un systtme de
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générateurs de Weyl de q,, relativement a I’ensemble, X, des racines
simples de I’ensemble des racines de j, dans b,. On note 7" le systeme de
générateurs de Weyl de g égal a (7] x {0}) U ({0} X 7).

THEOREME 6. L’ensemble T, ,, ou B décrit I’ensemble des données
de Belavin—Drinfeld généralisées telles que A est Uidentité de =, i, = {0},
classifie les triples de Manin pour g, (B,1,1'), ot 1 est égal a la diagonale
diag(g,) de g, X g, modulo la conjugaison par la diagnale de G, X G,.

Démonstration. D’apres le Théoréme précédent, il existe une unique
donnée de Belavin—Drinfeld généralisée, 22 = (A, A, 1,,1,) telle que
(B, 1,1') soit conjugué a .7, ,. Il est alors facile de voir que 1 est sous g.
Alors a et i, sont réduits a zéro et I',= 3, X {0}. Par ailleurs, la
conjugaison des triples se traduit par le fait que l'isomorphisme 7 du
Lemme 22, de g, sur g,, est un automorphisme intérieur de g,. Par
ailleurs, il préserve j, et induit une permutation, 4, de 'ensemble 3,.
Cette permutation doit donc étre triviale, i.e. A est l'identité (cf. [Bou,
Chap. VIII, Paragraphe 5.2]). Alors 7 est I'identité et la premicre sous-
algebre isotrope de 9, , est la diagonale. L’élément de G qui conjugue
les deux triples stabilise donc la diagonale. C’est donc un élément de la
diagonale. Le théoréme en résulte. ||

Remarque 3. Avec les notations précédentes, appelons donnée de
Belavin—Drinfeld une paire (A4, 1,), telle que, pour A égal a l'identité et
i, = {0}, le quadruplet (A4, A, 1i,,1,) soit une donnée de Belavin—Drin-
feld généralisée. Cela veut dire que A vérifie la condition (2) de la
définition des données de Belavin—Drinfeld généralisées (Définition 5),
que C:=A vérifie la condition (3) et que i, ne rencontre pas la
diagonale de g, X g;. Ainsi le Théoréme précédent montre que les
données de Belavin—Drinfeld paramétrise les classes de conjugaison, sous
la diagnale de G, X G, de triples de Manin pour g, (B,1,1), ou 1 est
égal a la diagonale diag(q,) de g, X g;.

Il existe une correspondance bijective enttre ces triples de Manin et
certaines r-matrices (cf. I'appendice de Macey pour une preuve et des
références). Notre théoréme donne donc a nouveau une classification de
ces r-matrices. Celle de de Belavin et Drinfeld (cf. [BD, Théoréme 6.1]) se
fait a 'aide des mémes parameétres: les données de Belavin—Drinfeld.

Ainsi a une donnée de Belavin—Drinfeld sont associés par le théoréme
précédent d’une part, et le travail de Belavin—Drinfeld, joint a la corres-
pondance ci-dessus, d’autre part, deux triples de Manin dans g, dont I'une
des sous-algebres isotropes est la diagonale. L’appendice de Macey montre
que ce sont bien les mémes.
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4. TRIPLES DE MANIN REELS POUR UNE ALGEBRE
SEMI-SIMPLE COMPLEXE

4.1.

Soit g, une algebre de Lie semi-simple complexe, soit g,z une forme
réelle déployée de g, et b, une sous-algebre de Borel de g,, complexifié¢e
d’une sous-algebre de Borel, b, de g,g. Soit j,;;z une sous-algebre de
Cartan déployée de gy, contenue dans b,y et j, sa complexifiée. On note
X — X la conjugaison de g, par rapport a sa forme réelle g,. On note 7
l’application de g, dans g == g; X g,, définie par

W(X):(X’)?)y X € q;.

Alors n(g,) est une forme réelle de g et la conjugaison, j, par rapport a
cette forme réelle vérifie

J(X,Y) = (Y,X), X,Yeqg,.

On note b, := b, X b, et j, =17, X i,

Si V' est un sous-espace vectoriel réel de q,, on notera Vg = n(V) +
in(V) cg.

On utilisera les Notations qui suivent le Lemme 16 pour g.

Si B est une forme R-bilinéaire invariante sur g,, on note B, 'unique
forme C-bilinéaire invariante sur g, telle que

Bo(n(X).n(X)) = 2B(X.X'), X.X'€g.  (41)

On voit aisément que, si 3, est un idéal simple de g, et si la restriction
de Ba 3 estégala ImAK,, pour A € C,on a

Be((X.Y). (X, Y') = AK,(X, X') = AK,(Y.Y"),
X, X',Y,Y es. (42)
La démonstration de la Proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 9.  On fixe une une forme de Manin réelle T, B, sur q,.
L’application qui a un un triple de Manin réel dans q,, (B,1,1'), associe
(Bg,ig, 1), est une bijection entre I’ensemble des triples de Manin réels de
a,, associés a B, et I’ensemble des triples de Manin complexes de g, associés
a Bg, et pour lesquels chacune des sous-algebres Lagrangiennes est stable
parj.

Cette bijection transforme triples fortement standard, relativement a b, i,,
en triples fortement standard relativement a b, i,. En outre elle transforme
les triples conjugués par G en triples conjugués par 7(G ).
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HYPOTHESE. On suppose que, pour tout idéal simple de q,, S, la
restriction de B a & est égale a Im M\, K ,, pour un X de partie réelle non nulle.

On note g,, la somme des idéaux simples & de g, tels que la

restriction de B a 3 est égal a Im A,K,, pour Re A € R™. On définit de
méme g,_. Alors, au vu de (4.2), on a, pour la forme B,

G,=G61, X,  G_=08_XqG,. (4.3)

On note R,, (resp. R,) 'ensemble des racines de i, (resp. j,) dans
a4 (resp. g4 ), ou * vaut + ou —. On a:

R, = (R, x{0}) U ({0} xR, ).

On note 3, (resp El ) les racines simples de j, = j, N g,, dans
b, Nng, . (resp ji_=1, N ga,_ dans b, N g, ), quon identifie a des
racines de i, dans g,. Alors, avec les notations qui suivent le Lemme 16,
on a

3= (Zx{0}) u ({0} x =),
S = ((=3) % {0)) U ({0} % (~5,.)).

Soit 77, un systéeme de générateurs de Weyl de g, relativement a j,,
%, =3,,U %, _, dont tous les éléments sont dans q,g. Soit 7" le systeme
de générateurs de Weyl de g, relativement a 3 =3, U 3_, et défini
comme suit, en tenant compte de (4.4).

Si a € 3,, on pose

(a 0 — ( 0)7 X(a 0 — ( O)’ Yv(a 0 — ( 0)7 (45)
H(o,—a) = (O: _Ha)’ X(o —a) (0 Y, ) }](O,fa) = (O’Xa)‘ (4~6)

(4.4)

Si @ € 3,_, on pose
H(O a) (0 H, ) X(O a) (0 X ) Yv(O ) (0 ) (47)
( a,0) ( Ha’O)’ X( a,0) ( 0)’ )]( a,0) ( 0) (48)

On notera a — o I'échange des facteurs dans j} X ji = j§. On fait de
méme dans J. Si j est un élément de J,,, on note j ’élément de J, tel que

(/)" =j"aeR:R,UR_.

Notez que si j = (exp X, expY), avec X,Y € g,,ona j = (expX,expY).
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PrOPOSITION 10. On fixe une forme de Manin réelle, B, sur g,. Soit
BD = (A, A,1,,1,) une donnée de Belavin—Drinfeld généralisée pour g
et Be.

(i) Pourt € J, le triple de Manin (B, 1,1') = 9,4, est le complex-
ifié d’un triple réel de q,, relativement a B, si et seulement si:
(1) Papplication o — — o' induit une bijection de T, sur T _ et
l’on a, en prolongeant A par R-linéarité,

(Aa) =47 (af), aeT,.
(2) A’ vérifie des conditions similaires.
(3) i, et i, sont stables par j.
4) Posantu =1t(tH)"' ona

u® = ue acl,.

b

(5) L’élément t de J, vérifie des conditions similaires relativement
aA.
(i) On fixe BD et t vérifiant les conditions ci-dessus. Soit t, € J, et
t' = (t,,t)t. Alors BD et t' vérifient les conditions ci-dessus, et les triples
complexes Ty 15y T 5. 15 SONL les complexifiés de triples réels de g, con-
jugués par t,.

Démonstration. Si 'automorphisme R-linéaire de g, j, laisse i invari-
ant, il laisse invariant le radical nilpotent n de i, donc aussi p, qui est le
normalisateur de n. Par ailleurs j, est contenu dans p et est invariant par
j- Donc j(I) = [, d’ou 'on déduit j(m) = m.

Alors i = ) ® i, ® n est invariant par j si et seulement si

9y =15, jli) =i, j(n) =mn (4.9)
La seconde égalité de I’équation précédente conduit a (3).
On pose f = j, N §. L’égalité (cf. (3.19))
h=Fo (&, . 0. (4.10)

et la stabilité de j,, et de son orthogonal pour la forme de Killing par j,
montre que la premiere égalité de (4.9) implique
i) =1
Mais f est engendré par les H, + H,,, « € ' .. De plus j(H, + H,,)
est égal a H,s + H_ 4,y Ce dernier doit étre une combinaison linéaire de
Hy + H,p, B €T,. Mais on a
HB €4q., et HAB g, H,eq., H(Aa)f g,
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car f échange g, et g_ (voir (4.3)). Comme f envoie chaque élément de
3, sur Popposé d’un élément de 3, (cf. (4.4)), la projection, sur g, et g_, de
Iécriture de H,s + H 4, dans la base de f, montre qu’il existe g € I',
telle que

(Aa)' = -B, (a)' = -48. (4.11)

Ceci implique immédiatement la condition (1). Comme, pour « racine
de j, dans g, on a

i(a*)=g*, aeR,
au vu de (4.10) et (4.11), la stabilité de § par j implique alors
]( boz) = b— B

ob aeTl, et B est comme ci-dessus. Mais, la définition de i (cf.
Proposition 8 et Lemme 22) montre que fj,, a pour base

U, =t°X, + "X,
et )_p a pour base
Vo=t PY, +171PY,,.
Par ailleurs la définition de j et celle de 7" montrent que
J(X,) =Y s, J(X4a) =Y—(Aa)f'
Donc, on a
J(U) =10Y o + 1Y
L’écriture de la proportionnalité de j(U,) a V, conduit a
ttP =4t ael,.

En tenant compte de (4.11), ceci implique la condition (4). On procede de
méme pour 1'.

Ce qui précede montre que les conditions (1) a (5) sont nécessaires pour
que le triple donné soit le complexifié d’un triple réel. Réciproquement,
montrons que si ces conditions sont satisfaites le triple donné est bien le
complexifié d’un triple réel. En effet, la deuxieme égalité de (4.9) est alors
satisfaite.

Comme les racines de j, dans n sont celles de j, dans b, X b, qui ne
sont pas combinaison linéaire d’éléments de I',UT'_, on déduit la
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troisieme égalité de (4.9) de la condition (1). Il reste a vérifier la premicre
égalité de (4.9). D’abord, il résulte de la condition (1) et de la discussion
ci-dessus que

T est stable parj. (4.12)
Par ailleurs les conditions (1) et (4), et la discussion ci-dessus montre que
J(he) =0 (4ay, @l (4.13)

On montre de méme que
J(0-0) = b4ay, aET,. (4.14)

Mais 1), qui est isomorphe a sa projection dans g, est engendrée par les
b,,0_,, asT,. Alors (4.12) a (4.14), joints a (1) montrent que § est
stable par i, ce qui achéve de prouver que i est stable par j. On procede
de méme pour 1. Ceci achéve de prouver (i). Enfin (ii) est une consé-
quence immédiate de la Proposition précédente. [

On se fixe une donnée de Belavin—Drinfeld généralisée, qui vérifie les
propriétés 1 a 4 de la Proposition précédente. On introduit C ="4"'4"",
comme dans la Définition 5. On note I == dom C U ImC. Si a € I, on
note #(a), 'ensemble des B € T, tels qu’ il existe n € N tel que

a,Ca,...,C" la €T, et B=Cu,
ou
B,CB,...,C" BeT,, et a=C"B.

Si @ € 3, nappartient pas a I'j, on pose #(a) = {a}. Suivant Panov
[P1], on appelle les € (a) des chaines. Il est clair que les chaines sont
disjointes ou confondues, et forment une partition de X . On appellera
C-équivalence la relation d’équivalence sur ., dont les classes d’équiva-
lence sont les chaines. On dira que, pour deux éléments distincts « et B,
de 3,, aest C-li€a B si a € domC et B = Ca.On définit, pour @ € T,

Z(a)={A"(-p")|pe&(a)NT,}
u{a (=g |Be&(a) NI, ).
Si a & I, on pose Z(a) = Z(a).

LEMME 23. (1) Pour tout a €3, Z(a) est de la forme €(B), et
Popération  est une involution de I’ensemble des chaines.
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(i)  Si t vérifie les conditions (4) et (5) de la Proposition précédente,
notant u = 1(t")"", pour tout a € T, on a

uP=uf, B,B €?(a)
uP=u®, Be?(a).

Démonstration. Montrons (i). Montrons que pour tout a € 3,
éléments de Z(a) sont C- équivalents entre eux. Il suffit d’étudier le cas
acTl,. Soit ae,.Onnote & =%(a)NT,, &' =F(a) NT,.De la
définition des chaines, il résulte que, pour toute paire d’éléments distincts
B, B, de &, il existe n € N*, B,...,B8,,; €&, ou, pour i = 1,...,n, B
est C-lié a B, avec{B, B'Y ={By, B,+ 1}

On remarque que les conditions (1) et (2) de la Proposition 10 im-
pliquent, par un calcul immédiat, ques.

Si B, B’ €« sont C — liés, A~'(—p) et A= (—p'") sont C — liés.

On a un énoncé similaire pour &',

De ce qui précede, il résulte que les éléments de A~ '(—«/) (resp.
A (=) sont C-équivalents entre eux. Pour achever de prouver que
les éléments de Z(a) sont C- équivalents entre eux, il suffit de traiter le
cas ou & et &' sont non vides et d’intersection vide. De la définition des
chaines, et du fait que dom C (resp. Im C) est un sous-ensemble de T,
(resp. T',), cela n’est possible que si #(a) n’a que deux éléments et &
(resp. /') un élément B (resp. B'), ou B’ et B sont C-liés. En outre,

BeT \I',, B eI \T,. (4.15)

Mais alors 4’8’ et AB sont égaux et on note y leur valeur commune.
Utilisant les conditions (1) et (2) de la Proposition 10, on en déduit que

A_l(—,Bf)=A’_1(—B’f)= — 9/, ?(a) ={—v/}.

Montrons que la classe de C-équivalence de —vy/ est réduite a un
élément. Pour cela il suffit de voir que —y/ n’est C-lié 2 aucun élément et
qu’aucun élément ne lui est C-lié. Raisonnons par ’absurde et supposons
par exemple que & soit C-lié 2 —y’. On a alors

sel, et  A(—y')=4s. (4.16)
On déduit des conditions (1) et (2) de la Proposition 10,

A ly=A4""(-8). (4.17)
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D’apres (4.16) et la condition (1), 4~ '(—87) est un élément de I",. Par
ailleurs, d’apres la définition de y, 4~y est égal 2 B. Joint a (4.17), cela
montre que B est element de T, ce qui contredit (4.15). Donc aucun
élément n’est C-lié a — /.

On montre de méme que — y n’est C-li€¢ a aucun élément. On vient de
voir que, pour toute chaine %, & est contenu dans une chaine T(%). Par
ailleurs il résulte facilement de la définition de # et des conditions 1 et 2
de la Proposition 10, qui sont satisfaites par 22, que T (T(%)) contient
&, donc est €gal a #. Donc T est une involution de I'ensemble des chaines
et la réunion des # contient la réunion de toutes les chaines, donc est €gal

a 2 ,. Il en résulte que pour tout %, Z est égal a T(%). Ceci achéve de
prouver (i).

Montrons (ii). Si B8 est C-lié a B’, ona AB' = A'B. Par ailleurs, d’apres
les conditions (4) et (5) de la Proposition 10, on a

uP =uth, uf = uyk,
La premiere égalité de (ii) en résulte.
Pour la deuxieme égalité, on remarque, que si a € I', on a, d’apres la
condition (4) de la Proposition 10,
ue = quc

Mais, il résulte de la définition de u que
u' =u1. (4.18)

On en déduit le résultat voulu. On procede de méme si o €17,
utilisant la condition (3) de la Proposition 10. [

Le théoréme suivant a été suggéré par un résultat de Panov (cf. [P1]) et
la présentation que nous en donnons plus loin.

THEOREME 7. Soit B une forme de Manin réelle sur q,. Tout triple de
Manin réel dans q,, relativement a B, est conjugué par un élément de G, a un
triple fortement standard dont le complexifié est de la forme T -, OU t est
un élément de J,, et B = (A, A, 1,,1,) une donnée de Belawn—Drmfeld
généralisée pour q et B, qui vérifient, outre les conditions (1) a (5) de la
Proposition 10:

1D uwr=1,00u:=1@"H"
(2) Pourtout a« € X \T'y: uy =1, onu = (uy,u,) €J, XJ,.
B) t=(,D,onv, €J,.

Alors v} = 1.

Remarque 4. Pour une classe de conjugaison sous G, de triples réels de
a,, relativement a B, la donnée ZZ est uniquement déterminée, d’apres
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le Théoreme 5 et il n’y a qu'un nombre fini de choix possibles pour ¢, car
les éléments de carré 1 de J; sont en nombre fini.

Démonstration. D’apres la Proposition 9 et la Proposition 10, tout triple
de Manin réel dans g,, relativement 2 B, est conjugué par un élément de
G, a un triple fortement standard dont le complexifié est de la forme
T s 1> OU t est un élément de J; et BY = (A, A, 1,,1,) une donnée de
Belavin—Drinfeld généralisée pour g et B, qui vérifient, les conditions
(1) a (5) de la Proposition 10 (en y changeant ¢ en ¢). Tenant compte du
fait que u = #(+/)~! n’est pas changé par la multiplication de ¢ par un
¢élément de la forme (¢,,%,), on voit qu ’il suffit de trouver ¢ satisfaisant
toutes les conditions a I'exception de (3). On vérifie aisément que si ¢’ € J,,
satisfait

1 =4 ael,, (4.19)

o
e =r"° ael, (4.20)
on a

Z@Q,g?V:g:@Q,U’W’

Il reste a choisir ¢ vérifiant (4.19) et (4.20) de telle sorte que ¢ = #' vérifie
les propriétés voulues.

On choisit un sous-ensemble © de X, tel que toute classe de C-€quiva-
lence soit de la forme #(a) ou #(a) pour un unique « € 0.

On remarque que si Aa=APB, a et B sont C-équivalents. On
caractérise alors ¢’ par ¢'“, a € %. On choisit pour tout « € 3, une

racine carrée z, de @71, olt u =#(t/)"'. On pose alors, pour a € 0,
tP=z,, sipe@(a),etsiael,, (4.21)

P =z, (resp.z,),
si BE€&(a) (resp. B€ E(a))etsi?(a) + () (4.22)

P =1us"'"?  siaeT,esttel que (a) =Z(a),ct B Z(a).
(4.23)

Ceci détermine ¢'# pour B € 3, et I'on pose

r® = (*), pes.. (4.24)

Ainsi ¢’ est enticrement caractérisé par les relations (4.21) a (4.24).
Il faut voir que ¢ vérifie (4.19) et (4.20). Soit B € T',. On suppose
B e @(a), a € 0. Dapres (4.24), on a

pAB — = (ABY
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_ Mais, d’apres la condition (1) de la Proposition 10, et la définition de
Z(a),ona —(AB) =A"(-B') € €(a), donc, d’apres (4.22) et (4.23),
on a

p AR _ B

On traite de méme le cas ot B € #(a), a € O. Ceci prouve que (4.19)
est vérifié. On prouve (4.20) de la méme maniére.

Calculons v, = PP, BeS,. A laide de (4.22) A (4.24) et du
Lemme 23 (ii), on voit que pour a € O,

vy=uf, sipe@(a)U&(a)ctsiaeljousiZ(a)+*?(a)

vg = lul™®,  siaeTl,esttel que (a) =Z(a), et e ?(a).
Par ailleurs il résulte du Lemme 23 (ii),
P estréel si a € Ty esttel que €(a) = Z(a), etsi B € Z(a).

Alors il est clair que si ¢ :=t't, u = #(t/)"! vérifie la condition (2) du
Théoreme et

u*=1ou -1, ac,

u ="'

Il en résulte que u* = 1 comme désiré. |

4.2. Une autre présentation d’une classification due a A. Panov

On suppose maintenant que g, est une algebre de Lie complexe simple
et on pose B; =ImK . On fixe une forme réelle §, de g, et oy la
conjugaison de g, par rapport a f;.

On note G, le groupe adjoint de g, (et non son recouvrement universel)
et, si e est une sous-algebre de Lie réelle de g,, on note E le sous-groupe
analytique de G,, d’algebre de Lie e.

On s’intéresse aux triples de Manin réels de g, (B, i;,1}) tels que i,
soit égal a 0, qu’on appelle “f,-triple,” a conjugaison prés par les
élément de G,, ou, ce qui revient au méme, par ceux de G{, qui est I’
ensemble des éléments de G, commutant a o,. Ces triples décrivent les
structures de bigebres de Lie sur [);, dont le double est isomorphe a g,
comme algebre de Lie (cf. [P1]).

Soit f, une sous-algébre de Cartan fondamentale de 0§, et soit j, la
complexifiée de f, dans g,. On choisit une sous-algebre de Borel, b, de
a,, contenant j, et telle que o,(b,) soit égal a la sous-algebre de Borel de



CLASSIFICATION DE TRIPLES DE MANIN 161

a,, b, opposée a b, relativement a j,. On note 3, 'ensemble des racines
simples de j, dans b,.
On note 6 l'involution de 3, caractérisée par

o(ar®) = ai@. (4.25)

En calculant de deux maniéres différentes (o (X)), pour X € g%, on
trouve

(to1) " =1, (4.26)

Il est facile de voir qu’on peut choisir un systéme de générateurs de
Weyl de q,, 7;, relativement a 3, tel que

Ul(Ha) =H—9(a)’ Ul(Xa) = gaYB(a)’ 0'1(Ya) = EaXG(a) (4-27)

N

ou
g, =1lou—1, et g, =1si0(a) # a. (4.28)

On note g == g, X G, jo = ;1 X i1, by = by X b}. On note n; Iaplication
de g, dans g définie par

7(X) = (X, 0y(X)), X e gy,

dont 'image par 7, est une forme réelle de g. On note j, la conjugaison
de g par rapport a cette forme réelle, qui vérifie

WX, Y) = (0(Y), 0(X)), X,Y € gq,. (4.29)

On note 7'= (7; X {0}) U ({0} X 7). On note B la forme de Manin
sur @, €gale a K sur le premier facteur et a —K_ sur le deuxicme

facteur facteur. Alors g, =g, X {0}, g_={0} X g, et 2, =3,,3_ =3,
Si V' est un sous-espace vectoriel réel de g, on notera

Ve =m(V) +im(V).

On remarque que §),c est égal a la diagonale, diag(g,), dans g, X g;.

Si 7, = (By, 1, 1}) est un triple de Manin réel dans g, on appelle triple
complexifié de 77, le triple de Manin complexe dans g, 7, = (B, i,¢, i)
Alors 1,¢ et i) sont stables par j,. De plus si on a deux triples réels dans
a,, comme ci-dessus, ils sont conjugués par un élément de G, si et
seulement si leurs complexifiés sont conjugués par un élément de 7,(G,)
={(g, g/ g, € G;}. On remarque que si deux sous-espaces vectoriels
complexes de g sont conjugués par un élément de 7,(G)), si 'un est stable
par j,, l'autre I'est aussi.
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De plus le complexifié d’un triple fortement standard relativement a
b,,,, est fortement standard relativement a b, j,, car il est facile de voir
que le complexifié d’un antécédent est 'antécédent du complexifié.

Comme tout triple de Manin réel dans g, est conjugué par un élément
de G,, a un triple fortement standard, d’apres le Théoréme 4, on a
immédiatement

LEMMA 24. (i) Si 9] est un “Y,-triple,” son complexifié est conjugué par
un élément de n,(G,) a un triple fortement standard 7 = (B, 1, 1) tel que:

(1) 1 est conjugué par un élément de n,(G,) a diag(g,).
(2) 1 et 1’ sont stables par j,.

(i) S8i 9= (B,1,1') est un triple de Manin fortement standard vérifiant
(1) et (2), il existe un “Y)-triple,” unique a conjugaison sous G, prés (ou
plutot G pres) tel que son complexifié soit conjugué a I par un élément de
n(G,). Deux triples fortement standard, associés a B, vérifant (1) et (2),
conjugués sous ©,(G,), conduisent a la méme classe de conjugaison sous G{"
de “0),-triple.”

LEMME 25. (i) Tout triple de Manin complexe, fortement standard dans §
pour D,1,, associé a B, vérifiant les conditions (1) et (2) du Lemme
précédent, est conjugué par un élément de m,(G,) a un triple Ty o 1y
vérifiant les mémes conditions, ou BZ est une donnée de Belavin—Drinfeld
(A,1,, A, 1), relativement a B et t est un élément de J,.

a?

(i) Le fait que T4, 1.y Vérifie les conditions (1) et (2) du Lemme

précédent équivaut a:

(1) 1 existe un élément g, € G, tel que t = g{"g;'. En particulier
onat® =t"

(2) T',=2,, et A est lidentité.

3 1i,=1{0}

@ 6)=T", et 0(Aa) =A""(6(a), g3, t"*=¢,t% ac
r..

(5) L’espace i, est stable par j,.

Démonstration. Soit I =44 (. 1,y un triple de Manin fortement

standard, vérifiant les conditions (1) et (2) du Lemme précédent, ol
t,t, €J,. Alors J est conjugué par (¢1,t") € 0(G)) 2 T =I5 1 1)
ou t =t "t,, qui vérifie les conditions (1) et (2) du Lemme précédent.
Montrons que cela implique les propriétés (1) a (5) ci-dessus.

Ecrivons = (B, 1,1').

Comme i est conjugué sous 1,(G,) a diag q,, i est semi-simple, donc
sous g. Par suite, avec les notations du Théoréme 1, on a m =g et
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I', = 3,. Alors, utilisant les notations du Lemme 22, i = {(X, 7(X)) | X €
q,}. Comme i est conjugué par un élément de 1,(G,) a diag(g,), cela
implique que I'automorphisme 7 de g, est intérieur. Or, par définition, 7
préserve j,, et Uinverse du transposé de sa restriction a j, induit 4 sur 3.
Comme A préserve 2, A doit étre I'identité. On a donc prouvé 2. Cas 3
résulte du fait que m = g, donc a = {0}. Alors 1 = {(X,tX) | X € g,}. On
obtient (1) en écrivant que i est conjugué par un élément de 1,(G,) a
diag q,.

On traduit maintenant le fait que i’ est stable par j,. Cela implique que
p’ est stable par j,. Comme j, est stable par j,, joint a (4.25), cela implique
aussi que m’ est stable par j, et donc aussi f)'. Cela conduit immédiate-
ment a la premicre égalité de (4). Les deux autres sont obtenues en
traduisant la stabilité de §)’ par j,. Plus précisément on pose

U=(X,,t"X,,)€l, a€el,.

On a, en tenant compte de (4.27), (4.29) et de I'antilinéarité de o,

jl(U) = (tA agA'aY(J(A'a)’ ‘c"aYB(a))‘

La stabilité de §' par j, implique que 6(A'a) est élément de T", et
j(U) doit étre un multiple scalaire de

_ Ao
V= (Ye(A'a)af ( a)YA'e(A'a))-

Les deux premicres égalités de (4) en résulte immédiatement, grace a
(4.26) et (1) et 'on obtient en outre

eA,atA’“ = saie(“).

En utilisant (4.26) et le fait que 1™ = ¢~!, on aboutit a la troisiéme égalité
de (4).

La condition (5) est immédiate.

On procede de méme pour la réciproque. [

LEMME 26. Soit t, B vérifiant les conditions (1) a (5) du Lemme
précédent. Soit t' € J, tel que

Ao _

t e, acsT,.

Alors, on a

(i) Les triples de Manin T, 1 ) € T .0 i) SOt €aUX.
(i) Le triple de Manin T, ;. o, est conjugué par (¢',1'"") € n(G,)

A4 T 30,0, " Deyw)
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Démonstration. Notons T, 1, = (B, 1,1') et utilisons les notations

du Théoréme 1. La stabilité de i par (#,t) est claire. Par ailleurs,
(¢,¢') € J, laisse stable p’, donc 1’ et laisse fixe point par point les
éléments de a’. Il reste a voir que )’ est invariant. Mais cette algebre est
engendrée par

(Xt X o), (Y, 74 9Y,,), acT,.
Le point (i) en résulte immédiatement. |l

Si aely==1",UI", on note #(a), 'ensemble des B € I, tels qu’ il
existe n € N vérifiant

a, Aa,..., A" aeT,, et B=A"a,
ou
B, AB,..., A" BeTl',, et a=A"B.

Les #(a) sont soit distincts soit confondus. De plus la deuxieme égalité
de la condition (4) du Lemme 25, montre facilement

0(Z(a)) = &(6a) (4.30)

(cf. [P1, Lemme 4.11], pour un Lemme analogue). Par ailleurs, grice a
(4.27), (4.28), on a

Eo(a) = Ea> a €< ,. (4.31)

Le Théoréme suivant est une autre présentation de la classification de
certains triples de Manin, correspondants a certaines structures de bigebres
de Lie sur §,, due a Panov (cf. [P1, Théoremes 4.5, 4.14], voir [P2] pour
d’autres résultats).

THEOREME 8. (i) Le complexifié d’un Y -triple est conjugué par un
élément de m(G,) a un triple Tyo, ), Ol U €T, BD vérifient les
conditions (1) a (5) du Lemme 25 (avec t remplacé par u) et u vérifie de plus:

M wur=u=ul.
2 u*=1,si a3 \I)et 0(a) # a, ousi a €T, et 0(Z(a))
+ Z(a).
(ii) Réciproquement si u et B vérifient les propriétés ci-dessus (i.e.
(1) a (2) de (i) et les conditions (1) a (5) du Lemme 25), Ty 1.,y €St cON-
Jugué au complexifié d’un 1) -triple, unique modulo la conjugaison de G{.
(iii) Dans le cas ou T, est I'algebre de Lie d’un tore maximal compact
dans G, 0 est triviale, I, est vide et les conditions sur u ci-dessus se
réduisent a la premiere, outre celles du Lemme 25.
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Démonstration. On sait (cf. Lemme 25) que le complexifié d’un §,-tri-
ple est conjugué par un élément de 7,(G,) a un triple T, ;- OU ¢,
B vérifient les conditions 1 a 5 du Lemme 26 (avec ¢ remplacé par u).

L’idée est d’appliquer le Lemme 25, avec ¢ bien choisi. Il suffit de
définir /', « € 3.

On établit d’abord quelques résultats auxiliaires.

On rappelle que d’apres (4.26) et la condition 1 du Lemme 25, on a

1 = ael. (4.32)

Par ailleurs, d’apres la troisieme égalité de la condition 4 du Lemme 25,
on a
e = Ega€al® acl’,
d’ou 'on déduit
tB=EBsB,tB, B,B €?(a), a el (4.33)

Enfin la condition (4) du Lemme 25 montre que

£y = Eya)» a € 3. (4.34)

a

Pour définir #“, on distingue plusieurs cas. On note ., un sous-en-
semble de 3, tel que tout B € 3, soit élément d’un #(a) pour un unique
a appartenant a 3, U 6(3,,), et tel que les éléments de I'intersection
de 2, , et 6(%,,) soient fixés par 6.

Soit « € 3, .

(D Si a&ly, et 6(a) = @, (4.32) implique que ¢ est réel et on
pose

t;a — |t—a|1/2
(2) Si a&T,,et 6(a) # a, on note z une racine carrée de ¢~ ¢, et
on pose

Pe=z, =3z
3) SiaeTl;et 6(Z(a) = Z(a),on a, d apres (4.32),

0(a) _
9 = EocarEal -

Tenant compte de (4.32) et (4.33), cela implique que ¢* est réel. On note z
une racine carrée de [t~¢], et on pose

tP=z, Be@(a).
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4) SiaeT;et 6(Z(a)) N &F(a) =, on note z une racine carrée
de ™%, et on pose

tP=z, t"P =z, BeC(a).

On voit que les relations précédentes définissent ¢’ € J,, qui vérifie

1Al _

t re, acl’.

Le Lemme 25 et les conditions imposées a # montrent que u = ¢'t'~ “'¢
vérifie les conditions voulues.

Le point (ii) est un cas particulier du Lemme 25(ii).

Traitons le cas ou f, est ’algebre de Lie d’un tore maximal compact de
a,. Alors f, est I’ensemble des éléments de j, sur lesquels toutes les
racines sont imaginaires pures.

Tout f,-triple est conjugué sous G, a un triple réel fortement standard
(B, 1, 1)). Alors 1, N j,, qui est conjugué par G, a f,, est 'algebre de Lie
d’un tore maximal compact de G,, donc est égal a f,. Par ailleurs §} N i,
est une sous-algébre de Cartan fondamentale de [)}. Son intersection avec
f, est donc non réduite a zéro sauf si § est réduite a zé€ro. On en déduit
que la sous-algebre Lagrangienne i) est sous une algebre de Borel. Par
complexification, il en résulte que dans (i), on doit avoir T',= . La
définition de 6 et le fait que les racines soient imaginaires pures sur f,
montrent que 6 est I'identité. Ceci achéve la preuve du Théoreme. |

ACKNOWLEDGMENTS

I thank very much C. Klimcik for suggesting this work and for many interesting discussions.
I thank J. L. Brylinski for pointing out to me the work of E. Karolinsky. I thank also B.
Enriquez and Y. Kosmann-Schwarzbach for telling me about the relations of my work, at an
early stage, to the work of A. Belavin and G. Drinfeld [BD] and A. Panov [P1].

REFERENCES

[BD] A. Belavin and V. G. Drinfeld, “Triangle Equations and Simple Lie Algebras,”
Mathematical Physics Reviews, Vol. 4, pp. 93-165, Harwood Academic, Chur, 1984.

[Bor] A. Borel, “Linear Algebraic Groups,” (2nd enlarged ed.), Graduate Texts in Mathe-
matics, Vol. 126, Springer-Verlag, New York/Berlin /Heidelberg, 1991.

[Bou] N. Bourbaki, “Groupes et Algebres de Lie,” Chap. I et Chaps. IV-VIII, Actualités
Scientifiques et Industrielles, Vols. 1285, 1337, et 1364, Hermann, Paris, 1960, 1968,
1975.

[D] V. G. Drinfeld, Quantum groups, dans “Proceedings of the I.C.M.,” pp. 798-817,
Berkeley, CA, 1986.



CLASSIFICATION DE TRIPLES DE MANIN 167

[G] F. Gantmacher, Canonical representation of automorphism of a semisimple Lie
group, Math. Sb. 47 (1939), 101-144.

[K1] E. Karolinsky, A classification of Poisson homogeneous spaces of a compact Poisson
Lie group, Math. Phys. Anal. Geom. 3 (1996), 545-563.

[K2] E. Karolinsky, A classification of Poisson homogeneous spaces of a compact Poisson
Lie group, Dokl. Akad. Nauk 359 (1998), 13—15.

[K3] E. Karolinsky, A classification of Poisson homogeneous spaces of a reductive complex
Poisson Lie group, Preprint math.QA.9901073, 1999.

[KS] Y. Kosmann-Schwarzbach, Lie bialgebras, Poisson Lie groups and dressing transfor-
mations, dans “Integrability of Nonlinear Systems, Proc. of the CIMPA School,
Pondicherry University, India, 8-26 January 1996.”

[M1] T. Matsuki, The orbits of affine symmetric spaces under the action of minimal
parabolic subgroups, J. Math. Soc. Japan 31 (1979), 331-357.

[M2] T. Matsuki, Orbits of affine symmetric spaces under the action of parabolic sub-
groups, Hiroshima J. Math. 12 (1982), 307-320.

[OV] A.L. Onishchik and E. B. Vinberg, “Lie Groups and Lie Algebras,” Encyclopaedia of
Math. Science, Vol. 41, Springer-Verlag, Berlin /Heidelberg/New York, 1990.

[P1]  A. Panov, Manin triples of real simple Lie algebras, 1, Preprint math.QA.9904156.

[P2]  A. Panov, Manin triples of real simple Lie algebras, 2, Preprint math.QA.9905028.

[S1] M. Semenov-Tian-Shansky, What is a classical r-matrix, Funk. Anal. i Priloz. 17
(1983), 69-70.

[S2] M. Semenov-Tian-Shansky, Dressing transformations and Poisson group actions,
Publ. RIMS, Kyoto Univ. 21 (1985), 1237-1260.

[W]  G. Warner, “Harmonic Analysis on Semi-simple Lie Groups,” Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften in Einz., Vol. 188, Springer-Verlag, Berlin /Heidel-
berg/New York, 1972.

APPENDIX: TRIPLES DE MANIN ASSOCIES AUX

r-MATRICES DE BELAVIN-DRINFELD
Guillaume Macey!

A.1. r-Matrices factorisables et triples de Manin diagonaux

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur R ou C, muni d’une
forme bilinéaire non dégénérée invariante, K, ce qui permet d’identifier g
et son dual g*. On note ¢ I’élément de ¢ ® g correspondant ainsi a K. Si
R est un endomorphisme de g, on note R* I'endomorphisme de g déduit
du transposé de R et de lidentification de g et g*. On note U(g) son
algeébre enveloppante.

! Ecole Normale Supérieure, DMA, CNRS, UMR 8553, Equipe Groupes et Géométrie, 45,
rue d’Ulm, 75005 Paris. E-mail: macey@clipper.ens.fr.
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Un élément r de g ® g est appelé r-matrice factorisable, pour K, si et
seulement si r est solution de I’équation de Yang—Baxter modifiée,

r+rit =t (A1)
[r12,7'13] + [712,r23] + [r13,r23] =0, (AZ)

avec,sir=Ya,®b,r =Lb®a,®1,r'*=%a,®b,®1,r”% =Y,q,
®1®b et r®=%,1®a,®b, € U(q)®* et [r'?,r*] est le crochet dans
Uu@)®, ... .

Un opérateur factorisable, pour K, est une application linéaire R:
a — g telle que

R+ R*=id, (A3)
[RX,RY]=R([RX, Y]+ [X,RY] - [X,Y]), X.Yeg. (A4)

Si R est un endomorphisme de g, 'isomorphisme canonique de I’espace
des endomorphismes de g avec g* ® g et l'isomorphisme entre g et g*
lui associe un élément v de g ® g. Alors R est un opérateur factorisable
si et seulement si r est une r-matrice factorisable. Voir pour cela [BD,
Paragraphe 6.2], ou notre R correspond a leur f*. Dans Lc. il est montré
que f, i.e., R* est un opérateur factorisable si et seulement si r est une
r-matrice factorisable. Mais on vérifie sans peine que R* = id — R est un
opérateur factorisable si et seulement si il en va de méme de R*. Cette
interversion de R et R* explique le choix de 'opposé du cobord de —r au
lieu de celui de r, dans (A.8), car celui-ci est égal au cobord de r?'. Soit B
la forme bilinéaire symétrique, non dégénérée, invariante sur l'algébre de
Lie g X g définie par

B((X,Y),(X’,Y’)) =K(X,X') -K(Y,Y'), X, XY, Y eq.
(A.5)

Notons diag ¢ = {(X, X)|X € g}. Clest clairement une sous-algebre
Lie de g X g, isotrope maximale. Nous dirons qu’un triple de Manin dans
a X g est diagonal s’il est de la forme (B, diag g, 1').

La proposition suivante est due a Semeno-Tian-Shansky [S2, Proposition
1], ou il il faut noter que notre R correspond a son R, .

PROPOSITION 1. (i) Soit R un opérateur factorisable correspondant. On
note i Uapplication de g dans g X g définie par

in(X) = (RX,-R*X), Xeg.

Notons gy son image. Alors T = (B, diag g, a'z) est un triple de Manin
diagonal.
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(ii) Cette correspondance, R — T, établit une bijection entre les
opérateurs factorisables et les triples de Manin diagonaux.

Démonstration. Prouvons (i). Tenant compte de (A.3), on voit facile-
ment que

(X,Y) € g sietseulementsiX = R(X -Y). (A.6)

Le fait que g’y soit stable par le crochet de g X g équivaut a la rela-
tion (1.4).
On note au passage que 'on a, pour X,Y € g,

[ir(X),ig(Y)] =ig(Z), avec Z=[RX,RY]—-[R*X,R*Y].
(A7)

Par ailleurs, tenant compte de (A.3), le fait que g; soit isotrope pour B
est immédiat. Enfin g'; et diag g sont supplémentaires car R + R* = id .
Ceci prouve que J; est un triple de Manin et achéve de prouver (i).
Prouvons (ii). Si (B, diag g, 1) est un triple diagonal, i’ est un sous-espace
supplémentaire de diag g. Il en résulte qu’il existe un unique endomor-
phisme de g, R, tel que i’ = {(RX, —R'X)|X € g}, ou R =id, — R. En
effet Papplication linéaire j de 1’ dans g qui a (X,Y) € i’ asssocie X — Y
est injective, puisque diag g et i’ sont supplémentaires, donc bijective pour
des raisons de dimension. Alors on voit que la composée, R, de l'inverse
de j avec la premicre projection est la seule solution possible. Alors
I’égalité (A.3) est une conséquence immmédiate du fait que i’ est isotrope.
Ceci montre I'unicité de l'opérateur factorisable, R, s’il existe, tel que
Ix = (B,diag g,1). 1l reste a prouver que R défini ci-dessus est un
opérateur factorisable, car i = q';, d’apres ce qui précede. Il reste a
vérifier (A.4). On utilise pour cela le début de la preuve de (). |

On rappelle que la donnée d’une structure de bigebre de Lie sur un
espace vectoriel de dimension finie a est la donnée d’une structure
d’algebre de Lie sur a et a* avec des relations de compatiblités qui se
résument comme suit (voir par exemple [KS, Paragaphe 1]):

Soit D =a & a*, soit B' la forme bilinéaire symétrique non
dégénérée pour laquelle a et a* sont isotropes et induisant la
forme bilinéaire canonique sur a X a*. Les structures d’algebres
de Lie sur a et a* donnent lieu a une structure de bigebre de Lie
si et seulement si il existe une structure d’algebre de Lie sur D,
induisant celles déja données sur a et a*, telle que B' soit
D-invariante. Cette structure, si elle existe, est nécessairement
unique et est appelé double de la bigebre de Lie ¢. Alors
(B',a,a*) est un triple de Manin, appelé triple de Manin
canonique de la bigebre de Lie.
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On sait que:

Toute r-matrice factorisable induit une structure de bigebre de Lie
sur Ialgebre de Lie g, la structure d’algebre de Lie sur q étant la
structure de départ et le crochet sur q* étant donnée par la
transposée de I’opposé du cobord 8, de r, qui est I’application
linéaire de § dans g ® g, définie par

6(X)=(adX®1+1©adX)(r), Xegq. (A.8)

En effet le cobord de —r, est égal au cobord de 7 = r?' — (¢/2), qui est
antisymétrique et vérifie les conditions voulues pour que son cobord
définisse structure de bigébre de Lie (cf. [D, paragraphe 4] et [BD,
équations 6.2 a 6.5], voir aussi [KS, Paragraphe 2.2], pour plus de détails).
Cette bigebre de Lie sera dites factorisable, pour K. Le triple de Manin
canonique de cette bigebre sera noté (B, g, g*), D = g ® g* étant muni
de sa structure de double.

PROPOSITION 2.  On note R I’opérateur factorisable associé¢ a r. Si X € g,
on note X* Uélément de g* défini par X*(Y) = K(X,Y), Y € q.

Soit a Iapplication linéaire de g X q dans D qui envoie diag g dans g et
a'r dans g*, définie par

a(X,X) =X, a(RX,-R*X)=X*  Xegq.

Alors « est un isomorphisme d’algebres de Lie entre g X q et D qui
transforme le triple 7, dans (B', g, a*).

Démonstration. La restriction de a a diag g est clairement un mor-
phisme d’algebre de Lie. Montrons qu’il en va de méme de la restriction
de a a g';. Il suffit, au vu de la définition de «, de prouver

a([ig(X),ir(V)]) = [X*,Y*], X, Yeaq.

Avec Z comme dans (A.7), il suffit de montrer que [X*,Y*] = Z*. On
calcule pour cela [X*,Y*](T), T € g. Tenant compte de la définition du
crochet dans g* comme transposé du cobord de —r, un calcul immédiat
conduit au résultat voulu et la restriction de a est bien un morphisme
d’algebre de Lie.

En tenant compte de (A.3), il est clair que les restrictions de « a diag g
et g’; sont injectives, donc « est bijective. Montrons que « transporte B
en B'. Tenant compte de lisotropie des différentes sous-algebres, il suffit
pour cela de montrer

B(a(X, X), a(ix(Y)) = B((X, X),i(Y)), X.Yeq,
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ce qui est immédiat en tenant compte de (A.5). Alors « transporte la
structure d’algebre de Lie dans une structure d’algebre de Lie sur D ayant
la propriété caractéristique du double, i.e. l'invariance de B’. Elle doit
donc coincider avec celle ci. Ceci achéve la preuve de la Proposition. ||

A.2. Triples de Manin associés aux r-matrices de Belavin—Drinfeld

On va utiliser les résultats précédents pour une algebre de Lie simple
sur C, qu’'on note g, pour se conformer aux notations du corps de I’article
(cf. Théoréme 6 et les notations qui le précédent), et on prend pour K a
forme de Killing de g,. Soit j,, une sous-algébre de Cartan de g,
q:=gq,; X ay, 1o =1, X i; et B la forme C-bilinéaire sur g, g-invariante,
égale a K sur le premier facteur et & —K sur le deuxi¢cme facteur (cf.
(A.5)).

On remarque que g, = g; X {0}, g_= {0} X g,. On fixe une sous-algebre
de Borel b, de g, contenant j,. On note b} la sous-algeébre de Borel
opposée, relativement a j;. On pose b, = b; X b}. Soit 7] un systéme de
générateurs de Weyl de q,, relativement a I’ensemble, 3, des racines
simples de I’ensemble des racines de j, dans b,. On note 7 le systeéme de
générateurs de Weyl de g égal a (7] X {0}) U ({0} X 77). On appelle
donnée de Belavin—Drinfeld diagonale une donnée de Belavin—Drinfeld
généralisée pour g, B, j,, by, (A4, A, 1,,1,) (cf. Définition 5 du corps de
larticle), telle que A soit Iidentité de 3, ce qui implique que 1, est
réduit a z€éro. On utilise librement les notations de la Définition 5 et de la
Proposition 8. En particulier f (resp. {') est le sous-espace de j, engendré
parles (H,,H,,), a €T, (resp. (H,, H,,), « € I'".). Donc { est égal a
la diagonale de j; X {,. On note K, la restriction de K a j;, qui permet
d’identifier j; et j¥. On note ¢, ’élément de j; ® j, correspondant a K,
dans cette identification. Si R, est un endomorphisme de j,, i.e un
élément de j¥ ® j,, l'isomorphisme entre le premier facteur avec j,
permet de lui associer un élément de j; ® j,.

LEmMMA 1. () 1 existe un unique endomorphisme R, de i, satisfaisant

Pty = {(RX, —RiX)|X €} (A9)

Ry +Rf =id; . (A.10)

(ii) Notons r, Iélément de j, ® i, correspondant a R,. Alors la
correspondance qui a i, associe R, resp r,, est une bijection ente les

sous-espaces lagrangiens de ', i, tels que (f' ® 1) N diag i, = {0} et les
endomorphismes R, de j, vérifiant (A.10)) et

R(H,-H,)=H, acl,, (A.11)
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resp. les éléments ry de i, ® i, satisfaisant
ro+rit =1, (A.12)
(Aa®id)(r) + (id ® a)(r;) =0, acsl,. (A.13)

Démonstration. Notons D' = f' + i,. Cest un sous-espace de j; X j,
qui est supplémentaire de diag j; (cf. (3.16)). Il en résulte qu’il existe un
unique endomorphisme de f,, R, tel que d = {(R, X, -R\X)|X € j,},
ou R| =id; — R, (cf. debut de la preuve de la Proposition A.1 (ii)).
L’isotropie de d' montre que R) est égal a R¥, ce qui montre que (A.9) et
(A.10) sont vérifiées. Ceci prouve ().

Prouvons (ii). La discussion précédente montre que les opérateurs
satisfaisant (A.10) sont en correspondance bijective avec les sous-espaces
lagrangiens supplémentaires de la diagonale définis par le membre de
droite de (A.9). Tenant compte de (A.10), on voit que la condition (A.11)
équivaut 2a

(Rl(Ha - HA'a)’ _RT(HDL - HA'a)) = (Ha’HA'a)’ a < 1_v+‘

Ceci équivaut a dire que le sous-espace lagrangien correspondant con-
tient f. Comme f{' est lagrangien dans l'orthogonal de a’, qui est un
sous-espace de j, supplémentaire de a’, tout élément d’un sous-espace
lagrangien D’ de j, contenant f' est la somme dun élément de ' et d’un
¢lément de a’. Donc d' = {' + i, ou i, est un sous-espace lagrangien de
a’. La partie de (ii) sur les opérateurs en résulte.

Maintenant, la condition (A.11) jointe a la condition (A.10) équivaut a la
condition

R¥(H,) + R(Hy,) =0, acl,. (A.14)

Alors la partie sur les r-matrices est immédiate puisque (A.12) est la
reformulation de (A.10) et que (A.13) est la reformulation de (A.14),
compte tenu du fait que, d’apres les propriétés de A’ (cf. Définition 5.2,
équation (3.15)),

KI(HA'a’HA'a) :Kl(Ha’Ha)’ aercr

Il résulte immédiatement de ce Lemme que la correspondance qui
associe a une donnée de Belavin—Drinfeld diagonale, (A, A, 1,,1,), le
triplet, admissible au sens de [BD, paragraphe 6.1], (I",,T"_, A') et d’un
élément r; de j; ® j, défini ci dessus est une bijection entre I’ ensemble
des données de Belavin—Drinfeld diagonales et les paires formées d’un
triplet admissible au sens de [BD, paragraphe 6.1], (I'",,T"_, 4’), et d’un
¢lément r, de j; ® j, vérifiant (A.12) et (A.13). A une telle paire, Belavin
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et Drinfeld ((BD, Theéoréme 6.1]) associent une r-matrice factorisable,
dépendant du choix de 7], que nous allons décrire. On va décrire
I’opérateur factorisable correspondant. On note R, 'endomorphisme de j,
correspondant a r,.

On note encore A l'extension par R-linéarité de 4" a I’ ensemble R’,
des racines de i, dans g, qui sont des combinaisons linéaires d’éléments
de I',.

On note m’, l'algebre de Lie engendrée par les sous-espaces radiciels
correspondants a des ¢léments de R’.. On définit m’ de facon similaire.

On rappelle que 7' est le morphisme d’algebres de Lie, de m’, vers nt’,
caractérisé par

M(X) =Xge T(Y) =Yy acT,. (A5

On définit un ordre sur I’ensemble des racines de j, dans g,, défini par
a < B sl existe k> 0 tel que B=A%(a), ob, par convention A°, est
I'identité sur I’ensemble de toutes les racines.

On peut choisir, pour toute racine de j, dans g,, «, un éléments E, de
gy de sorte que

K(E,E_,)=1 (A.16)
7(E))=E,,, a€cR,. (A.17)

Pour cela on commence par choisir les £, pour les éléments « minimaux
pour <. On remarque que (A.16) implique que E* est égal a 1 sur E_,
et nul sur tous les sous-espaces radiciels sous j, distinct de g{. Alors le
Théoreme 6.1 de [BD] se reformule comme suit, en termes d’opérateurs
factorisables (on a échangé le role des racines positives avec les racines

négatives dans notre reformulation).

L’ endomorphisme R = R 4, 5, de &, défini par:

R; =R, (A.18)
RE,= — ), Eg, RE_, = Y E_,, a racine positive de §, dans g,
B<a axp

(A.19)

est un opérateur factorisable et tout opérateur factorisable est de
cette forme, pour un choix convenable de i, et 7.

PROPOSITION 3.  Le triple de Manin, dit de Belavin—Drinfeld, 7, associé
par la Proposition 1 a Iopérateur factorisable R = R 4 5. et le triple

Tsa.w» défini dans la Proposition 8 du corps de Iarticle, coincident.
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Démonstration. On mnote I = (B, diag q,,1) et Tz 5 = (B,diag
ay, 1). Il faut voir que i est égal a i'. Pour des raisons de dimension, il
suffira de prouver que i, est contenu dans i'. Rappelons que i =
{(RX, —R*X) | X € q,}. D’abord, d’ aprés la définition de R et R, on a

{(RX, -R*X), X €} =1 +1i,.

Puis on a, pour « racine positive j; dans g, en tenant compte de (A.19)
et du fait que R + R* =id,

(REa,—R*Ea)=(— Y E,.- ¥ E

B<a B=<a

S’il n’existe pas de racine strictement plus petite que « pour =<, a n’est
pas élément de I et (RE,, —R*E,) est égal a (0, E,). Mais avec les
choix de signes, (0, E,) est €lément du radical nilpotent de i’, m’ (cf. ci
dessus et Proposition 8 de I’article). Sinon, on note vy la plus petite racine
parmi celles qui sont plus petites que «, pour =<, dont on vérifie sans
peine qu’elle existe. Alors y n’est pas élément de I"_ et (0, E,) est
€lément de n'. En outre un calcul immédiat montre que

(RE,, —R*E,) = (RE,,'(RE,)) + (0, E,)

qui est donc la somme de 2 éléments de i’, donc est aussie élément de {1/,
comme désiré. On démontre de méme que (RE_,, —R*E__) est un
élément de i'. Ceci prouve l'inclusion cherchée et acheéve de prouver la
Proposition. i

Remarque 5. Comme ., 5 dépend pas du choix des E,, la Propo-

sition montre qu’il en va de méme de F, donc de R = R 4, 5., d’apres la
Proposition 1 de I’Appendice.
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