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Introduction

Soit G le groupe des points sur F d’un groupe linéaire algébrique réductif et connexe
défini sur F, ou F est un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note
Ag le plus grand tore déployé du centre de G.

On note M(G) la catégorie des représentations lisses de G sur des espaces vectoriels
complexes, i.e. dont tout vecteur est fixé par un sous-groupe compact ouvert. Le centre
de Bernstein, Z B(G), est I’algebre des transformations naturelles du foncteur identité
de M(G). Pour V objet de M(G), tout élément z de Z B(G) définit un endomorphisme
zy de V. Pour w un élément de I’ensemble ZAB(G), des caractéres de ZB(G), i.e. des
morphismes de 1’algébre Z B(G) dans C, on note V,,, I’espace
{v e Vl]il existe n € N avec (zv — w(2))"v =0, pour tout z € ZB(G)}.

Si v est un caractere non ramifié de G et ZB(G) agit sur une représentation (7, V) par
w, ZB(G) agit sur le produit tensoriel (w ® v, V), par un caractere, qu’on note .

On note A(G) I’espace des fonctions sur G qui sont biinvariantes par un sous-
groupe compact ouvert et qui sont Z B(G)-finies. On montre facilement que c’est aussi
I’espace des coefficients des représentations admissibles de G. Le groupe G x G agit
sur cet espace : par représentation réguliere gauche (resp. droite) pour le premier (resp.
deuxiéme ) facteur.

On dispose aussi de I’espace A;emp(G) formé des éléments tempérés de A(G).

Si P = MN est un sous groupe parabolique de G, 7 une représentation de M sur
laquelle ZB(M) agit par un caractere 6, ZB(G) agit par un caractere de ZB(G), 6,
sur la représentation induite i, pr. L’induction est ici normalisée de telle sorte que les
induites de représentations unitaires soient unitaires.

On note Py = MyNy un sous-groupe parabolique minimal de G et on note Py,
I’ensemble des sous-groupes paraboliques de G contenant Py. Si P = MN est un
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sous-groupe parabolique contenant My, on note, par un abus de notation dans cette
introduction (voir le corps du texte pour plus détails) , a},, I’ensemble des caractéres
non ramifiés de Ay, ou de M, a valeurs dans R™, qui a une structure naturelle
d’espace vectoriel. On note aj au lieu de a*MO. On muni aj d’un produit scalaire

invariant par le groupe de Weyl, W¢. Par des identifications naturelles a; contient
a*M. On note a"}‘fr, I’ensemble des caractéres non ramifiés de M, a valeurs dans R1*, et
strictement P-dominants. On note P le sous groupe parabolique opposé a P.

Soit w un caractere de Z B(G). Le but de ce travail est d’introduire une filtration, ¥,
de A(G), ou G agit par représentation réguliere droite et de montrer (cf. Théoreme
2) que le gradué G, de celle-ci est naturellement isomorphe a la somme directe sur
PePy,0cZBM),vec b’ tels que 0, = w de

tiG,PxF(Atemp(M)e V)

et Aremp(M)gv est I’espace des produits par v des éléments de Aepmp(M)g, muni de
I’action de M x M donnée par la représentation réguliere gauche (resp. droite) du
premier (resp. deuxieme facteur).

La preuve nécessite, entre autres, une description de A;ep (G) a1’aide des dérivées
de coefficients de représentations induites que nous allons préciser. Soit P = M N un
sous-groupe parabolique standard, § une représentation irréductible de carré intégrable
de M (la représentation est unitaire et les coefficients sont de carré intégrable modulo
le centre de M). Lorsque v décrit ’ensemble Im X (M) des caracteres non ramifiés
unitaires de M, la représentation induite i, p (8 ® v) peut étre réalisée dans un espace
indépendant de v, par restriction des fonctions a un bon sous-groupe compact ouvert
maximal, de méme que sa contragrédiente. On peut alors considérer les coefficients de
ces représentations, correspondants a des vecteurs fixés de ces réalisations:

Ey(g) =< iGp(d ®v)(gv,v >, g€G.

Alors pour g fixé, E,(g) est une application C* sur la variété ImX (M). Si on ap-
plique a cette application différentiable, un opérateur différentiel sur ImX (M), D,
I’application, pour v fixé, g — DE,(g) est un élément de A;emp(G). On note
Aremp(G, 8), I'espace des fonctions ainsi obtenues lorsque D varie et v est égal au
caractere trivial. Alors nous montrons (cf. Théoréme 1) que I’espace A;enp(G) est
égal a la somme directe, sur les (M, §), comme ci-dessus, modulo conjugaison par un
€lément de G, des espaces A;emp (G, §). Ce résultat est une conséquence de la carac-
térisation par Harish-Chandra de la transformée de Fourier de I’espace de Schwartz de
G (cf. [W2]) et de I'utilisation de la description du centre de Bernstein (cf. [BD]).

Décrivons maintenant la filtration F,. On rappelle a cette fin la notion de terme
constant et d’exposant d’un élément de A(G) le long d’un sous-groupe parabolique
P = MN, contenant Mp. On note §p sa fonction module. Soit A un élément du plus
grand tore déployé, Ay, du centre de M, qui est strictement P-dominant. Alors, on sait
que, pour tout f € A(G), il existe un unique élément fp € A(M) tel que, pour tout
m € M, il existe N € N, tel que, pour toutn > N : fp(m\*) = 8;1/2(mk”)f(mkn).
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Cet élément ne dépend pas de choix de L. Comme nous sommes amenés a considérer
des familles de fonctions, il est important pour nous d’utiliser le fait, du a J. Bernstein
(cf. [B], voir aussi [Bu], Theorem 1), que N peut étre choisi indépendamment de f
biinvariante par un sous-groupe compact ouvert donné, pour un choix judicieux de A,
dépendant de ce sous-groupe compact ouvert et de m.

On appelle exposant de f le long de P tout caractere a valeurs dans C* de Ays qui
intervient comme sous-quotient de la représentation, par action réguliere droite de Ay,
dans I’espace, de dimension finie, des translatés de fp par les éléments de Ajyy.

On appelle exposant asymptotique de f, tout exposant d’une fonction obtenue a
I’aide des translatés de f, a gauche et a droite, par des éléments de G.

On note E”;,“L, le cone convexe fermé des éléments P-dominants de a’;,. Siv e a’;,,
on note vp sa projection sur ce cone convexe fermé. Si y est un caractére continu, a
valeurs dans C*, de Ay, son module est un caractére non ramifié de Ay, noté, par
abus de notation dans cette introduction, Rey.

On note &, I’ensemble des paires (P, x), ou P € Py et x est un exposant asymp-
totique le long de P, d’au moins un élément de A(G),,. On voit facilement que c’est
un ensemble fini. On note 82), I’ensemble des éléments (P, x) de &, pour lesquels la
norme de Rey p est minimale. On définit par récurrence 82)“ comme 1’ensemble des
éléments (P, x) de &, \ Ukzo..,nccl’(f) pour lesquels la norme de Rey p est minimale.

Alors, la filtration JF,, est définie comme suit : J est I’ensemble des éléments de
A(G),, dont les exposants asymptotiques sont éléments de Uk:()”_,,(‘lﬁ).

La description d’une application de 37, /3’2)’1 dans I’espace décrit plus haut est
relativement simple a I’aide des f7. La détermination de I’'image est plus délicate. Elle
repose d’une part sur un Lemme de Langlands décrivant le comportement asympto-
tique de coefficients de certaines représentations induites. D’aute part, il faut parvenir
a différentier ce résultat et en tirer partie.

C’est a cet effet que nous nous intéressons aux coefficients de familles de représen-
tations, et a leurs dérivées par rapport au parametre de la famille. On utilise également
la description de Aemp (G) (et plus généralement de Ayepp (M)) explicitée ci-dessus.

Ces résultats sont 1’analogue pour les groupes p-adiques de résultats de J. Franke
pour les formes automorphes (cf. [F]). Ils font suite a des résultats de S. Souaifi [Sou]
sur les espaces symétriques réductifs réels, eux-mémes inspirés des travaux de Franke
et de leur présentation par J.L. Waldspurger (cf. [W1]). On trouve trace de I’utilisation
de la projection sur des cones convexes fermés dans le travail de H. Hecht et W. Schmid
(cf.[HS]), pour la classification de Langlands des représentations des groupes réels,
et dans celui de Carmona [Car], ol ce dernier montre en outre le rle tenu par ces
projections dans la classification de D. Vogan. Nous nous sommes largement inspirés
du travail de S.Souaifi.

Remerciements. Je remercie Jean-Pierre Labesse, qui a répondu a mes nombreuses
questions de novice dans le sujet. Je remercie Julien Cassaigne de m’avoir fourni une
démonstration du Lemme 13.

Je remercie vivement le rapporteur pour ses nombreuses indications, remarques et



134 P. Delorme

suggestions. Le rapporteur a notamment suggéré d’étendre nos résultats aux cas de
corps locaux de caractéristique non nulle. Nous n’avons pas eu le temps de traiter cette
intéressante question. Cela nécessiterait au minimum un changement important dans
les références.

1 Notations, rappels et compléments

1.1

On va utiliser largement des notations et conventions de [W2]. Soit F un corps lo-
cal non archimédien, de caractéristique O de corps résiduel F,. On considere divers
groupes algébriques définis sur F, et on utilisera des abus de terminologie du type
suivant suivant : “soit A un tore déployé” signifiera “soit A le groupe des points sur F
d’un tore défini et déployé sur F”. Soit G un groupe linéaire algébrique réductif et con-
nexe. On fixe un sous-tore Ay de G, déployé et maximal pour cette propriété. On note
My son centralisteur. On fixe un sous-groupe parabolique minimal de G, contenant
My, Py. Un sous-groupe parabolique P de G est dit semi-standard (resp. standard) s’il
contient My (resp. Pp). Alors il contient un unique sous-groupe de Lévi M (noté aussi
Mp) contenant My appelé sous-groupe de Lévi semi-standard ou simplement sous-
groupe de Lévi de P. Son radical unipotent sera noté N ou Np. Pour un sous-groupe
parabolique semi-standard, I’expression P = M N référera a cette décomposition. On
note P(M) I’ensemble des sous-groupes paraboliques de Lévi M.

Si H est un groupe algébrique, on note Rat(H) le groupe des caracteres algébriques
de H définis sur F. Si V est un espace vectoriel réel, on note V* son dual et V¢ son
complexifié. On note Ag le plus grand tore déployé dans le centre de G. On note
ag = Homgz(Rat(G), R). La restriction des caracteres rationels de G a Ag induit un
isomorphisme

Rat(G)z @ C =~ Rat(Ag)z ® C. (1.1)

On dispose de I’application canonique :
H; : G — ag (1.2)

définie par
e~He(-x> — |y (x)Ir, x € G, x € RatG (1.3)

ou |.|f est la valuation normalisée de F. Le noyau de Hg, qui est noté G, est I'inter-
section des noyaux des caracteres de G de la forme |x|r, x € Rat(G). On notera
X(G) = Hom(G/G', C*). On a des notations similaires pour des sous-groupes de
Lévi semi-standards.

Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard, on notera ap = ap,. On note
ap = apy,, Ho = Hpy,. On note ag p, resp. dg.r 'image de G, resp. Ag, par Hg.
Alors G/G! est un Z-module libre de type fini (on dira réseau dans la suite au lieu
de Z-module libre de type fini) isomorphe a ag . Soit M un sous-groupe de Lévi
semi-standard. Alors les inclusions Ag C Ayy C M C G, déterminent un morphisme
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surjectif ays ¥ — ag F, resp. un morphisme injectif ag g — apm F, qui se prolonge
de maniere unique en une application linéaire surjective entre ay; et ag, resp injective
entre ag et ay. La deuxieme application permet d’identifier ag a un sous-espace de
ap et le noyau de la premiere, ag[, vérifie

aMzaAG,,@a(;. (1.4)

Il y a une surjection
(a5)c = X(G) — 1 (1.5)

qui, en utilisant la définition (1.1) de ag avec Ag , associe, a x ® s, le caractere
g — |x(g)ly- Le noyau est un réseau et cela définit sur X (G) une structure de
variété algébrique complexe pour laquelle X (G) ~ C*¢, ot d = dimgay. Pour
X € X(G), soit A € a*(‘;’(c un élément se projetant sur x par 1’application (1.5). La
partie réelle Re A € af; est indépendante du choix de A. Nous la noterons Re In x. Si
x € Hom(G, C*), le module du caractére x appartient a X (G) et on note Re In x
I’élément de a*& correspondant. De méme, si x € Hom(Ag, C*), son module se
prolonge de fagon unique en un élément de X (G) a valeurs dans R** et on note encore
Re In x I’élément de ag; correspondant.

On définit Im X (G) := {x € X(G)|Reln x = 0} I’ensemble des éléments unitaires
de X (G).

De I’'isomorphisme naturel (1.1) on déduit aisément I’égalité :

AL = AN G (1.6)

On voit facilement que A }; est le plus grand sous-groupe compact de Ag. L'inclusion
de Ag dans Ag induit alors une injection de A(;/A}; dans Ao/A(l). Le choix d’une
uniformisante permet de relever Ag/ A(l) dans un réseau de Ag, A(Mp) : c’est I'image
du réseau des sous-groupes a un parametre de Ag par I’évaluation en I’uniformisante.
Le réseau des sous-groupes a un parametre de Ay a pour image un sous-réseau de
A(Mp), A(M), quireleve Ay /AL,

Notons X(Ajp) I’ensemble des racines de Aps dans I’algebre de Lie de G, qui
s’identifie a un sous-ensemble de a3,. Si P € P(M), on note L (P) 'ensemble des
racines de Ay, dans I’algebre de Lie de P et A(P) le sous-ensemble des racines
simples.

Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard, de sous-groupe de Lévi M, on
note A(P)~~ I’ensemble des A € A(M) qui sont strictement P-antidominants, i.e.
tels que ¢ (A)| < 1, ¢ € Z(P).

On pose Ag = A(Py) et ag = ap,. On note WY le groupe de Weyl de G relative-
ment 2 Ao, qui agit sur ag. On choisit un produit scalaire WS -invariant sur aj.

On note :

tal (resp.Tap) = {v € afylv = Z XqQOUXy > 0, resp.xq > 0}, (1.7)
weA(P)

ab (resp. @57 = {v € al,|(v|@) > 0 (resp. > 0),a € Tp.}
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On note E(J)r = HJIS . On définit:
0
— ety =+ =+
My = Hy, @), Ay = My N Ap.

On fixe un sous-groupe compact maximal K de G, qui est le fixateur d’un point spécial
de I’appartement associé a Ao dans I’immeuble de G (cf. [T]). Alors, pour tout sous-
groupe de Lévi M d’un sous-groupe parabolique semi-standard, P = MN, K " M
vérifie la méme propriété pour M. En particulier on voit que K N Ag = A(l). Le groupe
M& est compact et on a la décomposition:

G =V, KmK . (1.8)

1.2

On note C*(G) (resp. D(G)), I’espace des fonctions localement constantes sur G
(resp. localement constantes et a support compact) et le dual de D(G) est appelé espace
des distributions sur G. On note Cy;5.(G) I’espace des fonctions lisses sur G, i.e. des
fonctions invariantes a gauche et a droite par un sous-groupe compact ouvert de G. Une
représentation de G dans un espace vectoriel complexe est dite lisse si tout vecteur est
lisse, i.e. invariant par un sous-groupe compact ouvert. Alors G agit sur C*°(G) (resp.
Clisse(G), D(G)) par les représentations régulieres gauche et droite, de fagon lisse
pour Ciisse(G), D(G).

On note H(G) I’algebre de convolution des distributions localement constantes, a
support compact sur G. La multiplication par un choix de mesure de Haar définit un
isomorphisme entre D(G) et H(G). On fera parfois cette identification sans référence
explicite. A toute représentation lisse de G correspond une représentation non dégé-
nérée de H(G), notée de méme, ce qui établit une équivalence de catégories.

1.3

Le centre de Bernstein sera noté Z B(G) (cf. [BD]). C’est I’ensemble des transforma-
tions naturelles du foncteur identité de la catégorie, M(G), des représentations lisses
de G (ou des H(G)-modules non dégénérés). Ce centre admet une autre description en
termes de distributions : il s’identifie & ’ensemble des distributions 7 sur G qui sont
invariantes par conjugaison et essentiellement compactes, ce qui veut dire que pour
tout f € D(G), T * f estégala f =T et est a support compact (c’est alors un élément
de D(G)). La correspondance se fait en deux temps.

Si z est un élément de Z B(G), il définit un endomorphisme de toute représentation
lisse de G (on dira aussi G-module lisse), V, noté zy . On définit un endomorphisme o,
de D(G) qui commute aux représentations régulieres gauche et droite de G en posant

a(f) =zpi) [ f € D)

ou G agit par représentation réguliere gauche sur D(G). La commutation a la repré-
sentation réguliere droite provient des propriétés de z.
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Si f € C*(G), on note f I’élément de C°°(G) défini par

flor=rfg™h, get.

Par transposition, on en déduit une opération sur les distributions, notée de méme.
On définit une distribution 7, sur G, en posant

T.(f) = (az(N)(e), f € D). (1.9)

On voit que «; est enticrement déterminée par 7,. L’équation suivante, valable pour
tout G-module lisse, (77, V'), montre comment retrouver z a I’aide de 77, ou o, :

a;(f) =T f, zv(@(HHv) =w(a (v, veV, feDQG). (1.10)

Si (7, V) est une représentation lisse de G, on note 1% I’espace des vecteurs lisses de la
représentation de G dans le dual, V*, de V. C’est une représentation lisse de G, notée
7, qu’on appellera représentation contragrédiente de V. On appelle coefficient d’une
représentation lisse, tout coefficient issu de la dualité entre V et \7, i.e. toute fonction
sur G de la forme g —>< gv, v >, pourv € V, v € \7 qui est alors une fonction
lisse. On dit que (7, V) est admissible, si, pour tout sous-groupe compact ouvert, la
dimension de I’espace des invariants est finie. La contragrédiente d’une représentation

admissible est admissible et V s’identifie 2 V. Si z est un élément de Z B(G),et T est
la distribution correspondante, T possede les mémes propriétés que T et est associée
a un élément de ZB(G), noté Z. Montrons que, pour toute représentation lisse (7, V)
de G,ona:

<YV, 0 >=< 0, ;0 > . (1.11)

Pour cela, v et v étant fixés, on choisit un sous-groupe compact ouvert fixant v et v.
On note B la mesure de Haar de ce sous-groupe compact ouvert, divisé par son volume
pour la mesure de Haar de G qu’on a choisie. On regarde 8 comme un idempotent de
H(G). Alors, comme 7 (8)v = v, on a, grace a (1.9), (1.10) :

<zyv, 0 >=< (T * B)v, v >

<zyv, 0 >=< v, T((T * ,35)17 >

< Zyv, U >=< v,ﬁ(,é* 7v")l~) > .

Comme T est invariante par conjugaison, on a f3 T = T x f. On conclut grace au fait
que 7 (B)v = 0.

14

Rappelons quelques faits bien connus. Soit P un sous-groupe parabolique semi-stan-
dard de G, M son sous-groupe de Lévi, N son radical unipotent. On note § p la fonction
module de P, p > |det(ad p, LieN)|r, ou ad est la représentation adjointe de P dans
I’algeébre de Lie Lie N de N. Si (7, V) est une représentation lisse de L, qu’on regarde
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comme représentation de P triviale sur N, on note ig p(V) ’espace des fonctions
localement constantes de G dans V, f, telles que

fep)=58,"(p)r(p™")f(2), g€ G, pe P, (1.12)

espace que I’on munit de I’action réguliere gauche de G, la représentation ainsi obtenue
étant notée ig pm. Cette correspondance définit un foncteur exact de M(M) dans
M(G).

Pour (7, V) € M(G), on note rp g(V), le P-module trivial sur N, quotient de V
par le sous-espace engendré par les 7 (n)v — v, v € V,n € N, tensorisé par 1’action
de P sur C donnée par 5;1/ 2. On note rp.c7 la représentation correspondante. Par
restriction de P a M, rp ¢ définit un foncteur exact de M(G) dans M(M). Soit Q
un autre sous-groupe parabolique semi-standard, U son radical unipotent, L son sous-
groupe de Lévi. Soit Wg p un ensemble de représentants des doubles classes dans G
sous (@, P) (G = Uyew, , QwP), qu’on peut choisir normalisant M. On suppose
en outre que W, p contient I’élément neutre. Pour w € Wp o, onnote M” ou w.M =

wMw=, PP ouw.P = wPw ', LY = w !Lw, Q“’_I = w1 Qw et W le foncteur
de M(M N Lw_l) dans M(M™ N L) qui a chaque représentation lisse 7 de M N L
associe la représentation lisse wm notée aussi 7%, de M N L définie par

wr(x) =m(w 'xw), x e MY N L. (1.13)
Alors (cf. [BZ]) le foncteur
T:=rgcgoigp:MM)— M(L) (1.14)
admet une filtration finie par des sous-foncteurs dont les sous-quotients sont
Fw:l'L’pwnLOII)OI"Qw_ImM‘M, we Wpo. (1.15)

Soit P un sous-groupe parabolique standard de sous-groupe de Lévi M, P le sous-

groupe parabolique opposé. Soit H un sous-groupe compact ouvert de G totalement

décomposé relativement a My au sens de [Bu], section 1.1 et on note A~ (P, H)

I’ensemble des éléments strictement P-antidominants du centre de M, qui sont (P, H)

positifs au sens de [Bu], section 3.1. Les propriétés importantes de ces notions sont :
e L’ensemble A~ (P, H) est non vide (cf. [BuK], Lemma (6.14) et sa preuve).

e Les sous-groupes compact ouverts totalement décomposés forment une base de
voisinage de 1’élément neutre de G (cf. [Bu], Lemma 1).

Le résultat suivant, du a J. Bernstein (cf [B], V.3.3, Lemme 31), est une forme
renforcée d’un résultat de Casselman [C]. C’est une conséquence de son Théoreme
de stabilisation (cf. [B], V.3.3, Théoreme 22, voir [Bu], Theorem 1 pour une preuve
publiée ) et de la description de la dualité entre rp (V) et ’"F,G(V) (cf. [Bu], section
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5et[C]):

Soit (7, V') une représentation lisse de G. On note p ( resp p) la pro-
jectionde V (resp. V') surrp (V) (resp. rF,G(V)). 1l existe une unique
forme bilinéaire M -invariante non dégénérée surrp (V) XIp G (V) telle
que pour tout . € A= (P), toutv € V, v € 14 (resp. pour tout sous-

groupe ouvert compact fortement décomposé, H, tout . € A~ (P, H),

toutv € V, v € V invariants par H) : (1.16)

8520 < rp (O pW), pH) =< T(W")v, T >
pour n > ng pour un ny, (resp. pour tout n > ng, ot ny dépend seulement
de A et H, mais pas de V, ni de v, v).

1.5

La tensorisation par un élément x de X(G) définit une opération de X (G) sur les
représentations irréductibles, sous entendu lisses, de G, (x, 7) > x @ 7.

On rappelle qu’une représentation lisse cuspidale de G est une représentation lisse
dont tous les modules de Jacquet, pour des sous-groupes paraboliques propres de G,
sont nuls. En tenant compte des liens entre les modules de Jacquet pour des sous-
groupes paraboliques conjugués, il suffit dans cette définition, d’utiliser des sous-
groupes paraboliques standards.

On note Irr.(G) I'ensemble des classes d’équivalences de représentations lisses
irréductibles cuspidales de G, qu’on regarde comme réunion disjointes d’orbites de
X (G), chacune de ces orbites étant munie de la structure de quotient. On considere
maintenant M un sous-groupe de Lévi semi-standard. On note W (M) le quotient du
normalisateur de M, dans G, par M qui agit aussi sur I’ensemble des représentations
irréductibles de M. On note M (resp. M, ), I’ensemble des sous-groupes de Lévi semi-
standards (resp. standards). On note €2 (G) le quotient par G de la réunion disjointe sur
I’ensemble M des sous-groupes de Lévi semi-standards, M, de Irr.(M) :

Q(G) 1= Uyentlrre(M)/G. (1.17)

Le quotient par G veut dire que si (M, w) et (M’, @') sont conjuguées par un élément
de G, elles sont identifiées. Chaque composante connexe 2 de 2(G) s’identifie a une
variété de la forme D/ W (M, D), ou M est est un élément de I’ensemble M (ou M),
D une orbite de X (M) dans Irr.(M) et ou W(M, D) est le sous-groupe de W (M) qui
préserve D. On peut remplacer M par M,;, car :

Tout sous-groupe parabolique semi-standard est conjugué a un unique

sous-groupe parabolique standard. (1.18)
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Si M’ € M est conjugué a M, on peut bien sur décrire 2 a ’aide de M’. L’algebre
des fonctions régulieres sur €2 est égale a 1’algebre des invariants de 1’algebre
Pol(X (M)), des fonctions polynomes sur X (M), sous un groupe fini d’automorphis-
mes, I'p. On a les inclusions

Pol(Q2) ~ Pol(D/W (M, D)) = Pol(D)"V™-D)  Pol(D)

(1.19)
Pol(D) = Pol(X (M))'? c Pol(X (M)).
Le résultat principal de [BD] s’énonce ainsi :
L’algébre ZB(G) s’identifie comme suit a 1’algébre, Pol(Q2(G)), des
fonctions régulieres sur Q2(G). Pour une telle fonction, @, il existe un
unique élément, z, de ZB(G) tel que pour tout sous-groupe parabolique (1.20)

semi-standard, P, de sous-groupe de Lévi M, on ait

Zig pw = Q@) dig pwy, © € Irrc(M).

La démonstration de ce théoréme comporte un résultat de décomposition de la
catégorie M(G).

Soit €2 une composante connexe de 2(G), associée a un sous-groupe de Lévi semi-
standard M, et D une orbite de X (M) dans Irr.(M).

On introduit alors la sous-catégorie pleine de M(G), M(2) (cf. [BD], Proposition-
Définition 2.8) :

Les objets de NM(2) sont les objets, V, de M(G) vérifiant la condition
suivante :

V se plonge dans la somme @ pcponic,p(rp,gV) , et, pour tout P € (1.21)
P(M), tout les sous-quotients irréductibles de rg pV sont conjugués par
des éléments de W (M) a des éléments de D.

Alors M(G) est identique a la somme directe des catégories M (£2).

Le fait que seules les sommes directes soient nécessaires résulte, apres induction,
du fait que, pour un sous-groupe compact ouvert donné de G, H, seules un nombre
fini de 2 correspondant 8 M = G ont un élément ayant un vecteur non nul fixé par H
(voir [W2], Theoreme VIII.1.2 pour un résultat plus fort). On écrit

M(G) = ®aeca)yM(RQ). (1.22)

Définition 1 Soit w un élément de 2(G), oubien w € Irr.(M) avec M € Met V un
G-module lisse. On dit que V' & un caractere infinitésimal (resp. caractére infinitésimal
généralisé) de parametre w, si pour n = 1 (resp. s’il existe n € N) tel que pour tout
élément z de ZB(G), (zv — z(w))" soit nul.

Si M est le sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique semi-standard, on
dispose d’une application naturelle de 2 (M) dans €2 (G), ce qui par composition des
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fonctions détermine un morphisme d’algebres de ZB(G) dans ZB(M), z +— zM.
Alors, on a (cf. [BD], Lemme 2.14) :

Soit P un sous-groupe parabolique de G, de sous-groupe de Lévi M et (;r, V) un M-
module lisse. L’endomorphisme de ig p (V) associé a z € ZB(G) est égal a iG,pz(‘,’I.
En particulier :

Si V est un M-module lisse de caractere infinitésimal de parametre w €
Q (M), alors ig,p(V) admet le caracteére infinitésimal dont le paramétre  (1.23)
est I'image dans Q2 (G) de w.

Lemme 1 Une représentation irréductible w posséde un caractére infinitésimal de
parametre w € Irrc(M) si et seulement si 7w est une sous-représentation de iG pr/,
ot P’ est un sous-groupe parabolique semi-standard (resp. standard) de Lévi M', o'
une représentation cuspidale de M telle que (M', ') est conjugué sous G a (M, w).

Démonstration. La partie si résulte de ce qui précede. Maintenant, toute représenta-
tion irréductible se plonge dans une induite i p@’, @' € Irre(M’). Cela résulte par
exemple de (1.21), (1.22). Or le caractere infinitésimal de i pr@’ est de parametre ',
d’apres (1.20). D’ou la partie seulement si, toujours grace a (1.20). O

On appelle exposant (resp. exposant central) d’'un G-module lisse, (7, V) tout ca-
ractere de Ag (resp. Z(G)), a valeurs dans C*, y, tel que le sous-espace

Vy :={v € V]il existe n € N tel que (n(a) — x(a))"v = 0,

a € Ag ,resp. Z(G)} (1.24)

soit non nul. Si V est admissible V. = @, V, et V donne V, est un foncteur
exact de la catégorie des modules admissibles dans elle méme. On appelle exposant
(resp. exposant central) le long d’un sous-groupe parabolique semi-standard, P, d’un
G-module lisse, (7, V) tout exposant (resp. exposant central) du M p-module lisse
rp.g(V) de Z(G).

Il est clair que tout élément de Z(G) définit un élément de ZB(G), et qu’ainsi Z(G)
s’identifie a un sous-ensemble de ZB(G).

Si (, V) est un G-module lisse admettant le caractere infinitésimal de
parametre w € Irro(M), Z(G) (C Z(M)) agit sur V par la restriction  (1.25)
du caractere central de w de Z(M) a Z(G).

En effet, soit z € Z(G) qu’on regarde comme un élément de Z B(G). On veut calculer
zZ(w). On note (M, w) un représentant de w avec M € M. Si P est un sous-groupe
parabolique semi-standard de sous-groupe de Lévi M, z(w) est le scalaire par lequel z
agit sur ig, p(w). Il est clair que c’est bien le caractere central de w appliqué a z.

Si V est un G-module lisse de longueur finie, I’ensemble des exposants (resp.

exposants centraux) de V le long de P est la réunion des ensembles des exposants
(resp. exposants centraux) de ses sous-quotients simples.
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Proposition 1 Soit (;r, V) un module lisse, de longueur finie, admettant le caractére
infinitésimal généralisé de paramétre w € Irro.(M). Soit Q un sous-groupe para-
bolique standard de G, de sous-groupe de Lévi L. Alors, si x est un caractere de Ay,
les conditions (i) et (ii) sont équivalentes :

(i) le caractere x est un exposant de V le long de Q.

(ii) il existe un sous-groupe parabolique standard P’, de sous-groupe de Lévi M’,
avec P’ contenu dans Q, o' € Irro(M’), tels que T soit une sous-représentation de
i p(@') et tels que la restriction du caractere central, ¢, de ' a Ar, soit égale a .
En outre on a (M', ') est conjugué sous G a (M, w).

(iii) Les exposants de V le long de Q sont contenus dans un ensemble fini dépendant
seulement de w (et pas de V).

Démonstration. D’apres ce qui précede, on peut supposer 7 irréductible. Montrons
que (i) implique (ii). Si x est un exposant de V le long de Q, (rg.gV), est non
nul, de longueur finie. Il existe un sous-groupe parabolique standard, R, de L, de
Lévi M, tel que rg 1 ((rg,cV)y) soit cuspidal : on prend R minimal parmi les sous-
groupes paraboliques standard de L pour la condition rg, 1 ((rg.cV)y) # {0}. Alors
c’est une représentation cuspidale, de longueur finie qui admet un quotient irréductible
et cuspidal '. Alors 7 est une sous-représentation de ig _p/(@'), ot P’ est le sous-
groupe parabolique standard de G, de sous-groupe de Lévi M’, engendré par R et le
radical unipotent de Q. Notons ¢ la restriction du caractere central de o’ a Ay, Alors
Ap C Ay agit sur o par la restriction de ¢ a2 Ay. Comme o’ est un quotient de
rr,L.((rg,cV)y), cette restriction est égale a x. En outre pour des raisons de caractere
infinitésimal (M, w) et (M’, ") sont conjugués. Ceci prouve que (i) implique (ii).

Montrons que (ii) implique (i). Il est clair que (rp V), admet pour sous-quotient
(rp,GV)ge. Si cet espace est non nul, il en va de méme du précédent. Ceci prouve que
(i1) implique (i).

Prouvons (iii). L’ensemble des (M’, ") conjugués a (M, w) étant fini, (iii) résulte
immédiatement de (ii). O

1.6 Espace A(G)

Lemme 2 Tout G-module lisse de type fini, V, qui est annulé par un idéal de codi-
mension finie de Z B(G), est admissible et de longueur finie.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ol V a un seul générateur v. Soient H, H’' des
sous-groupes compacts ouverts de G et notons H(H\G/H’) I’ensemble des éléments
de H(G) invariant a gauche par H et a droite par H'. Alors H(G) = UgH(H\G/H),
ou H décrit les sous-groupes compacts ouverts de G et V. = H(G)V.

Supposons v invariant par H'. L’espace V# des invariants de V sous H est égal a
H(H\G/H")v et est donc contenu dans H(H"\G/H")v, avec H” = H N H'. Mais,
d’apres [BD], Corollaire 3.4, H(H"\G/H")v est de type fini sous ZB(G). Donc V
est admissible. Cette représentation est de longueur finie, car admissible et de type fini
( cf. [BD], Remarque 3.12). O
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On note, pour f fonction lisse sur G, V;e , resp. vL VfR’L , 'espace vectoriel en-
gendré par les translatées a droite, resp. a gauche, resp. a droite et a gauche de f par
les éléments de G, sur lequel G agit par représentation réguliere droite, resp. gauche,
resp. G x G, agit par le produit des représentations régulieres droite et gauche. Soit
H un sous-groupe compact ouvert et ey sa mesure de Haar normalisée. On montre
facilement que :

f est le coefficient de Vf pour f etey, si f est binvariante par H. De (1.26)
plus, si Vf est admissible, V;? Loestl ‘espace des coefficients de Vf. '

Pour ce dernier point, il suffit de remarquer que 1’intégration contre des éléments de
H(G) définit un sous-module de ‘7)5 , dont I’orthogonal est nul, donc égal a 1’espace
tout entier. Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. Tout élément ¢ de H(G),
invariant a gauche par H s’écrit comme combinaison linéaire de translatées a droite
de ey. Notez que ¢ € JH(G) étant donné, on peut choisir H assez petit pour que ¢
soit invariant a gauche par H et f soit biinvariante par H. Le coefficient de f et ¢ est
une combinaison linéaire de translatées a gauche de f. Appliquant ceci aux translatées
a droite de f, on voit que les coefficients de VR sont bien des éléments de VXL,
L’inclusion inverse résulte immédiatement de 1’assertion précédente, par translation a
gauche et a droite.

Lemme 3 Soit f une fonction lisse sur G. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) VJR est un G-module admissible.

(ii) f est un coefficient d’une représentation admissible de type fini.

(iii) f est lisse et ZB(G)-finie, lorsque I’on regarde Z B(G) agir sur Cjisse(G) par
représentation réguliére droite.

En outre, on peut remplacer la représentation réguliere droite par la représentation
réguliere gauche dans ce qui précede.

Démonstration. (i) implique (ii) grace a (1.26). Supposons (ii) vrai. Supposons que
J soit le coefficient de la représentation admissible de type fini (77, V) pour v € V,
veV:

f=cy5, avec ¢, ;5(g) =<m(gv,v >, g€G.

On peut se ramener au cas ou V est engendrée par v, ce que 1’on fait dans la suite.
Le vecteur v est invariant par un sous-groupe compact ouvert H. Comme V est ad-
missible, V# est de dimension finie, donc annulé par un idéal de codimension finie de
Z B(G). Utilisant I’entrelacement de V' avec Cjig5.(G), v1 > ¢y, 5, On voit que f est
bien Z B(G)-finie, ce qui prouve (iii).

Supposons (iii) vrai. Alors (i) résulte du lemme précédent.

On peut remplacer la représentation réguliere droite par la représentation régulicre
gauche dans (iii), puis utiliser les résultats précedents pour f , oll f (9)=f@™hH. O
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Soit P un sous-groupe parabolique standard de sous-groupe de Lévi M,

A € A(P)™ " et dans le centre de M. Pour tout f € A(G) il existe un

unique élémént fp € A(M) tel que, pour tout m € M, il existe ng € N,

tel que :

-1/2
Fr(may = 852" fma), n > no. (127)

De plus, si m = 1, si f est biinvariante par un sous-groupe compact

ouvert totalement décomposé, H, et si . € A~ (P, H), on peut choisir

ng dépendant seulement de A et H mais pas de f. Enfin, fp est un
coefficient de (Vf)p.

L’existence résulte du fait que f est un coefficient de représentation lisse, auquel
on peut appliquer (1.16). L’unicité résulte du fait que fp étant ZB(M)-finie, elle est
Z(M)-finie et en particulier finie sous I’action du sous-groupe engendré par A. Une
fonction Z-finie étant déterminée par ses valeurs sur {n € N|n > ng}, cela prouve
I’unicité de fp.

On rappelle une définition donnée dans [W2], fin du Chapitre 1.

Définition 2 Si f € A(G), on définit:

(g1, 82) = (L1 R 1 f)p
L’application f > ;;”d est un homomorphisme de G x G-modules entre A(G) et
iGxG Pxp M), 00 G x G (resp. M x M) agit par représentation réguliere gauche et
droite sur A(G) (resp. A(M)).

Définition 3 Soit f € A(G). Alors, pour g1, g2 € G, l’action par représentation
réguliere droite de Ays sur ;,"d(gl, g2) € A(M) étant finie, f},"d (g1, g2) est une
somme de fonctions ( f ;',”d (g1, 82))y» nulles sauf un nombre fini, ou x est un caractere,

a valeurs complexes de Ay, telles que, pour un n assez grand :
(R: — x @) (f5"(81.82))x =0. z € Ap.
On note f1'(g1, 82) == (/" (g1, 82)) -
On appelle exposant asymptotique de f le long de P, tout caractere y de Ay, tel

que f }”i soit non nulle.

Soit f comme ci-dessus. Les exposants asymptotiques de f le long de P

sont les exposants de Vf le long de P. (1.28)
En effet de la définition de fp (cf. (1.27)) et de (1.16) , on déduit que :
Pour tout G-module admissible, V, l’espace Vp , est non nul si et
ind (1.29)

seulement si il existe un coefficient, f, de 'V avec fp y non nul.

Alors la définition de f ;,”d , joint a (1.26) conduit au résultat.
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2 Atemp(G)

2.1

On note E la fonction d’Harish-Chandra. On fixe un plongement algébrique 7 de G
dans GL(n, F). On supposera que 7(K) est contenu dans GL (n, O), ou O est I’anneau
des entiers de F. Pour g € G, on note || g|| la plus grande des valuations des coefficients
matriciels de 7(g) et T(g~"). On pose o (g) = Log||g||. La fonction o est biinvariante
par K (cf. [W2], II pour ce qui précede).

Une fonction lisse sur G, f, est dite tempérée, si et seulement si, pour un C > 0 et
unr > Oona

If(®) <CE(e)(1+0(g)), g€G.

On note A;emp(G) le sous-espace de A(G) formé de ses éléments tempérés. Une
représentation admissible est dite tempérée si ses coefficients sont tempérés. Alors
(cf. [W2], Lemme II1.2.1 )

Aremp(G) est espace des coefficients des représentations tempérées.

Une représentation admissible (i, V), resp. f € A(G), est tempérée si et
seulement si, pour tout sous-groupe parabolique semi-standard, P, tout @.1)
exposant de (1, V) (resp. exposant asymptotique de f) le long de P, x,

vérifie Re ln x € +E>’1§. On peut remplacer semi-standard par standard

dans cette assertion.

On appelle représentation de carré intégrable de G une représentation admissible
de G admettant un caractére central unitaire et dont tous les coefficients sont de carré
intégrable sur G/Ag. On a une assertion similaire a (2.1) pour les représentations de
carré intégrable, ou pour les f se transformant sous un caractére unitaire de Z(G) et
de carré intégrable modulo le centre de G, en remplagant *a} par +a’;, . Pour toute
fonction lisse, f, sur G, etr € R, on note

v (f) = supgec| F@IE@) T (1 +0(2)

Pour tout sous-groupe compact ouvert H, de G, on note Cp, l’espace des
f € C*®(H\G/H), telles que v, (f) soit fini pour r € R, muni de la topologie définie
par les v.. On note C(G) la réunion des Cp, lorsque H décrit I’ensemble des sous-
groupes compacts ouverts de G, que I’on munit de la topologie limite inductive des
Cpq : c’est un espace vectoriel toplogique complet (cf. [W2]).

2.2 Intégrales d’entrelacement

Soit P = MN, P/ = MN’ deux sous-groupes paraboliques semi-standards de G
de sous-groupe de Lévi M. Soit (7, V) une représentation admissible de M. Posons
Oc = {m®xIx € X(M)},ouw®y désigne une classe d’isomorphie de représentation.
Notons B I’algebre des polynomes sur la variété algebrique X (M). Une fonction poly-
nome sur Oc¢ est une fonction f, pour laquelle il existe b € B telle que
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f(r ® x) = b(x) pour tout x € X (M). On définit de fagon similaire les fonctions ra-
tionnelles sur les ouverts de O¢ (cf [W2], IV.1). On définit la réalisation compacte des
représentations induites comme suit. Notons V,, I’espace V munit de la représentation
TR X.

On note ig xknp ’espace des fonctions f : K — V invariantes a gauche par un
sous-groupe compact ouvert de G, telles que :

fkmn) =am™ ") f(k), ke K,meM,ne N et mne€ K.

La restriction des fonctions de G a K induit un isomorphisme de K-modules entre
ig,pVyetig knpV,pourtout x € Oc . On peut ainsi réaliser toutes les représentations
ig.p(m ® x) dans ig gnpV.On référera a cette réalisation comme étant la réalisation
compacte.

Supposons w de longueur finie. 1l existe R € R, tel que pour tout
X € X(M) vérifiant < Re In x,o >> R, € Z(P) N Z(ﬁ/), il existe
un opérateur d’entrelacement Jp/\p(w ® x) entre ig pVy et i p'Vy,
caractérisé par l’égalité :

< (Ipp( @ (N, v >= / < f(gn)), v > dn',

N’/NON’

fEiG,PVX,ﬁG V. (2.2)
L’opérateur Jpp(wr @ x) ainsi défini sur un cone ouvert de Oc est
rationnel. Plus précisément, il existe b, une fonction polynéme sur X (M),

telle que, dans la réalisation compacte, pour tout f € ig knpV,
Papplication x +— b(x)(Jp/p (T ® x)(f)) est avaleurs dans un espace
vectoriel de dimension finie et polynomiale en x (cf. [W2], Théoréme

v.1.1).

Si 7 est tempérée, on peut prendre R = 0 (cf. [W2], Proposition IV. 2.1.).

Si (w, W) est un élément de O¢, on note L(w, P) = igxG.pxP(W ® W) sur lequel
G x G agit par igxG,pxp(w ® @). Cet espace s’identifie a ig pW ® (iG,pWS, qui
est lui méme identifié a un espace d’endomorphismes de rang fini de ig_p W. On note
Lx(w) = ixkxk.knpxknp(W & W), qui, par restriction des fonctions a K x K,
s’identifie a L(w, P). Il ne dépend pas de w € Oc. On note encore igxG,px P (@ @ @)
la représentation de G x G obtenue par transport de structure, en I’appelant réalisation
compacte.

On définit une application linéaire £ g (w) : L(w, P) > C*°(G) par

ES(v® 1) (g) =< (ig.pw)(g)v, ¥ >, veigpW, becicpW. (2.3)

Il existe (cf. [W2], IV.2) une fonction rationnnelle sur Oc, non identiquement nulle,
jp, telle que :
Jplﬁ(a)).lﬂp(w) = jp(a))[dic‘},(w), w € Oc 2.4)
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qui est de plus indépendante de P. On la note j et on pose

w=yj" (2.5)

ol y est une constante définie dans [W2], V.2.

On note W(G|M) = {s € WOIM* = M}, W(G|M) = W(G|M)/ WM ce dernier
ensemble étant identifié a un systéme de représentants dans W(G|M), contenant 1.
Soits € W(G|M).Pourv € ig pW, v € (l'G’PWS ~ iG’pW, on définit :

cpp(s, @) (VRD) = y(GIM) ™ ((Jpr ps (O)R($)) (V)5 ps (SO)R(5)) (V). (2.6)

Ici R(s) est I’action réguliere droite par s et y(G|M) est une constante spécifiée
dans [W2], 1.1, équation (3). Alors cp/|p(s, @) est un morphisme de G x G-modules
entre L(w, P) eti GxG.P'xP (sw ® sw), rationnel en w lorsque on utilise la réalisation
compacte (cf. [W2], V.1).

Tenant compte du fait que les intégrales d’entrelacement sont génériquement des
isomorphismes ([W2], Prop. IV. 2. 2), on définit les fonctions ¢ normalisées :

OCP’|P(va) :cP,‘pr(l,a))flcqu(s,a)). 2.7)

Alors OCP/‘p(S, w) est un morphisme de G x G-modules entre L(w, P) et L(sw, P’),
qui est rationnel dans la réalisation compacte. On a 1’équation fonctionnelle (cf. [W2],
Lemme V.3.1) :

ES Cepyp(s, o¥) = ES(¥), ¥ € L(w, P). (2.8)

On note €>(M) I’ensemble des classes d’isomorphie de représentations unitaires
irréductibles de M de carré intégrable (la représentation est lisse, munie d’un produit
scalaire invariant et les coefficients sont de carré intégrable modulo le centre de M).
Pour f € C(G) et w € E2(M), on définit :

FrNHw) = (ig,pw)(f) € L(w, P). (2.9)

On note ® I’ensemble des couples (O, P = M N), ol P est un sous-groupe para-
bolique semi-standard de G et O C E>(M) est une orbite sous I’action de Im X (M).
On dit que (O, P) et (O’, P’) sont associés si et seulement si il existe s € WC avec
s.M = M’ ets.0 = 0. On fixe un sous-ensemble de représentants dans © des classes
d’association, ® /ass. On note Stab(0, M) = {s € W(G|M)|sO = O}.

On note O I’orbite sous Im (X (M)) d’une représentation irréductible de carré inté-
grable de M dans I’ensemble des représentations concretes de M, et O, sa projection
dans I’ensemble des classes d’équivalences de représentations de M. Si §, 8" sont
des éléments de O équivalents, tout isomorphisme entre § et §’ détermine un isomor-
phisme entre les contragrédientes puis un isomorphisme entre L(8, P) et L(§’, P) qui
ne dépend pas de I’isomorphisme de départ entre les représentations 8, 8. L’espace
Lk (8, P) est indépendant de 6 € O et on note Ty 5, I'isomorphisme ci-dessus trans-
porté dans Lk (8, P). Alors C*°(0, P) est ’espace des fonctions, ¥, sur O valeurs
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dans un sous-espace de dimension finie de Lk (§, P) qui sont C* et telles que si
§ et &' sont équivalentes, ¥y = Ty sbs. Cet espace s’identifie naturellement
[(C®Um(X(M)) ® Lk (8, P)]I"’X(M)50 ou &g est fixé dans O, ol ImX(M)s, est
le stabilisateur de g dans ’ensemble les classes d’équivalences de représentations
irréductibles de M, et celui-ci agit par translation sur /m (X (M)) et par les opérateurs
Tsyy,60 Sur Lx (8, P), x € ImX(M)s,.

On note C® (O, P)31ab(0-M) 1 ensemble des ¥ € C*°(0, P) tels que :

Yo =0 cpip(s, W)Yy, s € Stab(0O, M), w € 0. (2.10)

On note :
C™(0) = &, p=mN)ce C(O, P),

C®(© /ass)"™ = @, p=mN)c6/ass C (O, PYT O, (2.11)
On note F I"application de C(G) dans C*°(® /ass)™ quia f € C(G) associe :

©(O, P=MN)e6 Jass T P flO-

On appelera F la transformation de Fourier de G. Pour tout (O, P = MN) € O,
Y € C*(0, P), on note, pour un choix de mesure non nulle X (M)-invariante sur O :

Ty (g) = /o ES (Vo) (@)p(@)do. (2.12)

Alors, Jir est un élément de C(G), et I’on a (cf. [W2], Proposition VI.3.1 et Théoreme
VIL.2.5):

L’application F est une bijection continue de C(G) sur C*®(® /ass)™, 2.13)
dont Uinverse est donné par J . '

Nous allons en déduire I’assertion suivante, due a Langlands, au moins dans le cas
réel (cf. [L]).

Soient P = MN, P' = M’'N’ des sous-groupes paraboliques semi-
standards, 8 € Ey(M), 8’ € E,(M'"), qui sont donc unitaires. Alors ig, pd

et i, p8 ont un sous-quotient irréductible en commun si et seulement si ~ (2.14)
(M, 8) et (M', 8" sont conjuguées sous G. Ces représentations sont alors
isomorphes.

Soit P” un sous-groupe parabolique semi-standard de sous-groupe de Lévi M. On
va utiliser les opérateurs d’entrelacement normalisés (cf. [A], Theorem 2.1) pour voir
que i, pr3 est isomorphe & i, pd. Dans loc. cit., Arthur introduit, pour Q, Q' sous-
groupes paraboliques de Lévi M, des fonctions méromorphes, non identiquement
nulles, sur Oc, g0 (8 ® x) telles que les familles méromorphes d’opérateurs :

Roio(6® x) :i=rpjo(d ® X)_IJQ’|Q(8 ® x)
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vérifient notamment les propriétés suivantes. D’abord il résulte de R.1 de loc. cit. :
Rp10(8 ® x) entrelace i o (8§ ® x) etic, /(8§ ® x).
La propriété R.4 implique :

Ro10(8® x)* = Rgjo(8 ® x), si x est unitaire.
et la propriété R.3, avec P = P’ joint & R2 montre que :
Roo(8® x) = Rojo(6® ).

De ce qui précede, il résulte que R/ o (8 ® x) est unitaire pour x € ImX (M) tel que
cet opérateur soit défini.

Par ailleurs les opérateurs R (resp. les fonctions r) sont définis par réduction aux
sous-groupes paraboliques adjacents. Dans ce cas, il s’agit de fonctions méromorphes
d’une variable complexe, en utilisant la propriété R.3. L’ unitarité des opérateurs pour
x € ImX (M) et le fait qu’une fonction méromorphe d’une variable complexe locale-
ment bornée est holomorphe montrent que, dans le cas des sous-groupes paraboliques
adjacents, si x € ImX (M), Rp/0(8® x) est défini et unitaire. Il en résulte que ig p~d
est isomorphe a ig, pé comme annoncé.

Montrons maintenant la partie si. Si (M, §) et (M’, §") sont conjuguées sous G, on
voit, par conjugaison que ig, pr8’ est isomorphe a i pr§, ol P” est un sous-groupe
parabolique semi-standard de sous-groupe de Lévi M. D’apres le début de la preuve
iG,pd etig p:8’ sontisomorphes. Ceci achéve de prouver la partie si.

Montrons la réciproque. Supposons que i, p3 et i, p/d’ ont un sous-quotient irré-
ductible en commun, 7. Soit O (resp. ©’) I’orbite de § (resp. 8) sous ImX (M) (resp.
ImX(M")). Supposons (M, §) et (M’, §’) non conjuguées sous G. Quitte & conjuguer
et en tenant compte de la premiere partie de la preuve, on voit qu’on peut supposer
(O, P), (O, P") € ®/ass. Soit H un sous-groupe compact ouvert contenu dans K tel
que 7 ait un vecteur invariant non nul par H. On note p le projecteur orthogonal
sur I’espace des vecteurs invariants par H dans la réalisation compacte de ig pd.
Soit ¢ une fonction C*, a valeurs complexes, qui est invariante sous 1’action de
Stab(Q, M) et vaut 1 en 8. Si de plus (O, P) est égal a (O, P'), on supposera que
@(8") = 0, ce qui est possible car (M, §) et (M’, §') sont non conjuguées sous G.
On pose : ¥ (w) = p(@)p, @ € O. C’est un élément de C*°(0, P)StabO.M) " car le
projecteur p commute aux opérateurs d’entrelacement. Soit f 1’élément de C(G) dont
la transformée de Fourier, J f, a toutes ses composantes nulles sauf celle correspondant
a O, qui est égale a ¥ (cf. 2.13). Alors ig,p6(f) = p. Donc w(f) est non nul car
c’est la projection orthogonale sur I’espace des vecteurs invariants par H. D’autre part
ig.pr8'(f) = 0, par construction de ¢ et de f. Donc f annule son sous-quotient 7.
Une contradiction qui acheve de prouver (2.14).

2.3 Dérivées de coefficients de représentations induites

Soit P = M N un sous-groupe parabolique semi-standard. Soit g € G. On écrit g =
kmn aveck € K,m € M,n € N.Onnote Hp(g) = Hy;(m), qui est bien défini. On
utilise la norme euclidienne sur as provenant de celle sur ag.
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Lemme 4 [ existe C > 0 telle que :
IHp(®)l =C(+0(g), g§€G.

Démonstration. 11 suffit, quitte a changer de Py, de montrer 1’assertion pour P standard.
Dans ce cas, Hp(g) est la projection sur ay de Hp,(g) parallelement a a%o. 11 suffit
de prouver I’assertion pour P = P.

Soit (;p, Va) une représentation irréductible de plus haut poids A, ot A est un ca-
ractere rationnel de My défini sur F, w5 est une représentation irréductible rationnelle
de G, définie sur F, admettant une droite invariante par Py sur laquelle My agit par A
et Ny agit trivialement. On choisit un vecteur non nul de cette droite, v . On fixe une
base de V formée de vecteurs poids sous Ag, v1, ...,Vs, ol v; = vp. Ceci permet de
définir pour v = Zle civi € Vi, |v] = Supilci|p, et pour A € End(Vyp), |A|l =
Sup; jla; j|r, ol les a; ; sont les coefficients de la matrice de A dans la base ci-dessus.
On a alors |Av| < |A]|v].

Il existe A € a tel que :

IA(m)|F = M) 1y e M.
On va étudier A(Hp,(g)). On écrit pour cela :
g =kmok, k. k' € K,mg € M.
On a Hp,(g) = Hp,(mok). On écrit :
mok = k'm'n, k" € K,m' € My, n € Np.
D’apres ce qui précede, on a
MRS — |7y (m'yoa| = lma ")~ 7a (mok)val -
Comme K est compact, on voit qu’il existe des constantes Cy, Cy > O telles que :
Cilv] = [ma(k)v] = Colvl, k € K, (2.15)
d’ou I’on déduit :
Cilma(mokyva| < P& < Colmy (mok)val,
et d’ou I’on déduit I’existence d’une constante C > 0 telle que :
[A(Hpy(8)| = C(1 + |(log|ma (mok)va D). (2.16)
Montrons le Lemme suivant :

Lemme 5 1 existe C|, C, > 0 tels que :

’
A (m)v| = Cre 21 MMy m e Mo, v e Va.
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Démonstration. Le groupe AOM(} est d’indice fini dans M, car dg r est d’indice fini
dans ap . En utilisant la compacité de M, 1 et un ensemble, fini, de représentants du
quotient de M par AOM(%, on est réduit a prouver I’'inégalité du lemme pour m = a
élément de Ag. Mais :

[v] = |ma(a A (@)v] < |mala™Hl|ma@)v].

Tenant compte de ce qui précede, il suffit de prouver la propriété suivante :
Il existe C3, C4 > O tels que :

Ima(a™ | < C3C4 1M @I 5 e 4. (2.17)
On rappelle que la base vy, ..., v, de V est formée de vecteurs poids sous Ag. On
note ces poids A1y, ..., Ay, et on note, pour tout i, A; 1’élément de az“) tel que :

1A (@)|p = M@ g e A,

Des définitions, il résulte facilement :

ma(@)] = Supi=i,.. e M@, (2.18)
Alors (2.17) en résulte immédiatement, grace a 1’égalité H)yy, @H=-H M, (a). Ceci
acheve de prouver le Lemme 5. (|

On reprend la démonstration du Lemme 4. On remarque que le Lemme 5, utilisé en
remplagant m par m~! et v par 5 (m)v, conduit & une inégalité du méme type que
celle du Lemme 5, ou < est remplacé par > et —Cé par Cé. Utilisant le Lemme 5 ainsi
complété, pour v = 7 (k)vy, et (2.15) , on obtient I’existence d’une constante C’ > 0
telle que :

A(Hpy ()] < C'(1 + | Hyy(mo) ). g € G.

En faisant varier A, de sorte que A décrive une base de ag, et en utilisant I’équivalence
des normes en dimension finie, on obtient I’existence de C” > 0 telle que :

I Hpy (Il < C"(1 + | Hpy(mo)), g € G. (2.19)
Mais (cf. [W2], équation 1.1 (6)), il existe ¢, ¢’ > 0 tels que :
c(1+ 1 Hom) ) < 1+ (m) < c'(1+|[Hom)l), m € Mo.
Comme o (g) = o (mo), ceci joint a (2.19) implique le Lemme 4. O
Soit (w, V) € E2(M). Pour x € X(M), on réalise ig,p(w ® x) dans I’espace
iK KNP V.~Soit ¢ un élément de cet espace et ¥ un élément de son dual lisse, identifié

aig gnpV.Onnote ¢, , resp. ¥, I’élément correspondant de ’espace de i, p(w® x)

(resp. ig.p(w ® XS)- On s’intéresse a la famille de fonctions sur G, paramétrée par
X € ImX (M), Ex(g) =< (ig,p(0 ® x)(8)dx, ¥y >.
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Lemme 6 Soit D, noté aussi Dy, un opérateur différentiel sur ImX (M), regardée
comme variété C™ réelle.

Pour tout g € G, Uapplication x — E, (g) est C*.

Il existe C,r > O tels que :

|DyEy ()l < CE(®)(1+0(g)". (2.20)

Démonstration. On a :
B = [ <7000 > dk. @21
K
Siv € iaj,, notons x, € X (M) le caractere de M défini par :

Xv(m) = e"Hum) e 1.

Onpose E, = E,, . Le lemme se reformule aisément a I’aide des E,. Ecrivant g’lk =
kK'mn,ou k'’ € K,m € M,n € N, et notant ¢ le caractére trivial de M, on trouve
immédiatement : ¢, (g ') = ¢pe(g™k)e " HMm) Reportant dans (2.21), on en
déduit
Eu(g) = / < Gelg R Iy ) > d.
K

Comme o (g~ 'k) = o(g) et Hy(m) = Hp(g~'k) , le Lemme 4 montre que pour v
borné dans ia’;w, et D un opérateur différentiel a coefficients C* sur iaj;,[, on a, par
application du théoréme de dérivation sous le signe intégrale, que DE, (g) est défini et
il existe C > 0 tel que :

IDE,(g)| = C( +U(g))de| < ¢e(g™'k), Y (k) > |dk, g € G.

Mais, comme w est de carré intégrable, ses coefficients sont majorés par une constante
fois 2M ([W2], Corollaire III. 1.). Tenant compte du Lemme I1.1.6 de [W2], on déduit
que l'intégrale de 1’équation précédente est majorée par une constante fois = (g).
Comme il existe un ensemble borné V de iaj, tel que {x,|v € V} = Im X (M),
ceci acheve de prouver le lemme. O

2.4 Description des éléments de A, (G)

Théoreéme 1 (i) Une fonction f sur G est élément de Atepmp(G) si et seulement si c’est
une combinaison linéaire de dérivées successives de coefficients de représentations
induites a partir de représentations irréductibles de carré intégrable (cf. Appendice B
pour la notion de dérivée de coefficients de familles de représentations).

(ii) Pour (O, P) € ® /ass, on définit une relation d’équivalence sur O : § et §' sont
en relation si et seulement si § et 8' sont conjuguées par un élément de Stab(O, M).
On note O/ass un ensemble de représentants de I’ensemble quotient. Pour § € O,
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on note Aemp(G, 8) Iespace engendré par les dérivées successives de coefficients de
la famille (i, p (8 ® v))vermxm) (cf. Appendice B), pour v égal au caractére trivial.
Alors Aremp(G) est égal a :

D0, P)e6 Jass.5€O/assAremp (G, 8).

Démonstration. La partie si de (i) résulte du lemme précédent.

Montrons la réciproque. Soit f € Asemp(G). On peut se ramener, par linéarité, au
cas ou f est annulée par une puissance, I/, d’un idéal maximal de Z B(G) correspon-
dant a wy € ©2(G), ce que I’on fait dans la suite. Comme f est tempérée, son produit
avec un élément de C(G) est intégrable sur G. Etudions, pour (O, P) € ©®/ass, la
forme linéaire Tt 0,p)s notée aussi 7', sur C* (O, P), définie par

T(y) = /G(W)(g)f(g)dg, Y € C*(O, P). (2.22)

Cette forme linéaire est continue d’apres la tempérance de f, la définition de C(G) et
la continuité de J (cf. [W2], Propotion VI.3.1). Notant < .,. > le crochet de dualité
entre C(G) et Asemp(G), ona

TW)=<Iy, f>.
Il résulte de (1.11) que

<W.zf >=<Z(¥), f >, z € ZB(G).
Mais J est un morphisme de G x G-modules. Donc
2(0Y) =IEY).

Par ailleurs, pour § élément de O, ou de O¢ qui est son orbite sous X (M), on note ws le
parametre du caractere infinitésimal de ig p§. Alors, par évaluation en &, et regardant
les éléments de Z B(G) comme des fonctions sur £2(G), on trouve :

@Y) () = z(ws) ¥ (8).

Soit J I’idéal des fonctions régulieres sur Oc engendré par les fonctions sur Oc, §
Z(ws), z € I, qui agissent par multiplication sur C*°(0, P). On a

T(py) =0, ¢ € J, ¥ € C®(O, P). (2.23)

Si ws # @p pour tout § € O, on peut choisir pour §o € O, un z € J, ne s’annulant
pas en 8y et donc aussi sur un voisinage ouvert de 5p. On en déduit que pour tout €
C*°(0, P), a support contenu dans ce voisinage, T (1) est nulle. Joint & la compacité
de O, cela implique T = 0 dans ce cas.

Sinon, on choisit 8o € O tel que ws, = @p. Alors §y apparait comme une sous-
représentation de iy, g (wy,), ol R = LV est un sous-groupe parabolique semi-standard
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de M, de sous-groupe de Lévi L, wj € Irr.(L) , et (L, w) est un représentant de @p.
Soit p, la projection de X (M) dans Oc, x + o ® x. Notant 2 I'image dans Q2(G)
de I’ orbite de a)6 sous X (L), on dispose d’une surjection similaire, pg, de X (L) dans
€2. Soit r la restriction des €léments de X (M) a L et rq 9. 'application § — ws de
Oc dans 2. On a

'Q,0c © POc = Pqor. (224)

On note r* I’application de Pol(X (L)) dans Pol(X (M)) donné par la composition a
droite par . On définit de fagon similaire (rq o.)*, etc.

On note I, I’idéal de Pol(£2) constitué des restrictions a 2 des z, z € I, regardés

comme fonctions sur (G). L’idéal I’ est de codimension finie dans Pol($2) car I est
de codimension finie. On va montrer :

L’idéal J' de Pol(X (M)) engendré par r* o p&,(I') est de codimension
finie.

Montrons que

(2.25)

Pol(X (M)) = r*(Pol(X (L)). (2.26)

En effet, notant A(M) = M/M", Pol(X (M)) s’identifie, par définition de la struc-
ture de variété algébrique sur X (M) (cf. Paragraphe 1.1), a I’algeébre de groupe de
ce réseau, C[A(M)]. On introduit des notations similaires pour L. L’application de
L dans M/M"', donnée par la composition de I’injection de L dans M suivie de
la projection naturelle, passe au quotient en une application i de A(L) dans A(M).
L’application r* est alors donnée par I’extension i, de i aux algebres de groupes. Mais
I’ image de i est égale a A (M) d’apres la surjectivité de 1’application naturelle de a;, g
dans ays r (cf. Paragraphe 1.1). Alors (2.26) en résulte.

Par ailleurs, une algebre de type fini est un module de type fini sous 1’algebre de ses
invariants sous un groupe fini d’automorphismes ( cf. [Bou], Chapitre V. 1.9, Théoréeme
2). Joint a (1.19), cela implique :

Pol(X (L)) (resp. Pol(X (M))) est de type fini sous I'image de p¢, (resp.

P (2.27)

Donc il existe un espace de dimension finie, F; C Pol(X (L)) tel que :
Pol(X (L)) = p&(Pol(2)) Fy.

Par ailleurs I’ est de codimension finie dans Pol(€2), donc il existe un espace de
dimension finie /> C Pol(£2) tel que :

Pol(Q) =1+ F,

Ceci joint a (2.26), implique (2.25).

Soit C*®((ImX (M), P) I’ensemble des fonctions v, qui a x € ImX (M) associe
Yy € L(Sp ® x, P), et telles que, identifiant L(8p ® x, P) a Lx (5o ® x, P), qui
ne dépend pas de x, la fonction correspondante soit a valeurs dans un espace de
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dimension finie et C°°. On identifie O au quotient de /mX (M) par le stabilisateur de
8o dans Im(X (M)), ImX (M)s,, qui est un groupe fini. On note 7’ la forme linéaire
sur C*°(ImX (M), P) obtenue par composition de T avec I’opération moyenne des
fonctions sur ImX (M) par ImX(M)s,. Comme pg or = rq o, © po. (cf. (2.24)),
on voit que J' est Iidéal de Pol(X(M)) engendré par p’éc (J). Alors, utilisant les
définitions et (2.23) on voit que T’ est annulée par les opérateurs de multiplication par
les éléments de J'. Or, il résulte de (2.25) que la variété des zéros de J’ est finie. Du
fait que f est biinvariante par un sous-groupe compact ouvert, H, T’ (resp T) peut
étre regardé comme un élément du produit tensoriel de I’espace D' (Im X (M)) (resp.
D’(0)) avec le dual admissible de L(8p, P), qui s’identifie naturellement a L(8o, P).
Comme la variété des zéros de J' est finie, il en résulte que le support de T’ est fini, et
donc (cf. [S], Théoreme XXXV) T’ s’exprime comme une somme du produit tensoriel
de dérivées de distributions de Dirac, D, §,, avec des éléments ¢ € L K(SO, P),ou D,
est un opérateur différentiel. On note ¢, 1’élément de L(8y, P) dont la restriction a
K x K est ¢. Il en résulte que la distribution 7' est de méme nature. C’est une somme
finie de termes de la forme D8, ® ¢, , ol w € O, D,, est un opérateur différentiel sur
0, & est la distribution de Dirac en w et ¢, € Lg (So, P). Conformément au Lemme
6, fo = DyE,, avec E,, := Eg((pw), est un élément de Ayemp(G). Par ailleurs, il
résulte de (2.13) que :

Tg, (. p) restreint a C°(O, P)SP(OP) ot éeal . 8, ® @i (2.28)
Le Lemme 6 permet de dériver sous le signe intégrale et de prouver que :

T, (o.p) restreint a C(0, P)S1PO-P) et 6gal & Dyyé,y ® @o. (2.29)
De méme, on trouve :

Ty, (o, pry restreint a C*(O', P)S1ab(O' P o5t nul pour tout élément (2.30)
(O, P') de © Jass distinct de (O, P). ’

Prenant la somme de ces f,, lorsque (O, P) varie dans I’ensemble fini des éléments
de ®©/ass tels que Ty (o9, py soit non nul (cf. [W2], Théoréme VIIL.1.2 et Remar-
que VIIL.1.3), on obtient un élément F de Asepmp(G) tel que : Tp_r (o, py restreint
a C%(0, P)Stab(O.P) gt nul pour tout élément (O, P) de ® /ass. Alors, la définition
des distributions 7 (cf. 2.22), montre que pour tout (O, P) € ®/ass, F — f est
orthogonale aux fonctions Jyr, ¥ € C*°(O, P). Or les combinaisons linéaires de ces
fonctions engendrent C(G), d’apres (2.13). Ceci montre que f est égal a F. Ainsi f a
la forme désirée. Ceci acheve de prouver (i).

Prouvons (ii). La preuve de (i) montre que Ayemp(G) est égal a

Aremp(G, 8). (2.31)
(0,P)e®/ass, €0

Montrons d’abord que si § et 8’ sont conjuguées, Aremp(G, 8) et Aremp (G, 8") sont
égaux. On déduit, des opérateurs d’entrelacement normalisés (cf. [A], Theorem 2.1
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et apreés (2.14) du présent article) une famille C* d’opérateurs d’entrelacement in-
versibles entre (ig, p (8§ @ V))vermx ) et ic,p (8’ ® v¥)yermx ). Ceci permet d’expri-
mer les coefficients d’une famille a I’aide de ceux de 1’autre et de voir que les dérivées
de coefficients pour v trivial sont les mémes pour les 2 familles. D’ou I’égalité cherchée.
Donc
Atemp(G) = > Atemp(G, 8). (2.32)
(0,P)e®/ass,s€O/ass

Maintenant la définition de A;epp (G, ) et le Lemme 16 (i) de I’ Appendice B mon-
trent que, en ne regardant que I’action a droite de G, les sous-quotients simples de
Atemp(G, 8) sont des sous-quotients simples de i, p(8). Alors, on déduit de (2.14)
que dans I’équation précédente la somme est directe. O

3 Coefficients de représentations induites

3.1 Exposants de représentations induites, construites a partir de représentations
tempérées

Rappelons un fait élémentaire sur les projections sur un cone convexe fermé, C, d’un
espace vectoriel réel euclidien de dimension finie E. On note CO 1e cone dual de C,
ie.CY={v e E|(v|c) <0, ¢ C}.Onnote la projection de v € E sur C, v¢. Alors
(cf. [Sou], Equation (23)) :

Soitv,v' € E. Onav —v® € C et v — v€ othogonal a vC.
De plus, siv' —v € C ousi (v —v|v®) =0, ona |[v€| < V€| avec  (3.1)
égalité seulement si v€ = v'C.

On note que la projection n’est pas changée si le produit scalaire est multiplié¢ par
un nombre positif. Remarquons également que si E est la somme directe orthogonale
d’une famille finie E; de sous-espaces, si C est le produit de cones convexes fermés
des E;, C;, la projection de v est la somme des projections des composantes de v sur
les C;.

Dans nos applications, E sera de la forme a7, pour P = MN sous-groupe para-
bolique semi-standard, C sera I’ensemble des éléments P-dominants et CO sera +E’§>.

Soit P = M N un sous-groupe parabolique semi-standard de G, 7 une représenta-
tion admissible de M :

Si x est un exposant le long de G de i, pw, il est de la forme X|/AG’ ou '
est un exposant de m le long de M .

(3.2)

Lemme 7 On suppose que 1 est une représentation admissible tempérée de M. Soit x
un caractére non ramifié de M, a valeurs dans R*™, i.e., | x| = x, avec Re ln x stricte-
ment P-dominant. Soit Q = LV un autre sous-groupe parabolique semi-standard.
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(i) Avec les notations de (1.13) a (1.15), les exposants de ig, p(w @ x) le long de 0
sont de la forme

xw, ) =uxia_, 1 I)lag 3.3)
[ nMm

1
ouweW, o et out |u est un élément de I’ensemble Exp(r, Qw N M) des exposants

-
de 1 le long de Qw NM.
En outre FE’G(Z'G’P(JT ® x)) est annulé par le produit :

[T @-xw. w@)™, aeAag (3.4)
wEWP@

ou l(mr) est le maximum des longueurs des représentations r@wq MJT, lorsque w varie
n

dans W PO

(ii) Si f est un coefficient de i p(7w ® x), fo est annulé par (3.4), ou a agit par
translation a droite.

(iii) La projection, Re In x(w, u)g, de Re In x(w, u) sur le cone convexe fermé
E>’<Q+, formé des éléments Q-dominants de a*Q, est de longueur inférieure ou égale a
celle de Re In x. S’il y a égalité, alors Q C P, la projection de Re In x(w, i) est
égale a Re In x etw = 1.

Démonstration. (i) est une conséquence immédiate de (3.2) et de la filtration (1.15).
Prouvons (ii). De la définition de fp (cf. (1.27) et (1.16)), on déduit que c’est un
coefficient de r9.6i6.P(T @ x). Alors (ii) résulte de (i).
Montrons (ii1). D’apres les propriétés de la tempérance (cf. (2.1)), pour u exposant
1

de 7 le long de 0" NM,ona:

Re In pu = Zniai (3.9
i

e |
ot les n; sont des nombres réels positifs ou nuls et o; € E(Qw N M). Donc :

Re In (wp)|a, = Zn’joe}, avec n’j >0, Ol} e 2(0). (3.6)
Par ailleurs, on a I’égalité Re In Xlaaw*InM = Re In x.Ici on a regardé Re In x

comme un élément de a’a, qui contient a};. Comme Re [n x est P-dominant, il est
aussi Py-dominant et ’on a :

Re Inwy = Re In x — XymyPr avec my >0, Br € Z(Py). 3.7
Restreignant a ag cette égalité, on a :
Re Inwxja, = Re In xja, + Zimify, (3.8)

ol ,B;C est la restriction de —B a ag, donc est nul soit dans % (Q). Tenant compte de is this ok
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(3.3),ona:

Re In x(w, ) = Re In xjq, + Ejn’joz;- + Zpmy By (3.9)
Alors, tenant compte de (3.1), on en déduit :

[(Re In x(w, w)oll < [((Re In XIaQ))Q” avec égalité si et seulement

si (Re In x(w, u))g = ((Re In x)jay) 0> (3.10)

ce qui implique I’inégalité de (iii). Supposons I’égalité du Lemme réalisée. Alors, il
faut que [|(Re In xjay)oll = [Re In x|, et on doit en particulier avoir

[(Re In xjap)oll = l[Re In x|l
Cette égalité implique notamment :
Re In Xjay = Re In x. 3.11)

Ceci équivaut au fait que Re [n x soit orthogonal aux poids de ag dans L. La condition
de dominance de x montre que cela implique L C M, soit encore Q C P. Alors
Re In Xja, = (Re In Xja,) ¢ - Par ailleurs, d’apres (3.8), (3.9), on a

Re In x(w, n) = (wRe In x)jap + Zjn/jot}.

D’apres (3.1), cela implique que la norme de x (w, i) est inférieure ou égale a
celle de (wRe In xja,) - D’apres (3.8) et (3.1), celle-ci est plus petite que celle de
Relny, avec égalité seulement si (wReln xja,) o estégale a Reln x (en tenant compte
de (3.11)). Mais alors cela implique, par les propriétés des projections, que dans (3.8),
X = X|ap estorthogonal a x = Ekmk,B,/c. Comme la norme de Re In x est égale a celle
de wRe In x, x doit étre nul. On en déduit wRe In x = wRe In Xja, = Re In x.
Comme x = Re In x, le stabilisateur de x dans WY est engendré par les réflexions
qu’il contient (cf. [War], Th. 1.1.2.8). Les hypothéses sur x impliquent w € WM, et
comme par hypothése (voir avant (1.13)), 1 € Wp g, on a w = 1. Ceci acheéve de
prouver le lemme. O

3.2 Un Lemme de Langlands et quelques conséquences

Lemme 8 Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard et (7, V) une
représentation irréductible de carré intégrable de M. Soit x un élément de X (M), tel

que Re In x € a'};*. On note x5 le caractére de Ay par lequel ce dernier agit sur

I’espace, Vy, det @ x . Soit f € ig pVy, f € iG,pVX, m € M. Soit » € A(P)"".
Alors :
(i)

limy oo O %7 DOM) < i p (@O f. f >=< (Jpp(x®x) f)(e). fle) > .
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(ii) On note F la fonction E}G,( f ® f). Notons EM I’application coefficient entre
TR xet (T XS, qui est un morphisme du produit tensoriel de la représentation
TRV XS vers A(M), muni du produit de la représentation réguliére droite et
de la représentation réguliere gauche de M, qu’on regarde comme des représentations
de P x P.

Alors

((Fit),., (81, 820)(m) = (E™) (U p(r ® ) N)(82) @ F@Dm), 3 1)
g1,82€G,meM.

Démonstration. La partie (i) est la version p-adique d’un Lemme de Langlands ([L],
Lemme 3.12). La preuve est identique. On indique seulement ou trouver les différents
ingrédients de sa preuve. L’analogue des Lemmes 3.6 et 3.7 de [L], sont contenus dans
le Lemme I1.1.1 de [W2].

Pour terminer, on utilise un analogue du Lemme 43 de [H-C], ce qui est fournit par
les 2 équations suivantes.

On a (cf. eg. [Si] , Lemme 4.3.1).

1l existe X p € ay tel que :

(3.13)
Hp(n) € Xp+"ap, meN.
En procédant de fagon similaire, on montre aussi :
1l existe Yp € ap tel que pour tout m € M vérifiant Hp (m) € a;, on ait:
Hp() — Hp(mam™') e Yp +T ap, m € N. (3.14)

Ceci acheve de prouver (i).

Montrons (ii). On pose f = (F5)|am). On note sz"’ = (Xx)|a(M)- On utilise le
résultat de (i) en changeant f en (ig, p(m @ x))(m) f,m € A(M).D’apres la définition
de (E,)p (cf. (1.27)) et le Lemme 12, Appendice A, on voit que :

(ijy)(m) est égal au second membre de (3.12) pour g1 = gr = e. (3.15)
Mais
far= Y (Fpg)iamm (3.16)
diaon=x1

ou les ¢ décrivent les caracteres de Ayy. L'égalité€ ¢jam) = XfTW implique Re In ¢ =
Re In xp. Mais les ¢ donnant une contribution non nulle sont des exposants de
ig.p(m®x),lelong de P, d’apres (1.29). Tenant compte du Lemme 7 (i) avec Q = P
, on doit avoir ¢ = x(w, u), avec les notations de (3.3). Mais, d’apres le Lemme 7
(iii), on a w = 1. Reportant dans (3.3), on en déduit ¢ = x,. Cela montre que le
premier membre de (3.16) est égal au premier membre de (3.12) pour g1 = g2 = e.
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Joint a (3.15), cela prouve I'identité (3.12) du Lemme pour g1 = g2 = ¢, m € A(M).
Remplagant f par (iG,p(v ® x))(8; ) f et f par (iG,p(r ® x)(g; ) f on déduit
I’égalité (3.12) pour tout g1, go € G et m € A(M). Les relations de covariance des 2
membres de (3.12) (par exemple lorsque 1’on remplace g; par gym’) conduisent alors
a(3.12) pourtout g1, g2 € Getm € M. O

Soit Q = LV un sous-groupe parabolique standard de G contenu dans P = MN,
8 € E»(L), v appartenant a ’ensemble O des caracteres non ramifiés de L dont la
restriction x ( notée aussi x,), de Re [n v a Ay vérifie Re In x = Re [n v et est

strictement P-dominante. L’ensemble O s’identifie a ImX (L) x ag;,‘*' en associant a
v le couple (Imv, Re In v), ot Imv = |v|~!v. On notera aussi y; la restriction du

caractere central de § @ v a Ayy. _
Soit f € ik knoV . f' € ik knoV.Onnote f, (resp f,),1” élément correspondant
deig,0(8 ®v) (resp. ig,o (8 ® v)). On note E,, I’élément de A(G) défini par :

Ey(g) =< (ig.o(6 ®v)) (&) fo, f, >, g €G.

On identifie iG, o (6 ® v) aig, p(im,onm (8 ® v)) comme suit : A f, € iG,(d ® V), on
associe T'(f) € ig,p(im,pnm (8 ® v)), définie par :

(T(f)()(m) = fu(gm)8;/>(m), g€ G, me M. (3.17)

On a une application similaire 7’ de i, o (6 @ vS dans i, p(im,onm (6 ® vi) :

(T'(f)()(m) = fl(gm)s;/*(m), g€ G,me M. (3.18)

Larestriction R des fonctions a K x (K N M), permet de réaliser i, p (im,onm (@ v)),
dans un espace indépendant de v, I. Cette réalisation est appelée réalisation compacte.
La restriction R est injective, en raison des propriétés de covariance, et on voit que :

R(T(fy)) ne dépend pas de v. (3.19)

Les hypotheses sur v montrent qu’il existe un caractere non ramifié de M, a valeurs
dans R*T, dont la restriction & Ay est x. On le note encore x. Alors:

(im,0nm (8 @ v)) = (im,0nm (8 ® Imv)) @ x. (3.20)

Soit N le radical unipotent de P.Onnote Q' le sous-groupe parabolique de G engendré
par QN M et N de sorte que Q = L(V N M)N. Alors, il résulte de [A], équation (J3),
section 1 :

Ip1pim,0nm @ @ V)T (fy) = T(Jg (6 @) fo). (3.21)

En effet I’équation (J3) de [A] est I’idendité ci-dessus, lue dans les réalisations com-
pactes.
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Lemme 9 (i) Avec les notations précédentes, on a :
(E0)F (81, 82)(m) =< (is1,0nm8®V) (m)(T (Jgr10 (B@V) £)) (82). (T (f))(81) >

pour g1, 8 € G,m € M, on le crochet de dualité est celui entre iy onm (8 ® v) et
iM,0nm (8 @ v).
(ii) (EU)%“;S est une fonction C* de v sur O.
(iii) De plus, si D est un opérateur différentiel a coefficients C*® sur O, on a :
D(E,)2? = (DE,)? .
P.xs P.xs

Démonstration. On peut appliquer les résultats du lemme précédent avec m = 1y,
ol 7Typmy = ipm,onm (8 @ Imv). Alors x, = x5. D’ou I’on déduit (i).

Montrons (ii). Il suffit, en faisant varier f et f’, de montrer I’assertion correspon-
dante pour (E,)p. Soit A € A(P))™". Soit m € M. On utilise (1.27). Comme fuet
S, sont fixés par un sous-groupe compact ouvert indépendant de v, il existe un sous-
groupe compact ouvert totalement décomposé, H, fixant i, o (8 ® v)(m) f, et f,, pour
tout v. Il résulte donc de (1.27) qu’il existe L € A~ (P, H) et N € N, tels que :

(E\)pmA") = (E))(mA"),n > N,v € O. (3.22)

Ceci prouve que (E,)p(mA") est C* env € O, pour n > N. On a une identité
similaire pour (D E, ). Cette identité, jointe a celle obtenue par dérivation de (3.22),
conduit a :

D((E))5(mA")) = (DE,)p(mA"),n > N. (3.23)

Il résulte de (3.4), appliqué a a = A, que la suite n — (E,)5(mA") vérifie une relation
de récurrence linéaire dont les coefficients sont C*° en v. Joint a ce qui précede cela
prouve (E,)5(m) est C* en v. Ce qui prouve (ii). D’autre part, on déduit du Lemme
15 (ii), Appendice A, que la suite n +— (D(E))5))(mA") vérifie une relation de
récurrence du méme type. Maintenant, par itération des Lemmes 16 (ii) et 17 (iii),
Appendice B, DE, est somme de coefficients de représentations induites a partir de
représentations dont les sous-quotients sont isomorphes a § ® v. Alors, d’aprés (3.4),
appliqué a a = A, la suite n > (DE),)5(mA") satisfait une relation de récurrence que
n = (D(E))p))(mA") vérifie aussi. D’ou leur égalité grace a (3.23). L’égalité pour
n = 0 conduit a I’identité:

(DE,)p(m) = D((E\)p(m)), me M. (3.24)

Soit m’ € M. On va utiliser le Lemme 15, appendice A, pour la restriction 4, de
R, (E,)p au réseau A(M), ol R, désigne la translation a droite par m’. On peut
lui appliquer ces résultats d’aprés le Lemme 7 (ii). On fixe v° € O. On note x° sa
restriction & Ay et x_ la restriction a Ay du caractére central de 7;,,,0. On note x ¥
la restriction de x° a A(M). On cherche a déterminer E (v, v°).

Si ¢ est un caractere de A(M),ona:

)y = Y (Ruw(E)pg)iacm (3.25)
[NV i
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ou les ¢ décrivent les caracteres de Ays. D apres (1.29) et le Lemme 7 (avec Q = P
et T = ), ceux donnant une contribution non nulle sont de la forme:

xw, e, v) = (uxa_, 1 )an
P nMm

oulw € WP,F’ [ est un exposant de 17, le long de qu N M. Donc les éléments
de 2 (v, v°) sont les restrictions a A(M) des x (w, i, v) vérifiant :
xw, ") aan = M.
Pour cela, il est nécessaire que I’on ait :
Re In x(w, u, vo) = Re In XO.
D’apres le Lemme 7 (iii), cela implique w = 1. Alors x (w, u, v) = Xa' Ceci entraine:
Ew,v") = () 1am)-} (3.26)
De plus, tenant compte de ce qui précede, (3.25) implique:
(1) s ) = R (B ) iao- (327)

Alors, le Lemme 15 (iii) de I’appendice A, joint a (3.26) et a 1’équation précédente
montre que pour m € A(M), v — (Ev)F,X5 (mm’)) est C*° sur O et que

D(E\)F 4 (mm’) = (DE))p ,, (mm’), m € A(M).
D’otli I’on déduit I’identité de (iii). O

Montrons :

1l existe une fonction polynéme sur X (M) non identiquement nulle telle

que v > A®W) == p(v)(Jg/ (8 ® v))~! soit polynomiale sur X (M). (3.28)

En effet Jo/10(8 ® v)Jg o/ (8 ® v) est une fonction rationnelle et scalaire, j. De plus,
elle est non identiquement nulle car les opérateurs sont inversibles pour v générique
(cf. [W2], Proposition IV.2.2.). Donc j est non nulle. On en déduit I’existence de p.

Corollaire 1 On note F,(g) :=< (iG,0(6 ® v))(§)AW) fv, Sy >. Alors :
(i) v > F, est C* sur O, de méme que (Fv)%“ia_

(ii) Pour v € O et D opérateur différentiel sur O,
(DFu)%fis(gl, 82)(m) = D(p(v) < (im.0nm (8 @ ) ()T (f,)(82), T'(f))(g1) >)

pour g1,8 € G,m € M.
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Démonstration. On écrit
AW fr =) @i (fidy (3.29)
iel
ou / est fini et les a; sont des fonctions polyndmes : ¢’est la traduction du fait que A(v)

est polynomiale en v. Alors (i) et I’identité de (ii) pour D = 1 résultent des points (i) et
(ii) du lemme précédent. Maintenant, toujours en tenant compte de (3.29), on déduit du

Lemme précédent (ii), que I’on a (D Fv)’;"i((3 = D(Fv)’;"is. Tenant compte de 1’égalité
prouvée pour D = 1, cela acheve de prouver le Corollaire. |

Au vu du Corollaire précédent, il est utile de prouver :

Lemme 10 Soit F une fonction C* au voisinage de 0 dans E = RP, a valeurs
dans V, espace vectoriel topologique. Soit p un polynéme non nul sur E. On regarde
l’algebre symétrique S(E) comme [’algebre des opérateurs différentiels a coefficients
constants sur E. Alors les espaces vectoriels :

A={D(pF)O)D € S(E)}

et:
B ={(DF)(0)|D € S(E)}

sont égaux.

Démonstration. D’abord, en appliquant la formule de Leibniz, on a :

A CB.
Montrons d’abord 1’inclusion inverse pour dim E = 1. Pour cela, montrons par
récurrence sur 1, que :
F™(0) € A.

Soit ng 'ordre du zéro de p en 0. En utilisant la formule de Leibniz, on voit que
(pF)0t™m(0) est égal a la somme d’un multiple non nul de ™ (0) et d’une combinai-
son linéaires de F® (0), k < n. Une récurrence facile conduit a I’assertion ci-dessus,
donc au lemme pour dim E = 1.

Retournons au cas général. On note E' I’ensemble des X € E tels que le polynome
aune variable, t — p(¢X), ne soit pas identiquement nul. Cet ensemble est dense dans
E. 1l résulte de ce qui précede que :

{(X"F)(0)lneN, X € E'} C A.

Par densité et continuité on peut remplacer E! par E dans I'inclusion ci-dessus, et le
lemme en résulte. O
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4  Filtration de I’espace A(G),,

On fixe w € Q(G). On note 2 la composante connexe de 2(G) qui contient w. On
note A(G),, I’espace des éléments f de A(G), tels qu’il existe n € N vérifiant:

(z—z(@)"f =0, ze ZB(G).

On introduit une filtration F,, de A(G),, comme suit.

On note &, I’ensemble des paires (P, x), o P € Py, et x est un exposant asymp-
totique d’au moins un élément de A(G),, le long de P. D’aprés la Proposition 1 et
(1.29),0na:

&, est un ensemble fini . 4.1)

On note 82), I’ensemble des éléments (P, x) de &, pour lesquels la norme de la
projection Reln xp de Reln x sur le cdne convexe fermé, E”;r, est minimale. On définit
par récurrence 82)“ comme I’ensemble des éléments (P, x) de &, \ Uk—o,... nE/, pour
lesquels la norme de Re In x p est minimale. On note cette norme [, 1, Si cet ensemble
est non vide. Alors la filtration &, est définie comme suit :

J7 est I’ensemble des éléments de A(G),, dont les exposants asympto-

tiques sont éléments de Uk:()mnEZ. 4.2)

On remarquera que la projection sur le cone convexe fermé E’;f ne dépend pas de
produit scalaire choisi WY invariant choisi (cf. la discussion suivant (3.1)), mais les
ensembles £ peuvent en dépendre, donc la ﬁltration aussi.

On note E” ={(P,x) € ELIRe In x € a} F et pour (P, x) € E, onnote |x| le
module de x, qui est un caracteére non ramlﬁe de M vérifiant Re In | X| = Re In .
On note Ayemp(M)| x| le M x M-module formé des produits par | x| des éléments de
Atemp(M). Si 0 est un caractere de ZB(M). On note élx\ le caractere de Z B(G) par
lequel celui-ci agit sur ig, p(w @ |x|), lorsque Z B(M) agit sur 7 par 6.

Lemme 11 (i) Pour (P, x) € E et f € JF, on note Tp , (f) := f”’i Alors Tp y

est un morphisme de G x G-modules entre A(G)y, et ig, . pyp(Atemp(M)|X]).

(ii) Notons ZB(M) I’ensemble des caracteres de ZB(M). L’image de Tp  est
contenue dans :

®0€2B(M), (§|X|:wiGXG,PXﬁ(‘AtemP(M)QNX|

(iii) L’intersection des noyaux des Tp y, (P, x) € E]., est égale a ?Z’)_l.

Démonstration. Pour montrer (i), il faut montrer que, pour tout gi,g» € G,
f’”d (g1,82) € (Aremp(M))|x|. En utilisant les définitions, quitte a translater f* a
dr01te et a gauche, on se ramene a prouver 1’assertion pour g1 = g» = e. Il faut donc
montrer

fﬁ,x € (-Atemp(M))|X|-
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Soit x’ un exposant asymptotique de /B X le long de R, oti R est un sous-groupe
parabolique standard de M. Soit Q = LV le sous-groupe parabolique standard de G
engendré par R et Py. Alors, tenant compte de

(fPr=fo
x' est un exposant asymptotique de f le long de Q et de plus :
Re In x,, = Re In x

Alors :
Relny' =pu+ Re Inx, avec u = Re In X\/aM € (ag)*. 4.3)
0

En particulier cette décompostion est orthogonale. D’apres (3.1), cela implique que
(Re In x")¢ est de norme supérieure ou égale a celle de (Re In x)p = Re In .
Comme f € 37 et (P, x) € E, on doit avoir égalité, ce qui, toujours d’apres (3.1),
implique que (Re In X/)Q = Re [n x. Alors, (3.1) joint & (4.3) montre que p €
—H*Q+. Comme p© € (ag)*, cela implique p € —E’?‘. Cela prouve, grace a (2.1),
que |x|™! /7. 4 estun €lément de A;pp(M). Ceci prouve (i), puisque la propriété
d’entrelacement est immédiate. Pour f comme ci dessus, on décompose | x|~ /P 4 en
vecteurs propres généralisés sous 1’ action de Z B(M), pour I’action réguliere droite de
M. Si une composante correspondant a un caractere 6 de ZB(M) est non nulle, joint
a (i), cela implique un entrelacement non nul entre J7' et tiG,PxF(‘AfemP (M))olx|.
Pour des raisons de caractere infinitésimal cela implique :

Oy = @.

Ceci prouve (ii).

Prouvons (iii). Il est clair que 3‘;’;1 est contenu dans I’intersection des noyaux des
Tp.y, (P, x) € EJ. Montrons I'inclusion inverse. Soit f € J7! dans I’intersection des
noyaux des Tp 4, (P, x) € E'. On va montrer f € S"Z)’l. En effet soit n un exposant
asymptotique de f le long de Q, opposé au sous-groupe parabolique standard Q. Soit
P = M N le sous-groupe parabolique standard tel que les racines de Ap dans 1’algebre
de Lie de M soit I’ensemble des racines orthogonales a (Re In 1) g. Alors on voit que
(Relnn)g € a‘;*. Par ailleurs, la restriction x de n a Ajs est un exposant asymptotique
de f lelong de P, d’apres la propriété d’hérédité du terme constant. Mais alors, comme
etn. Si k = n, Tp ,(f) est non nul, ce qui contredit nos hypothéses. Donc k est
strictement plus petit que n. Ceci acheéve de prouver que [ € Tj)_let de prouver le
lemme. (|

Théoreme 2 Soit (P, n) un couple oin P = MN est un sous-groupe parabolique
standard, ) un caractére non ramifié de Ay, a valeurs dans R**, pour lequel il existe
(P, x) € EI avec n = |x|. On note E]}, I’ensemble de ces couples La somme des
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applications Tp y, (P, x) € E}, avec |x| = 1, notée T, p estun morphisme surjectif
de G x G-modules de F7, sur

IP,n = @g’én:wi(;xgﬁpxﬁ(ﬁtemp (M)g)n.

(ii) La somme directe des applications Tl’gqn, (P,n) € E"

o, est un isomorphisme de
G x G-module de F" /F"~! avec :

DS p.neerlpy.

Démonstration. Montrons la surjectivité de ’application dans (i). Soit (P, n) € EJ et
Q = LV un sous-groupe parabolique de G contenu dans P. Soit § € E2(M) tel que le
caractere infinitésimal, 6, de 7 = iy, pnm S, vérifie QN,I = w. D’apres le Théoreme 1 (i),
il suffit de prouver que I'image de Iapplication contient i, g p,p(Aremp (M, 8))n.
On retient les notations du Corollaire 1 du Lemme 9, ou 1’on suppose d’une part que
Re Inv = Re Inn, x est remplacé par n, que Imv est trivial et que 1’opérateur
différentiel D ne dépend que des variables dans Im X (L). On note ns le produit du
caractere central de &, restreint a Ay, avec 7.

D’abord, montrons que DF, est élément de 37.. En effet, d’apres les définitions et
les Lemmes 16 (iii)et 17 (iii), Appendice B, on a :

DF, est somme de coefficients de représentations induites, admettant une
filtration dont les sous-quotients sont isomorphes a i, o(8 ® 1).

(4.4)

Ici on a noté encore n le module de x, qui est un caractere non ramifié a valeurs
dans RT™* prolongeant 1. Notre assertion résulte alors du Lemme 7 (iii). Alors le
Corollaire 1 du Lemme 9 permet de déterminer Tp ,;(DF,). C’est un élément de
tiG,Px?(Atemp(Mv 8)n). Utilisant le Lemme 10 et le Lemme 18, Appendice B, on
voit grice au Théoréme 1 que ’ensemble des Tp , (DF,), lorsque f, f’ et D varient,
engendre I’espace vectoriel tiG,PxF(Atemp(Mv 8)n). Par ailleurs si (P, x') est un
élément de E], distinct de (P, 1), on va voir que Tps ,/(DF,) est nul. Les exposants
asymptotiques de D F), sont des exposants de i, o (§ ®v). Cette derniere représentation
est isomorphe 2 i p ((imy) ® [x 1), OU Tpmy = iy, 0nm (8 ® Imv). Comme (P, x),
(P, x') € EI',lanorme de (Re [n x') pr ést égale a cellede (Re In x)p = Re Inn, et
le Lemme 7 (iii) montre que, si Tp: ,/(DF,) estnonnul, Re In x' = Re Inn, P" C P.
Mais les conditions de régularités imposées a Re In x et Re Inn montrent que P = P/,
puis, toujours grice au Lemme 7 (iii), que x = x’. Une contradiction qui montre que
Tp: ,/(DF)) est nul. Ceci acheve de prouver (i). Cela montre méme la surjectivité de
I’application dans (ii).

Montrons I’injectivité dans (ii). On remarque d’abord que

Tp, ()= Y. Tpy
(P.)EER, |1 xI=n

et que si le premier membre est nul, chacun des termes du second membre 1’est aussi.
Alors I’injectivité résulte du Lemme 11 (ii). O
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5 Appendice A, Fonctions sur un réseau

Soit A un réseau i.e. un Z-module libre de type fini et soit A = {5, ..., §}, une base
de A. On fixe X, une suite finie xi, ..., x, d” homomorphismes de A a valeurs dans
C*. Onnote Af ou R, f I’action réguliére droite de A € A, sur I’élément f de ’espace
CI[A], des applications de A dans C. On note C[A]y, I’ensemble des éléments, f, de
C[A], tels que

r=x1) ... A= (W) f =0, A eA. G.D
Si f € C[A]y,ona
f= Exef)Cfx (5.2)
avec f, € C[A], vérifiant
A=xON"fy =0, L €A. (5.3)

Pour le voir il suffit d’utiliser de maniere itérée le fait élémentaire suivant. Si 7' est un
endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension finie, tel que (7T —Xx1)"! ... (T —
M) =0, ot les A; € C sont distincts deux a deux, alors pour tout vecteur propre
généralisé v pour la valeur propre A;, v est annulé par (7" — A;)".

Lemme 12 Soit f, g € C[Alx. Soit x un caractére de A et C un sous-ensemble de
A\ {0} engendrant A. On suppose que :

limysyoox (W) f(A+np) =gk), reA,pecC.

Alors :
8= fx~

Démonstration. 1l est facile de voir, en changeant A en A + u que :

g+ ) =x(wgl),re A, uecC.

Comme C engendre A, on en déduit que

g+ )= x(wgl), A, neA, (5.4)

et si on remplace f par f — g dans I’énoncé, la limite dans 1’énoncé est nulle. On est
ainsi ramené au cas ou g est nul. On va d’abord démontrer le lemme pour A = Z. On
a besoin pour cela d’un Lemme dont une démonstration nous a été fournie par Julien
Cassaigne.

Lemme 13 Soit S un ensemble fini de nombres réels, distincts 2 a 2 modulo 2 et
(as)ses des nombres complexes. On note :

h(n) = ZaSeim, n e N.

seS

Silimy— 4o0h(n) = 0, tous les ag sont nuls.
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Démonstration. Soit t € S. On pose

Sy 1= Z h(n)e .

0<n<N
Comme lim,— +ooh(n) = 0, la moyenne de Césaro, Sy /N, tend vers O :
limy_ +00SN/N = 0. (5.5)

Par ailleurs
Sy = Na; + Ry 5.6)

ou un calcul direct, utilisant la somme de progressions géométriques, montre que

IRvI < ) 2lagl/|1— €70,

seS, s#t
D’ou I’on déduit
limn_ 4+00SN/N = a;. 6.7
La comparaison de (5.5) et (5.7) montre que a; = 0. D’ou le lemme. O

Revenons a la démonstration du Lemme 12, d’abord pour A = Z. On procede alors
comme dans [CM], Appendice A.2.1, en remplacant I’utilisation du Lemme A.2.2 par
celle du lemme précédent. Ceci acheve de traiter le cas A = Z.

Revenons au cas général, i.e. A quelconque. Par application du résultat pour Z aux
fonctions n +— (R; f)(nu), on trouve, que pour tout £ € C, on a

g)= Y (Rf)pO),reA peC.
X' Ix" (w=x ()}

Tenant compte des égalités :

(R )y = Ra(fy)

on trouve
g= > (Hy@.reApec.

X' Ix’ y=x ()}
Comme g = g,, d’apres (5.4), on déduit I’égalité du lemme, en fixant u puis en
égalant les termes correspondants a x dans I’égalité ci dessus. O

Soit ey, ..., e, la base canonique de C". On é&crit :
A=x1A) ... — (V) = A" +a,—1 (X, A)A”_l 4+ ...+ ag(X, 1) (5.8)

comme opérateurs dans C[A], ot les a,(X, A) sont des nombres complexes. Pour
chaque § € A, on définit une action de Z§ dans C", notée & 5, par

Exs@Ne) =eiy1,i=1,...,n—1 (5.9)
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(Ex.5(8))(en) = —Xi=0,..n—1a; (X, §)e;. (5.10)
L’espace de &x; s s’identifie a I’espace des fonctions de {1, .. ., n} dans C. Le polyndme
caractéristique de &x 5(58) est égal a :

D" (X" + a1 (X, )X+ ..+ ap(X, 8))

et les valeurs propres de &y 5(8) sont donc égales, d’apres (5.8), aux x; (8).

On note &y la représentation de A obtenue par produit tensoriel des &y 5, § € A,
dont I’espace s’identifie canoniquement a I’espace E,, ; des applications de {1, .. ., n}
dans C.Sii € {1,...,n})!,onécriti = (i1,...i;),etonpose 8’ =i81+...4+i;8 € A.

Lemme 14 L’application ev de C[ Al dans E, j, définie par
(@) = f@), iefl,....n)

est un entrelacement injectif entre la représentation réguliére droite de A avec & .

Démonstration. L’injectivité se déduit de (5.1) et (5.8). Pour voir que ev réalise un
entrelacement, on étudie I’action de § € A et on utilise (5.1), (5.8), (5.9) et (5.10). La
propriété d’entrelacement en résulte immédiatement. (|

On suppose donnée une famille holomorphe f d’éléments de C[A], paramétrée par
une variété complexe O, i.e. une application :

f:0x A — C,telleque, tout A € A, v~ f(v, A) est holomorphe sur (5.11)
0 .

On notera aussi f,(A) := f(v,A). On suppose que 1’on dispose de familles holo-
morphes xi, ..., xn, de caracteres de A, dépendant de v € O. On note X(v) la
suite x1(v), ..., xp(v) et X la suite xq,..., xn- On dit que f est une X-famille si
et seulement si f, € C[A]x,), pour tout v € O. On note vy un élément de O, et x" un
élément de X(vg).

Lemme 15 Pour v € O, on note E(v, vo) = {xi )| xi(vo) = x°}. Alors :
(i) L’application
Vi Fy o= Z (fv)x

x€&(,vg)
est une famille holomorphe au voisinage de vy.
(ii) Si D est un opérateur différentiel a coefficients holomorphes sur O de degré d,
v = Df, est une Xya-famille holomorphe, o, pour p € N, X, est la suite :

X]9"'X15"'7X1)7"'X[7

ou chaque yx; est répété p-fois.
(iii) On a l’égalité, au voisinage de vy :

DF,= Y (Dfi)y-

X€E(v,1p)
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Démonstration. (i) La famille de représentations, (§x(,))ve@, de A, dans E,; est
holomorphe, d’apres (5.9), (5.10) et I’holomorphie des x; : les coefficients a; (X(v), §)
sont holomorphes en v. Par ailleurs, elle vérifie une identité de type (5.1), mais pour
une famille de caractéres plus grande X(v) dont les éléments sont les caracteres x de
A satisfaisant :
x©B) € {x1()(©), ..., xa()(d)}, s €A

répétés par sécurité n' fois. En effet les valeurs propres de éx() () appartiennent a
{x1(V)(&), ..., xn(v)(8)} avec multiplicité inférieure ou égale a la dimension n! de
E, ;. On considere I’'image, 7‘), de f, dans E, ; par I’entrelacement du Lemme 14 pour
X(v). C’est une fonction holomorphe de v d’apres la définition de cet entrelacement et
(5.11). Alors I’analogue de (i) pour 71, est une conséquence immédiate de [D], Prop.
B.1. L’assertion sur f, résulte immédiatement du fait que I’entrelacement envoie ( f,)
sur (F,) -

(ii) On se ramene par récurrence a démontrer le résultat pour D de degré 1. On écrit a
cette fin que pour tout A € A, ’action de (A —(x1(V))(A))’ ... (A—(xx(v))(A))! annule
fv, pour i = 1,2. Appliquant D a cette équation pour i = 2 et développant grace a
la régle de dérivation des produits, on trouve I’égalité voulue en utilisant 1’équation
ci-dessus pour i = 1.

(iii) Soit {i1,...ip}, resp. {j1,...j4}, 'ensemble des i € {1,...,n} tels que
xi(vo) = x9, resp. xi(vo) # x0. Alors, avec les notations de (ii), F est une X/,
famille, ot X" := (xi;, ..., xi,)- De méme g = f — F est une X",-famille, ot
X" = (xj---» Xj,)» grce a (5. 3). Par application de (ii) a F, on voit que

DF, = Z (DF,), (5.12)
XEE(,vg)
et
Dgy= Y  (Dg)y-

X €X(M\E (v,vp)
Par addition, on en déduit :

Dfy= Y (DF),+ Y.  (Dg)y (5.13)

XEE, 1) x€XW\E(,10)

Pour des raisons de continuité, il existe un voisinage ouvert de vg, V (vp), et un voisi-
nage ouvert de XO, V(XO) tel que pouri = 1, ..., n, on ait ou bien :

xi(v) € V(XO) et x(v) € E(v,vy), pour v e V()
ou bien :
Xxi®) & V(X°) et xi(v) € X(4)\ E(v,w), pour v e V(v).
On déduit alors de (5.13) que
(DF))y = (Dfv)y, x € E(v, o).

Sommant sur les x € E(v, vp), et tenant compte de (5. 12), on déduit (iii). O
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6 Appendice B, Familles de représentations

Définition 4 Soit O une variété C°, resp. analytique complexe. Une famille de repré-
sentations admissibles de G, indexée par O, (7, V) ,c@ est dite C*°, resp. holomor-
phe si et seulement si :

(i) L’espace V), est indépendant de v. On le note V. La représentation 7, restreinte
a K est indépendante de v

(i) Siv € V, g € G, le stabilisateur dans K de m,(g)v contient un sous-groupe
compact ouvert indépendant de v : en effet si H est un sous-groupe compact ouvert
contenu dans K fixant v, m, (g)v est fixé par K NgH g_l. D’apres (i) et I’admissibilité
des m,, I’application v +— m,(g) est a valeurs dans un espace de dimension finie. On
demande que pour tout v € V et g € G, cette application soit C°, resp. holomorphe.

Lemme 16 Soit D un champ de vecteurs C*, resp. holomorphe sur O et une famille
(y) ye© comme ci-dessus. On définit une famille de représentations de G, (D.m,),c0
dans l'espace V x V par :

(D.7,)(8)(v1, v2) = (M (Qv1 + Dy (g)v2), Ty (g)v2), g € G, v, 12 € V. (6.1)

Alors :

(i) La famille (D.m)),co est une famille C*°, resp. holomorphe. Pour tout v, D.m,
admet 1, comme sous-représentation dans le premier facteur, et le quotient par cette
sous-représentation est également isomorphe a m,,.

(ii) La famille (77,) est C*°, resp. holomorphe, et est réalisée dans I’espace, \7, des
formes linéaires sur V fixées par un sous-groupe compact ouvert de K. Les familles
(D.my), (D.r[,)j sont réalisées dans le méme espace, V x \7, et sont entrelacées par
Uinversion des facteurs, T.

(iii) On appelle dérivée par rapport a D de coefficients de m, toute fonction de
la forme g + DE,(g), on E,(g) =< m(g)v,v/ > v € V, v € V. Lespace
des coefficients de D.m, est égal a la somme de ’espace des coefficients de m,, avec
Uespace des dérivées par rapport a D de coefficients de 1. En particulier:

D < m,(9)v, v >=< (D.7,)(g)(O0,v), V,0) > . (6.2)

Démonstration. (i) est immédiat.

(ii) Soit v’ € V et g € G. Lapplication v > (7,)(g)v’ est a valeurs dans un
espace de dimension finie et il suffit de voir que la composée de cette application avec
toute forme linéaire sur cet espace de dimension finie est C*, resp. holomorphe. Cela
résulte du fait que pour tout v € V, v < v/, m,(g~")v > est C*, resp. holomorphe.
Pour montrer I’identité des 2 familles, il suffit de montrer 1’égalité, pour g € G de

A =< T((D.7y ()W}, v3)), (v, v2) >

et
B =< ((D.1,)(e)(T (v}, vh)), (v1, v2) > .
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En utilisant les définitions et (6.1), on trouve que I’égalité de A et B équivaut a I’égalité
de < v}, Dm, (g~ Hvy > avec < D7, (g)vh, v2 >. Mais cette égalité est vraie car les
deux termes sont égaux a: D < 1/2, Ty (g_l)vz >,

(iii) résulte de la formule :

< (D.7y () (1, v2), (v}, vy) >

=< m,(gv1, V] > + < 1, (gv2, vy > +D < m(g)v2, V) > 6.3)

O

Lemme 17 Soit P = M N un sous-groupe parabolique semi-standard, (m,),co une
Sfamille C*°, resp. holomorphe, relativement a K N M, de représentations admissibles
de M, (rt, V) sa restrictiona K N M.

(i) La restriction des fonctions a K induit un isomorphisme de l’espace de iG pm,
sur un espace indépendant de v, qu’on note ix gnpV, sur lequel K agit par une
représentation indépendante de v, ig xknpT.

(ii) La famille de représentations (i,),co = (iG,pTv)ve© , dans sa réalisation
dans ix xknpV, dite réalisation compacte, est une famille C*°, resp. holomorphe, de
représentations admissibles de G.

(iii) Pour D comme au lemme précédent, la famille (ig,p(D.m,)) est naturellement
réalisée dans I’espace ix knpV X ix xknpV, ainsi que la famille D.(ig pm,), et ces
deux familles sont identiques.

Démonstration. (i) est clair.

Montrons (ii). Soit g € G. Soit f € ix gknpV, qui est fixé par un sous-groupe
compact ouvert, H, contenu dans K. Alors, pour tout v, i, (g) f est fixé par KNgHg ™!,
et est donc contenu dans un sous-espace de dimension finie de ix gnp V. Si k décrit K
et v’ décrit le dual lisse de V, \7, les évaluations en k suivies de la composition avec v’
engendrent le dual de cet espace de dimension finie. Pour voir que v - i,,(g) f est C*°,
resp. holomorphe, il suffit donc de voir que les applications v — < (i,(g) f)(k), v >
vérifient la méme propriété. Ecrivant g~ 'k = k'mn, aveck’ € K,m € M,n € N, on
a:

< (@) f), v >=<m(m ) fK), v > .

On en déduit immédiatement (ii).

Prouvons (iii). 11 est clair que les deux familles sont réalisées dans le méme espace
ix. knpV X ik knpV.Montrons qu’elles coincident. Soit fi, f2 € ix. knpV. On note
(F1, F3) la paire de fonctions sur G a valeurs dans V x V telle que :

(Fy(kmn), F>(kmn)) = D.t,(m~ ") (fi(k), f2(k))
ke K, meM,neN,

6.4)

dont I’existence est assurée par les propriétés de covariance des f;. Soitg € G,k € K.
Ona:
((iG,p D-m) (@) (fi, [2))(k, k) = (Fi(g™' k), Fa(g™'k)).
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Ecrivant g’lk = k'mn comme ci-dessus, on a, en tenant compte de (6.4) et de la
définition de D.m), :

((i.pD.1)) (&) (f1, f2)) (k. k)

(6.5)
= (my(m™ Y fiK') + Dy (m™h) fo(K'), 1, (m ™) fo(K')).
On note maintenant Fl/ , i =1, 2, ’application de G dans V définie par
F!(kmn) = nu(mfl)(f,-(k)), ke K, meM,ne N (6.6)

dont I’existence est assurée par les propriétés de covariance de f;. Appliquant les
définitions, on a

(D.iy)(@)(f1, 2) = (iv(9) f1 + Div(g) f2,iv(8) f2).

Utilisant I’égalité (i, () f1)(k) = F1(g~'k), écrivant g~k = k’mn, tenant compte de
(6.6) et reportant dans I’équation précédente, on conclut a I’identité:

(i, pD.m)(g)(f1. f2))(k, k) = ((D.iv)()(f1, f2))(k, k),

ce qui prouve (iii). (|

Si (7, V) est une représentation admissible de G, on note Eg ,ou EG, I’application
coefficients, i.e. I’application de V ® V dans Clisse(G) définie par :

(ES(V' @ v))(g) =< 7(g)v, v/ >

qui entrelace I’action de G x G, 7 ® 7, avec la représentation de G X G sur Cyjg5.(G)
donnée par la représentation réguliere gauche (resp. droite ) sur le premier (resp.
second) facteur. On note E (;7) I'image de Ej? .

On conserve les notations du lemme précédent. On note P le sous-groupe parabolique
opposé a P.

Pour v € O, I’espace des représentations tiG’PX;EM(JTU), tiG’PxFEM(D.nv)
est contenu dans I’espace [ := tiG,pXﬁClisse(M)

Soit [ € iK,Imﬁ”’ f € ix knp- On note f, (resp. f,,) I’élément de I’espace de
i p7v (tesp. ig, p7y) dont f (resp. f ) est la restriction a K. On définit une application
de G x G dans Cjjz50(M), Eé”(f@ f) par

(EY(f ® )(g1.82)m) = EX (£,(31) ® (fy(82))(m), g1.82€ G,m € M.

Il est clair que c’est un élément de I et que I’expresssion ci-dessus est C*°, resp.
holomorphe en v. On note D.EY iGxG.pxp (v ®y), 'espace engendré par les com-

binaisons linéaires des D(Ef}” ( f ® f)), lorsque f, f varient, v étant fixé. C’est un
sous-espace de 1.
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Lemme 18 Pour v fixé, 'espace i, ; p.pE M(D.m,) est contenu dans la somme de
, . M , M ~
Uespace ’GxG,PxFE (my) et de l'espace D.E ’GxG,PxF(”v ® 1))

11 est clair que 1’espace tiG,Px?EM(D-”v) est I’'image de 1’espace de

iGyG pxp(D-m) ® D,

par I’induite de I’entrelacement E gﬂv, noté encore EM 1l suffit alors d’étudier I'image
d’un élément de tiG,Px?(D-”vi ® D.my, identifié a D.ig p7, ® D.iG’ﬁnU grice a
I’isomorphisme du Lemme 16 (ii), de (D.x,) avec D.7r), etde D.ig pm, avecig,p(D.m))
(cf. Lemme précédent (iii)). Soit F = (f1, f2) un élément de I’espace ix gnpV X
ig,knpV de D.ig pm, et F' = (f{, f;) un élément de ’espace ix xnpV X ig knpV
de D.ig_p7,. Le calcul, tenant compte des isomorphismes précédents, de E ,1)” (F'QF),
conduit a :

(EM(F & F')(k, k")) (m)
= (EM(£,@ f1)k, k) (m)+(EM (f|® fo)(k, k) (m)+D(EM (£, f>) (k, k') (m),
k,kk e K,meM.

Les quatre fonctions de 1’égalité précédentes étant des éléments de 7, 1’égalité précédente
implique :

EM(FQ F)y=EM(f;® fi) + EM(f| ® f) + D(EM(f; ® f2)

Le lemme en résulte. (|
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