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Nous introduisons une semi-norme sur un espace de fonctions C* sur un espace
symétrique réductif G/H. Nous montrons que les fonctions C*, K-finies, propres
sous l'action de I'algeébre des opérateurs différentiels G-invariants, et pour lesquelles
cette semi-norme est finie, de méme que pour ses dérivées par les €léments de
l'algebre enveloppante de I'algébre de Lie de G, sont tempérées. Réciproquement,
on explicite cette semi-norme pour les fonctions tempérées K-finies qui sont propres
pour un caractére régulier de l'algébre des opérateurs différentiels G-invariants.
L’application de ces résultats aux intégrales d’Eisenstein permet d’établir des rela-
tions d’orthogonalité de Schur généralisées. Notre travail généralise et précise des
résultats de H. Midorikawa (1988, Adv. Stud. Pure Math. 14, 257-287) pour les
groupes.  © 2001 Academic Press

Mots-clé: espace symétrique réductif; représentation des groupes et des algebres
de Lie; développements asymptotiques et convergents; terme constant d’une fonction
tempérée; intégrales d’Eisenstein.

We introduce a seminorm on a space of C* functions on a reductive symmetric
space G/H. We show that the C® K-finite eigenfunctions of the algebra of all
G-invariant differential operators on G/H for which this semi-norm is finite, as well
as for their derivatives from the left, are tempered. Reciprocally, we make explicit
this seminorm for the K-finite tempered eigenfunctions with a regular character.
Applying those result to Eisenstein integrals, we obtain general Schur orthogonality
relations. Our work generalizes and specifies the results of H. Midorikawa (1988,
Adv. Stud. Pure Math. 14, 257-287) in the group case.  © 2001 Academic Press

0. INTRODUCTION

Les coefficients de la série discréte d’'un groupe de Lie unimodulaire G
appartiennent a L*(G) et on peut calculer leur produit scalaire L* grice
aux relations d’orthogonalité de Schur. Plus précisément, si (7, #) est une
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représentation de la série discréte de G, alors pour tous v, w, v/, w' € A,
on a:

f (n(g)v, w)(n(g) v/, w') dg=d; (v, v)(w, W) (0.1)
G

ou d, désigne le degré formel de 7.

Lorsque G est réductif, H. Midorikawa a montré qu’on peut définir un
produit scalaire “intrinséque” sur I'espace engendré par les coefficients de toute
représentation irreductible tempérée a caractére infinitésimal régulier de sorte
que les relations d’orthogonalité de Schur aient encore lieu. Une telle représen-
tation (7, /) est induite a partir d’un sous-groupe parabolique cuspidal de G,
dont on note r le rang déployé. On fixe un sous-groupe compact maximal
K de G et on note d(g) la distance de gK a l'origine dans ’espace riemannien
symétrique G/K. Alors (Relations d’orthogonalité de Midorikawa):

il existe une constante d, >0 telle que, pour tous vecteurs K-finies v, v',
w, w' de A,

lim 8’f (n(g) v, w)(m(g) v, w) e & dg=d (v, v)(w, w) (0.2)

e—>0

Il est bien connu que les relation d’orthogonalité de Schur (cf. (0.1)) ont un
analogue pour les séries discrétes des espaces symétriques ou ’on remplace
les coefficients de représentations par des coefficients généralisés. Mainte-
nant, suite aux développements récents de I’analyse harmonique sur les
espaces symétriques réductifs, on peut espérer un analogue des relations de
Midorikawa (cf. (0.2)) pour ces espaces. L’objectif de ce travail est de
répondre a cette question, en précisant de plus la constante d,,. Celle-ci
n’était pas connue dans les relations de Midorikawa.

Soit G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra, H un
sous-groupe ouvert du groupe de points fixes d’une involution ¢ de G et K
le groupe des points fixes d’une involution de Cartan # de G commutant
avec a. Soit q (resp. s) le sous-espace propre de lalgébre de Lie g de G,
correspondant a la valeur propre —1 de o (resp. 0). Pour toute la suite de
ce travail, ag désignera un sous-espace abélien maximal de s N q.

Pour simplifier la présentation des résultats, on supposera en outre que G est
semi-simple de centre fini. Soit B la forme de Killing de g. Pour X' e g, on pose
| X :=(—B(X, 0(X))"2 Pour Xesnq et geK exp(X) H, on pose w(gH) := | X]|.

Soit dx une mesure G-invariante a gauche sur G/H. Pour r>0 et
fe C*(G/H) on note:

—_— 1/2
/11, - 2=<lim g’f | £(x)|2 e =@ dx>
£e—0 G/H

ou lim désigne la limite supérieure.
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Soit y un caractére de l'algebre D(G/H) des opérateurs différentiels sur
G/H invariants par l'action gauche de G. On note #,(G/H, y) I'ensemble
des fonctions, f, C* sur G/H, vérifiant:

(i) Df=x(D)f, DeD(G/H).

(ii) Pour tout U élément de lalgebre enveloppante U(g) de g,
IL(U) f,, . est fini, ou L est la différentielle de la représentation régulicre
gauche de G sur C*(G/H).

TaEOREME (cf. Théoréme 1). (i) L’ensemble #,(G/H, y) est une espace
vectoriel. Muni de la semi-norme | ||,,, et de laction réguliére gauche, c’est un
G-module topologique dont le sous-espace des vecteurs K-finis, #,(G/H, x) )
est dense.

(1) De plus, ce dernier est formé de fonctions tempérées au sens de
[ D1, Définition 2].

Le point (i) (resp. (ii)) est une généralisation aux espaces symétriques du
résultat de H. Midorikawa [ Mi2, Lemme 4.1 et 4.2] (resp. [ Mi2, Lemme
4.57) dans le cas des groupes.

Il est a noter que I'introduction de la limite supérieure dans notre défini-
tion permet d’assurer que ,(G/H, y) est un espace vectoriel.

Nous faisons 'Hypothése suivante sur y.

HypoTHESE 1. (1) 1l existe une fonction non nulle, tempérée, K-finie qui
se transforme sous D(G/H) par y.

(1) Le caractere y est régulier.

Pour simplifier les notations, on suppose qu’il existe une seule (H, P )-
double classe ouverte de G, ou P est un sous-groupe parabolique o0-stable
minimal de G. On note £ I'ensemble des sous-groupes paraboliques gf-stables
de G contenant Py. Si Q€ Z, on note Q=M ,A,N, la o-décomposition de
Langlands de Q et on pose L, :=M,A,. Pour ne N, on note 2" I'ensemble
des éléments Q de 2 vérifiant dima,=n. Soit f un élément de I'espace
Aremp\G/H, %) k), formé des fonctions temperées K-finies sur lesquelles
D(G/H) agit par y. Notons f,, (au lieu de f5 dans [ C, Théoréme 1]) le terme
constant de f'le long du sous-group parabolique de G, Q, opposé a Q. Alors,
la régularit¢ de y implique que f,, s’écrit d’'une maniere unique (cf.
[C, Théoréme 2]):

fo=2fos (0.3)



66 KARIM ANKABOUT

ou la somme est finie et ou pour chaque s, f, , est une fonction C* sur
Lo/Lon H qui se transforme sous A, par un caractére unitaire y,, ces
derniers étant deux a deux distincts.

THEOREME (cf. Théoréme 3). (i) En supposant I’Hypothése 1 satisfaite,
il existe un unique entier positif i(y), tel que pour toute fonction [ non nulle
de A0, (G/H, )) k) et tout nombre réel r, on a || f|,,, est fini si et seulement
sir=i(y).

En particulier #(G/H, ))x)= ALemp( G/H, )k, 5. ¥ = i(x). De plus | |5, ,
est nulle sur cet espace si r>i(y).

(ii) Pour chaque Qe 2™, et pour chaque s de la somme ci-dessus
(¢f. 0.3), la restriction de fo ;@ M o/M o H est de carré intégrable, de plus,

il existe C(Q) >0 telle que

171300="2 CQ) X Ifosl3

Qegu'(x)
ou || fo sl est la norme L? de la restriction a My/MonHdefy .

Remarque. Dans le cas ou G=G, x G, et g est 'échange des facteurs,
H. Midorikawa [Mi2] avait montré que |/, ;,, est fini sans en donner
une formule explicite.

Pour démontrer le Théoréme 3 on utilise, grace a notre choix de mesure
(cf. §1), la formule intégrale qui permet de transformer l'intégration sur
G/H en une intégration sur la chambre de Weyl négative a, correspondante
au P . Puis, on écrit a; comme réunion finie et disjointe (a un ensemble de
mesure nulle prés) de sous-ensembles ouverts donnés par des inégalités affines.
A chaque élément @ de cette partition est associé un élément Q de 2. Pour
Xeag, on note py(X) la moiti¢ de la trace de ad(X) dans I'algebre de Lie n,,
de N,,. Alors e”ef,, - exp fournit une bonne approximation de fexp sur ¢. On
obtient ensuite une estimation de la différence entre f et ses termes constants
(cf. Théoréme 2), plus fine que celle donnée par J. Carmona (cf. [ C, Proposi-
tion 77), grace a ’hypothese de régularité de y. Ceci permet de remplacer dans
le calcul de contribution de ¢ a | /|3, i J par e’ef,, griace au Théoréme
de la convergence dominée. Le calcul de cette contribution est effectué
grace au Lemme de Riemann-Lebesgue, a Iécriture (0.3) de f,, et a
I'utilisation répétée du Théoréme de la convergence dominée. La somma-
tion sur les @ conduit alors au résultat voulu.

Soit Pe? et P=MAN sa o-décomposition de Langlands. On suppose
que M/M n H admet une série discréte et on choisit un sous-espace abélien
maximal, a¢,, de i(mnq) contenu dans i(mnqnf). Soient (J, Vs) un
¢lément du dual unitaire de M, et ve (a)E. On dispose de la série principale
généralisee C*, (nf ,,1I5,) (cf. [D1,§3]), et de sa réalisation compacte
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(ﬁf; ,» I%). Soit 7 un vecteur distribution H n M-invariant “de carré intégrable”
de (0, V) (cf. [CD2, équation (1.3)]), qu’on suppose D(M/M n H)-propre
pour une valeur propre A de (a%,)*.

On dispose d’une fonction continue sur G a valeurs dans V; *, j(P, J, v, 1),
H-invariante a gauche valant # en I'identité de G et se transformant par
a*~*ré'(m~1) sous la translation & droite par man, me M, ac A, ne Np.
Ces propriétés sont caractéristiques de cette fonction qui détermine un
vecteur distribution H-invariant de z§ , (cf. [CDI, (24.6)]). On notera
J(P,6,v,n) la forme linéaire continue correspondante sur I%. La fonction
vi—>j(P,d,v,n) admet un prolongement méromorphe a (a)g (cf. [DI,
Lemme 3]).

THEOREME (cf. Théoréme 6). On fixe vei(a)* tel que j(P,d, v, n) soit
défini et tel que 4 —v soit régulier par rapport aux racine de a?:=a%,+a
dans g¢.

Alors, pour tout vecteur K-fini ¢ de IZ on a:

fim 97 | I (9) 10, v, 93 7 e dg 1

e—>0

= Cup(6,v)" " In)* o>

ou C:=[,e "I dX, upd,v) est le facteur de Plancherel (cf. [ CD2, aprés
I’equation (3.8)]), et ou |#| est définie dans (cf. [CD2, équation (1.5)]).

On dispose du lien entre les intégrales d’Eisenstein et les coefficients
généralisés du théoréme précédent (cf. [CD2, §3.1]). Alors I'expression
explicite des termes constants des intégrales d’Eisenstein a I’aide des fonc-
tions C et le Théoreme 3, permettent de déduire le résultat précédent.

Comme on l'a déja dit, dans le cas de G, x G,, ce résultat permet de
préciser la constante d, dans les relation d’orthogonalité de Midorikawa
(cf. (0.2)).

1. NOTATIONS

Si E est un espace vectoriel, on notera E* son dual. Si E est réel on note
Ec son complexifié, S(E) l'algébre symétrique de Ec que l'on identifiera
aux fonctions polynomiales sur E* lorsque E est de dimension finie.

Si S est un groupe de Lie, S° désignera la composante connexe de
I’¢élément neutre e de S, s son algebre de Lie, U(s) 'algebre enveloppante
de sc. Si S est réel, on note °S lintersection des noyaux des homomor-
phismes continus de S dans R**. Si (x, E) est une représentation du
groupe de Lie S (resp. de l'algébre de Lie s), on note E® (resp. E*) I'espace
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des éléments de E invariants sous S (resp. s). Si ¢ est une involution de S,
on utilise également la méme notation pour désigner 'automorphisme de s
obtenu par différentiation et son prolongement C-linéaire a s .

Si M est une variété de classe C* muni d’une structure de S-espace a
gauche (resp. droite) de classe C* et E un espace de Fréchet, on note
(x, )= L(x) f (resp. (x, f)— R(x) ), xe S, fe C*(M, E), ’'action induite
sur C*®(M, E). On note encore L (resp. R) l'action infinitésimale corres-
pondante de U(s).

Pour toute sous-algebre abélienne j de s (resp. s¢) formée d’éléments
semi-simples et tout sous-espace b de s (resp. s¢) stable sous I'action
adjointe de i, on note X (b, {) =i* (resp. {&) 'ensemble des poids non nuls
de | dans b (resp. bg). Pour aei* (resp. i), on note b* le sous-espace
radiciel correspondant dans b. Si X'(b, ) est un systéme de racines, on note
W(b, ) le groupe de Weyl correspondant.

Si S est en outre compact, on notera S son dual unitaire. Si (7, E) est
une représentation continue de S dans un espace vectoriel localement
convexe, on note E(g, I'espace des vecteurs S-finis, et pour tout de S, on
notera E° la composante isotypique de type & de E.

Soient G un groupe de Lie réductif dans la classe d’Harish-Chandra (cf.
[Va, part I, §1.1] ou aussi [H-C2,§3]), ¢ une involution de G, 6 une
involution de Cartan qui commute avec ¢ (voir [B2, Proposition 1.1],
pour l’existence de ), K I'ensemble des point fixes de @, qui est un sous-
groupe compact maximal de G, et H un sous-groupe ouvert de G°. On note
g (resp. b, f) 'algebre de Lie de G (resp. H, K), et s (resp. q) le sous-espace
propre de g correspondant a la valeur propre —1 de 6 (resp. o). L’espace
homogene G/H est dit espace symétrique réductif. Un sous espace de
Cartan pour G/H est un sous espace abélien maximal de ¢ constitué
d’¢léments semi-simples. Tous les sous-espaces de Cartan de G/H ont la
méme dimension que I'on appelle le rang de I'espace symétrique G/H.

On se fixe une forme bilinéaire symétrique B sur g, 4d(G)-invariante,
telle que la forme quadratique sur g, X+ || X|?:= — B(X, (X)), soit définie
positive. On suppose en outre que B est invariante par ¢ et , coincide avec
la forme de Killing sur g; :=[g, g] et que le centre de g, 3, est orthogonal
ag.

On dispose (cf. [ B1, §2]) d’une application wg: G— [0, + oo[ telle que:

gk exp X)=|X|, keK, Xes. (1.1)

Dans toute la suite de ce travail, a, désignera un sous-espace abélien
maximal de q ns. Soit g, :=(fNh) @ (s N q), qui n’est autre que 'ensemble
des points fixes de I'involution g6 de g. On fixe une fois pour toute un ensemble.
Xy, de racines positives du systéme de racines X,,:=2(g,9, a ) (cf.
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[R,§1.2]). On note a la chambre de Weyl négative correspondante. On
a la décomposition [ B2, Corollaire 1.4]:

G=Kcl(AZ)H (1.2)

ou cl(Ag) est 'adhérence de 4 :=exp ag. On introduit, comme dans
[B1], §2, l'application, @, de G/H dans [0, + co[ , définie par:

w(kah) = ||log all, keK, acAg, heH (1.3)

qui est K-invariante a gauche et H-invariante a droite. On note L le
centralisateur de a dans G, L= M ;A 5 sa g-décomposition de Langlands
[B3,§2], et my lorthogonal de ag dans [ :=Lie(L,) pour la forme
bilinéaire B. On notera 2 (resp. 2™") lensemble (fini) des sous-groupes
paraboliques g0-stables de G (resp. of-stables minimaux de G), contenant A ;.
Pour Pe 2, on notera L, := P n 6( P) sa composante de Levi f-stable, N, son
radical unipotent et P= M p A p N sa g-décomposition de Langlands. Notons
que M est contenu dans M p et A, est contenu dans 4. En particulier,
on note G=MsA; la o-décomposition de Langlands de G. Ici, Mg :=
%Gexp(3nsnh), et Ag est le sous-groupe de la composante déployée de G
formé des éléments a de celle-ci tels que o(a)=a~"'. On lappelle com-
posante g-déployée de G. Notez que H est contenu dans M. De plus,
on a:

(Mg/H) x ag est difffomorphe a G/H par 'application

(1.4)
(x, X)) (exp X)x.

Si Pe 2, les sous-groupes Lp et Mp sont dans la classe d’Harish-Chandra
et sont invariants par ¢ et 0. De plus (Lp, 0|, 0.,, HN Lp) vérifie les
mémes hypotheses que (G, g, 0, H), et de méme en remplacant L, par M p.
On note 2, 'ensemble des poids de ap:= Lie(Ap) dans np:= Lie(Np). On
définit I'ensemble 4, des racines simples de 2'». On pose a, :={Xe€ap|
a(X) <0, cedp}, et Ay :=expap . Si PyeP™ est tel que 2 p,, contient
2}, on dit que Py est standard. On note 27" le sous-ensemble de 2"
formé de ces ¢léments. Un éléments de £ sera dit standard s’il contient un
élément de 27", On note 2, I'ensemble des éléments standards de 2. On

a (cf. [B2,§2]):
cd(Az)= ) cl(4p). (1.5)
Peﬂgm
A chaque sous-groupe parabolique Q de G on associe le caractere de Ly:

dgy: x> |det Ad(x),, |'? (1.6)

|"Q
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et sa différentielle
Po:lp—R. (L.7)

La forme B détermine un produit scalaire sur ag, ce qui détermine une
mesure de Haar sur tout sous-espace vectoriel de ag.

L’endomorphisme ¢} étant égal a lidentité sur ag, tous sous-espace
radiciel g* (a € X'p) est gf-stable, et on a la décomposition correspondante:

g*=g% +9%

pour les valeurs propres +1 et —1. On note m, (resp. p,, ¢,) la dimension
de g* (resp. g%, g% ). Pour Py e27™ on définit la fonction D,PQ sur ag,
par:

Dp (X)= [] [e%) =07 ["0) 4 o= 20|, (1.8)

anPg

On note dx la mesure G-invariante a gauche sur G/H donnée par:

j fx)ydx= Y j Dy (X) f(k exp(X)H) dk dX (1.9)
G/H

Pze%'l’i" K L’l(a;g)

feCJG/H). Ici la mesure sur K a été normalisée a 1. Un tel choix est
possible d’apres [ F-J, Théoreme 2.6].

On remarque que ce choix, joint a notre choix d’une mesure sur ag,
conduit a un choix de mesure sur Mg/H, grace a I'isomorphisme (1.4).

2. INTRODUCTION A L’ESPACE #,,(G/H, 1)

On identifie l'algébre D(G/H) des opérateurs différentiels sur G/H
invariants par translation a gauche par G, a lalgébre U(g)%/U(g)" n U(g)h
agissant par représentation réguliere droite sur C*(G/H), qui est canoni-
quement isomorphe a I'espace des fonctions C* sur G, H-invariants a
droite (cf. e.g. [ B4, Lemme 2.1]). On confondra parfois un élément D de
D(G/H) avec I'un de ses représentants dans U(g)".

On utilise les notations habituelles:

M=tnh+i(snbh), s'=snq+i(fng), g/=F"+s%

On note ¢“ la restriction a g du prolongement C-linéaire de 0 & gc. Un
sous-espace abélien maximal a? de s¢, stable par ¢ et tel que a?:=
a?n s q est contenu dans ag;, sera dit sous-espace de Cartan standard de
5% On notera af :=a? N i(f N q). Nous noterons parfois a au lieu de a?. Si
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a? est un sous-espace de Cartan standard de s¢, on note W« le groupe de
Weyl de (g% a?) et y,« I'isomorphisme d’Harish-Chandra de D(G/H) sur
lalgébre, S(a?)"¢ des fonctions polynomiales sur (a?)% invariantes sous
W4 (cf. e.g. [D1,§2.1]). A chaque élément 4 de (a?)%, on associe le carac-
tere de D(G/H), y;, défini par:

x4D):=y.a(D)(%),  DeD(G/H).

Tout caractére y de D(G/H) est de cette forme. Un élément A de (a)% sera
dit parametre d’Harish-Chandra du caractere y, si y =y,. Si f est une fonc-
tion C* sur G/H et Ae(a?)%, on dit que f est un vecteur propre sous
D(G/H) pour la valeur propre A (ou parfois, pour y;) si, et seulement si:

Df=y.a(D)(4) f.  DeD(G/H).

Soit E un espace de Hilbert de dimension finie. Pour r >0 et fe C*(G/H, E)
on note:

Eo 1/2
o= (T e | o)
=0  JG/H

La définition suivante généralise celle donnée dans le cadre des groupes par
H. Midorikawa [ Mi2, Définition 4.2].

DEFINITION 1. Soit r>0, T une représentation unitaire de K dans un
espace vectoriel de dimension finie E, et y un caractére de D(G/H). On note
H(G/H, y) (resp. #(G/H, 1, x)) Pensemble des fonctions, f, C* sur G/H
(resp. C* sur G/H et t-sphérique (ie. a valeurs dans E et vérifiant f(kx) =
(k) f(x), ke K, xe G/H)), telles que:

(i) Df=x(D) f, De D(G/H).
(i1)  Pour tout U élément de U(g), ||IL(U) fll,,, est fini.

Un calcul élémentaire donne immédiatement le résultat suivant.

LEMME 1. L’ensemble #,(G/H, y) (resp. #(G/H, t, y)) a une structure
d’espace vectoriel, et || |5, , définit une semi-norme sur cet espace vectoriel.

Remarque 1. Notre définition de #/(G/H, y) différe légérement de celle
de [ Mi2, Définition 4.2 dans le cas des groupes. En effet, pour assurer la
stabilit¢ de #(G/H, y) pour I'addition, nous avons remplacé la limite par

la limite supérieure.

Soit 9 € K. On note x5 son caractére normalisé (i.e. ys=dstro et ds la
dimension de la représentation J), de sorte qu’on a la relation d’ortho-
gonalité de Schur (cf. e.g. [ K, Corollaire 1.10]).
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LEMME 2. Muni de la semi-norme || |, , et de Iaction réguliére gauche
de G, I’espace #(G/H, y) est un G-module topologique dont le sous-espace
des vecteurs K-finis, #,(G/H, y) g, est dense. Plus précisément, on a:

(1) Pour fe A(G/H, x), |5 fll2,<ds| [,
(ii) Xserxs* f converge vers f pour la semi norme | |, ,

Démonstration. Pour prouver ces résultats, qui généralisent ceux écrites
dans [ Mil ], §2, pour le cas des groupes, on reprend les méthodes utilisées
dans [ Mil]. En effet, tous les ingrédients utilisés dans ce dernier, sont a
notre disposition pour le cas des espaces symétriques réductifs. |

Soit 7 une représentation unitaire de dimension finie du groupe K sur un
espace Hilbertien E. Pour toute fonction t-sphérique F, et toute forme
linéaire { sur E, la fonction (< F est K-finie a gauche. Inversement, pour
toute fonction f: G/H — C, K-finie a gauche, il existe une représentation
unitaire de dimension finie (7, E) de K, une forme linéaire { sur E, et une
fonction z-sphérique, F: G/H — E, telles que f={- F. Plus précisément, on
définit F de G/H dans L*(K), par

F(xH)(k)=f(kxH), xeG, kek. (2.1)

Comme f est K-finie, le sous-espace vectoriel de L*(K), E, engendré par
I’ensemble des éléments, R(k) F(xH), ke K, xe€ G, est de dimension finie.
On pose 7 := R|g, et on vérifie sans peine que F est z-sphérique. De plus,
si on désigne par &, I’évaluation sur L*(K) en élément neutre e, on pose
{ :=9,| et on vérifie facilement que { est une forme linéaire sur E, et que:

f=(-F
De plus, grace a la formule intégrale (1.9), on a:
/N2, r = 1Fl2, - (2.2)

Nous utiliserons donc le langage des fonctions sphériques pour étudier le
comportement de certaines fonctions K-finies sur G/H.

Soit (7, E) une représentation unitaire du groupe K sur un espace Hilbertien
de dimension finie.

DermNITION 2. Une fonction F sur G/H a valeurs dans E (resp. dans C),
de classe C*, t-sphérique (resp. K-finie a gauche) est dite tempérée si, pour
tout Xe U(g), il existe un réel positif ¢ et un entier naturel d, tels que:

I(L(X) F(x)[ <c(1+@(x)* Oglx),  xeG/H

ou Oy gH)=5(go(g™"))"? geG, = étant la fonction d’Harish-Chandra.
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Remarque 2. Si F est une fonction C* sur G/H, t-sphérique (resp. K-finie)
et D(G/H)-finie, alors F est tempérée si, et seulement si, F est tempérée au
sens de [DI1, Définition2], ceci d’aprés [B2, Théoréme 6.1] et [ B4,
Proposition 17.2].

L’espace vectoriel des fonctions t-sphériques tempérées et D(G/H )-finies
sera note .<4,,,,,( G/H, t). Soit y un caractere de D(G/H), on note .<4,,,,(G/H, t, y)
le sous-espace de .#,,,(G/H, t) formé des fonctions propres pour y sous
I’action de l'algebre D(G/H).

THEOREME 1.  Soit y un caractére de D(G/H) et r> 0. Toute fonction de
HN(G/H, x) k) (resp. #(G/H, T, x)) est tempérée.

Démonstration. On ne fait la démonstration que pour #(G/H,z, x),
celle pour #(G/H, y) g, s'en déduit grace a (2.2).

Soit Fe #(G/H, 7, x). Grace a la définition méme de I'espace #/(G/H, 1, 1),
on a:

e'j IF(x)|2 e~ dx < o0,  &>0. (2.3)
G/H

Soit Pz e#%™. On note a% I'orthogonal de a; dans ag. On a agy=
a%@ag. Ceci permet d’identifier les espaces (a%)* et (ag)* a des sous-
espaces de (ag)*. On compléte la base AP@ de (a%)* en une base 4, de
(ag)* par des éléments nuls sur aJ, et on munit ay de la base duale de
Ap,, notée {ow, Me/lpg}. Grice a (1.9), la relation (2.3) implique que,

f, | Fexp(X))|> Dp (X) e~ ¥ dx <0, &>0. (2.4)
Cng

Soit maintenant R >0 fixé. On pose:
(a%);@sR ={Xeaf|a(X)< —R, oceAPg}.

Comme I'ensemble (a%);g’ r X ag est contenu dans la chambre de Weyl
négative ap . on déduit de (2.4) que:

|F(exp(Y + Z))||? Dp (Y+Z)e™* Y+2Zl gy dZ < oo, e>0
(@), kX %
ou dY et dZ sont respectivement les mesures de Lebesgue sur a% et ag.
Puis, par application du Théoréme de Fubini, on voit que pour presque
tout élément Z de ag,

IF(exp(Y +2))|> Dp (Y +Z) e * 1T+ dY <oo.  (2.5)
@Gy »
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Par ailleurs, pour (Y, Z) e (a%);Q,Rx ag, on a:
Dy (Y+2)> Crens™ (2.6)

ot Cg:=[Tscx, (1—e~?%)? En outre, de I'écriture YZEMA% a(Y) w,,
on déduit facilement I’existence d’une constante C >0 telle que:

1Y < Clpp,(Y)l, Ye(aZ)r x
par conséquent
1Y+ Z| <|ZI+ Y[ <IZ]| = Cpp,(Y) (2.7)

car ppg( Y) <0. En reportant (2.6) et (2.7) dans (2.5), on trouve que, pour
presque tout élément Ze€ ag, on a:

[F(exp(Y + Z))||? e =D Prg M) Y < 0. (2.8)

@7y -

Comme ag est contenu dans D(G/H), F se transforme sous A, par un
caractere, car elle est D(G/H)-propre. Alors grace a ’égalit¢ G=MgAg,
on peut se ramener au cas ou ag est réduit a zéro. Cela permet, griace a van
den Ban [B2, Lemme 3.1 et Remarque 2.6], de reprendre I'argument de
Casselman Mili¢i¢ [ Ca.M, démonstration du Théoréme 7.5, page 905] et
de prouver que pour tout exposant directeur ¢ de F le long de P (voir
[D1, §2.2] pour cette définition), et tout é>0, on a Re & — (1 —1eC) Pry
est une combinaison linéaire d’¢léments de 4 Py a coefficients dans R*. En
faisant tendre ¢ vers 0, on déduit qu’il en va de méme pour Re & —p Py Il en
résulte, grace a la Remarque 2, que F est tempérée. D’ou le Théoréme. ||

3. MAJORATION DE LA DIFFERENCE D’'UNE FONCTION
TEMPEREE, D(G/H)-PROPRE, SPHERIQUE ET
DE SON TERME CONSTANT

3.1. Fonctions de types 9,4 o

Soient E, I deux ensembles et J une partie de I. On notera pr; la projec-
tion de E7 sur E”. En particulier si E est un espace vectoriel, la décomposi-
tion E?= E’ x ETV permettra d’identifier naturellement E7 i un sous espace
vectoriel de E”. Si Z est une partie de I'espace vectoriel E et 4 une partie
du corps de base de E, on notera A(#) l'ensemble des combinaisons
linéaires d’é¢léments de % a coefficients dans A. Si r est un nombre positif,
on notera D, (resp. D) le disque ouvert de C de rayon r (resp. 1), et D,
(resp. D) son adhérence.
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On se fixe Py e 27™, et on complete la base de (a%)*, APQ (notée aussi
A), formée des racines simples de I’ensemble des racines positives X Py
correspondant a PQ, en une base de (ag)*, P (notée aussi A), par des
éléments nuls sur a€ &- Muni de cette base, lespace vectoriel (ag)d (=C(A4))
est canoniquement isomorphe a C4, ce qui permettra de confondre tout
élément s = (s;),., de C* a son image dans (ag)# notée v,:=>,_, 5,4 Si
O < 4, on définit sur Pespace vectoriel C(A\®) une relation d ordre <4 o)
par, 7, < (4. ) 2 Si et seulement si (7, —#,) € N(4\0). La relation <4 o,
est dite (4, @)-ordre. Deux éléments 7, et 5, de C(A\@) seront dits
(4, O)-intégralement équivalents si et seulement si 7, —#, € Z(4\O).
Si ® < 4, on note a g I'application de 4, dans C®, définie par:

agla) :=(eM®Y), o.
Si ae Ay et neC(A\@), on pose:

aq' = eloga)

Enfin, si @Ocd, =3, ,m1,4€C(O)xN(A\O), n=(n,;),coeN® et z=
(z2)2¢4€(C\R™)®x C\°, on pose:

log"(z) :=[] log™z,

Ale®

et

n.__ n;log z )
z .—(l_[eﬂ i>< I1 Z/)
le® Le A\O

ou log est la détermination principale du logarithme sur C\R ™.

DrfrFINITION 3. Soient © < 4 et @ une fonction définie sur A4 5 Py a valeurs
dans un espace vectoriel complexe de dimension finie £. On d1t que @
admet un développement de type Z, o (resp. 2 o) si, et seulement si, il
existe:

(1) un ensemble fini, S, o(®) (noté S, ¢, s'il n’y a pas d’ambiguité),
d’éléments (4, ©)-intégralement inéquivalents de C(A\@);

(2) un ensemble fini, M 4 o(®) (noté aussi M, o), d’éléments de N“\9;

(3) une famille finie, ("), S, 0.men, o+ de fonctions holomorphes

sur un voisinage ouvert connexe de ]0, 1[ ¢ XDA\@ (resp. 10, 1[ @ x D\®)
dans (C*)® x C\®, tels que:
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() @)= Y  0fSasa)alogmanela), acdy .

neS, g-meMy o

(ii) Pour tout €S, o et tout ae 4\O, on peut choisir me M, o,
tel que la fonction @i’,f n’est pas identiquement nulle sur ’hyperplan de
C4 d’équation z, =0.

Notation. Si © = &, on remplacera dans tout ce qui précede l'indice
(4, &) par 4.

Remarque 3. Les développements donnés dans la Définition 3 sont
léegérement plus restrictifs que ceux utilisés dans [ B2, §5] pour les dévelop-
pements des fonctions t-sphériques 3-finies. En effet, dans notre cas on
impose que les termes logarithmiques sont invariants par les translations
par les éléments de 4.

Dans la suite de ce paragraphe, on présente certaines propriétés de ces
développements. Ces propriétés résultent essentiellement de [Ca.M, §6].
Nous donnons les démonstrations pour la commodité du lecteur.

LemMmE 3. Soient p et q deux entiers positifs, avec ¢ <p, et ¢ une fonc-
tion non identiquement nulle, holomorphe sur un voisinage ouvert U de
10, 1[9x D?~9 (resp. 10, 119 x D?~?) dans (C*)?x C?~4 a valeurs dans C.
Alors, il existe:

(1) un voisinage ouvert connexe W de 10, 1[? (resp. 10, 1]9) dans
(C*)4, un voisinage ouvert V de 10, 1[9x D?~9 (resp. 10,1]9x D?~19)
contenu dans U (W x D?~19), et une famille de fonctions holomorphes sur
W, (@) kenp—a, tels que pour tout (z', z")e V (avec z' € (C*)4, z" e CP~9), la
série entiere en Z", Y, @,(2')(z")¥, est absolument sommable et égale a ¢(z', z").

(1)  un multi-indice ne N?~4 et une fonction holomorphe sur V, \y, non
identiquement nulle sur chaque hyperplan de C? d’équationz;=0,j=q+1, .., p;
tels que p(z)=(z")"Y(z).

Démonstration. Soient ¢ et r deux éléments de 0, 1[. Par un argument
de compacité, on choisit un voisinage ouvert connexe W, , de [¢, 1 —e]?
(resp. [&, 1]9) dans (C*)? tel que W, , x D,” 4 soit contenu dans U. Les ¢,
sont alors définies sur W, , par la formule intégrale de Cauchy comme coef-
ficients du développement en série enticre de la fonction ¢ en z” dans
D?~9. Leur holomorphie sur W, , en résulte. On aura soin de noter que
grice au principe de prolongement analytique, les fonctions ¢, ne dépendent
ni de ¢ ni de r. Pour achever la démonstration de (i), on prend W égal a la
réunion des W, , et V' la réunion des W, ,x DZ~7 (g, re ]O, 1[).

Montrons (ii). On définit sur N?~7 la relation d’ordre, < par m <m’ si,
et seulement si m' —m e N?~9 Puis, on prend n égal a la borne inférieure
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pour < des multi-indices k de N”~ vérifiant ¢, non identiquement nulle,
et Y la fonction définie sur V par, (2, 2") :=Y renr—a Pran(z) ()5 1

Remarque 4. Soit @ une fonction de type Z, o. Il résulte du Lemme
précédent qu’il existe:

— des fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert connexe, W(®),
de 10, 1[® dans (C*)®, C, 4. m» NES4 0, MEM 4 o et ke NN®,

n

— un voisinage ouvert connexe V(®) de ]0, 1[ © x D4\® dans (C*)® x
C\® contenu dans lintersection de W(®)x D\® avec lintersection des
domaines des fonctions @;"?, tels que:

D0z, 2" =Y Cpam(Z)Z")E, (z, ") e V(D). (3.1)

keN4\®

En particulier, si @ est une fonction de type &4 o, on peut remplacer dans
ce qui précede 10, 1[ par ]O, 1].

Soit £€ C(A\@) et me M 4 o. Sil existe 7€ S, o et ke N\® tels que & =
n+v, (noter que d’apres les propriétés de S, o (cf. Définition 3), on a

unicité de 7 et k lorsqu’ils existent), on pose Cg',’,‘j(cb) :=C, & - Sinon, on
pose C£ (@) :=0. On a alors,
P(a) = ) Cen(@)zo(a)) a®log” a pola),  acdp .
EeC(A\O), me M, 4 (3.2)

Un tel développement sera dit “deuxiéme développement de type &, o~ de
@®. On dira que &€ C(A\@) est un (4, @)-exposant de @, s’il existe m e N4\@
tel que la fonction Cg; O(®) ne soit pas identiquement nulle. L’ensemble des
(4, O)-exposants de @ sera noté &, o(®). On appellera (4, ©)-exposant
directeur de @ tout ¢lément de &, o(®) minimal pour la relation <4 o),
et on notera (53, o(@) l'ensemble de ces éléments. Enfin, pour ® = ¢§ on
remplace dans les notations précédentes I'indice (4, &) par 4.

LeMME 4. Soit @ une fonction admettant un développement de type 94 ¢
avec S, o # . Alors @ est non identiquement nulle.

Démonstration. Gardant les notations de la Remarque 4.

Soit @ comme dans I’énoncé du Lemme. On raisonne par I'absurde et on
suppose que @ est identiquement nulle.

Pour z' € ]0, 1[ ®, on définit la fonction @_ sur ]0, 1[“\® par:

D,(")= > D22, 2")(2")" log™(2"). (3.3)

neSA’ Q,meMA,@
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Remarquons que si (z,z")e€]0, I[©x 0, 1[“\®, et a Iélément de Az,
vérifiant ag(a) =z et ano(a) =2", on a @_(z") = P(a). 1l en résulte que les
fonctions @, sont identiquement nulles. Alors par application du Corollaire
B.26, Appendice B de [ K] a chacune de ces fonctions, on déduit que les fonc-
tions CZ2(®d), £e C(A\O), me M, o, sont identiquement nulles. 11 en est
de méme pour les fonctions (153”2 graice a (3.1). Tenant compte des
propriétés de S, o (cf. Définition 3(ii)), cela contredit le fait que S, o # &
et acheve la démonstration du Lemme. |

LEMME 5. La différence de deux fonctions de type 9" (resp. 24 o) est
de type Y, o (resp. 'y o).

Démonstration. Soient @, @, deux fonctions de type 7, g et @ 1= P, — D,.
Notons

Di(a)= ) (D) (a4a))alog"(apnela)), aedgy

neS;,meM;

un développement de type Z, ¢ de @;, i=1,2. On peut supposer que
M,;=M,= M. Notons W lintersection des domaines d’holomorphie des
fonctions (@,);>9 (7€ S, me M), Cest un voisinage ouvert de 10, 1 x D\®
dans (C*)® x D*°. On note S (resp. S5) I'ensemble des éléments 7 de S,
(resp. S,) qui sont (4, @)-intégralement inéquivalents a chaque ¢lément de S,
(resp. S,), et on pose S, ,:=S5,\S]. Pour €S} et me M, on pose:
4,0 . __ i+1 4, 0 7 —
&y =(=1)"" (D)), i=1,2.

Si Sy ,=(, les éléments de S; U S, seront deux a deux (4, @)-intégrale-
ment inéquivalents, et on vérifie facilement que:

P(a) = > Dy (2 4(a)) a”log™(a pola)),  a€dg;

neSvsS,, meM

et que cette écriture est un développement de type &, ¢ de @. Supposons
maintenant que S; ,# . Soit ;€S8 ,, et me M. Nous noterons 7,
I'unique élément—TI"unicité découle des propriétés de S, (cf. Définition 3)—
de S, vérifiant 5, — 5, € Z(4\®), et on posera 77 :=inf(5,, n,) relativement
a la relation de (4, ®)-ordre. Puis on définit la fonction ¥, msur W par:
W, z) = (@)1 6, (2) 27— (,) 8, (2) 2727,
Cette fonction est clairement holomorphe sur W. On déduit de ce qui
précede et du point (ii) du Lemme 5, qui si ¥, ,, est non nulle, on peut
choisir un élément p,, de N“\® et une fonction ¥, m holomorphe sur une
voisinage de ]0, 1[© x D/\® dans (C*)® x D/\°, non identiquement nulle



RELATIONS D’ORTHOGONALITE DE SCHUR 79

sur chaque hyperplan de C4 d’équation z, =0, x € 4\0, tels que ¥, mz)=
¥, m(z) 2P On pose alors, n:=inf{v, +77|meM} (relativement a la
relation de (4, )-ordre), et on définit la fonction @;"¢ par:

dﬁ”f(z) =, m(2) Zom A

On note S , I'ensemble des éléments # définis ci-dessus lorsque #; décrit
S, et on pose S:=S87uUS,0U S ,. L’ensemble fini (éventuellement vide)
S est formé d’éléments deux a deux (4, @)-intégralement inéquivalents de
C(A\®). De plus, on a:

Pla)= )  Ppayla)a’log™(apela), acdy. (34)

neS,meM

En tenant compte des propriétés de S et celles des fonctions (qﬁ)j;,‘j ,NES,

me M, on voit clairement que I’écriture (3.4) est un développement de type
94, ¢ de @. Le lemme en résulte dans le cas des fonctions de type Z4 ¢.

Dans le cas des fonctions de type 2/ o, la méme démonstration assure
le résultat. En effet, il suffit de remarquer que dans ce cas, les fonctions
@7 construites ci-dessus vérifient les propriétés désirées. |l

Avec les notations de la Définition 3, le résultat suivant se déduit
immeédiatement de la démonstration du Lemme 5.

LEMME 6. Soient @, @, deux fonctions de type Y4 o et @ :=D| —D,.
Pour tout ne S, o( @), il existe €S, o(P,) et 1€ 8,4 o(P,) tels que,

inf(7,, 772)<<A, el

ou inf est relative a la relation < 4 -

LeMMmE 7. Toute fonction de type 9, o admet un unique développement
de ce type.

Démonstration. On garde les notations de la démonstration du Lemme
5, en supposant que @, = @,. Il s’agit de montrer que S; =S,, et puis que
(@) =(Dy);e, pour tout €S, (=8, et tout meM. Comme
@ .= @, — P, est identiquement nulle, on a S= ¢, grace au Lemme 4. Cela
implique que S1=S55=S1,=J, et que S, ,=S,. Remarquons d’abord
que si S; = (resp. S, = ), on a @, ( = P,) identiquement nulle, et grice
au Lemme 4, on a aussi S,=F (resp. S;=F). Le Lemme est donc
immeédiat dans ce cas. Supposons maintenant que S, et S, sont non vide.
Soit #,€ S, (=8,,,), #, 'élément de S, (4, ©@)-intégralement équivalent a
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71, et 7=1nf(y,, 17,). Comme 5, €S, , et , ¢ S’ , (ensemble vide), grace a
la définition de S’ ,, on a:

(D28 (2) 2T = (D) C (z) 7712717, meM, zeW. (3.5)
n.m Ny, m

Soit a € A\@. De la définition de 77 on déduit l'existence de i€ {1, 2} tel que
(7)o« = (1;)- D’autre part, la fonction (®,);"5, (me M) vérifie la propriété
(ii) de la Definition 3, on peut choisir donc m, € M tel que la fonction
(QD")?;'@".,,. ne soit pas identiquement nulle sur hyperplan d’équation z, = 0.
Il en va de méme pour la fonction zn—>(<15i)ji”‘:’nw(z) 27 car (17) = (1) -

Cela joint a Iégalité (3.5), implique que

(ﬁ)a = (771)41 = (’72)0('

Ceci reste vrai pour tout aeA\@. Mais comme 7, et 7, sont (4, O)-
intégralement équivalents, on déduit que

n=n1=17>
et puis, grice a (3.5), que

(@1)43: (¢2)s:rf'

7

D’ou le résultat annoncé. ||

LemME 8. Toute fonction de type 94 est de type D4 o.

Démonstration. Soit @ une fonction de type Z,. On pose S, :=S,(®P)
et M :=M ,(P). Pour obtenir une écriture de type 4, o, on regroupe les
termes du développement de type &, comme dans [ Ca.M, page 894]. Plus
précisément, si E=3,_, &, A4 est élément de C(A) et ' A on note &
leléement de C(I') défini par &p:=3, &4 On pose S, o) :={Vse0l
ve S,}. Cet ensemble se partitionne en un ensemble fini de classes d’équi-
valences, S;, i € I, relativement a la relation de (4, ®)-intégrale équivalence.
Noter que pour chaque i€/, les éléments de S; sont deux a deux (4, O)-
intégralement équivalents, et ils sont (4, @)-intégralement inéquivalents
a ceux de S; pour tout €lément j# i de 1. Pour chaque i€ I, on associe I'¢lé-
ment 7' de C(A\@) défini par, " := (75) e 10 OU 175 =1inf, 5 (17,), 1€ A\O.
Puis on pose S, o:={n’,iel}. Daprés les définitions des ensembles
ci-dessus, I'ensemble (fini) S, o est formé d’éléments mutuellement (4, ©)-
intégralement inéquivalents. Pour neS, o et me M, o :=pr no(M4), on
définit la fonction @€ de 10, 1[® x D'\® dans E, par:

P (z) = Y @y,,,(2) 2" log"(z) (3.6)

v,m+n
veS”,neMm
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ou M, :={neN®|m+neM,} et S,:={veS,|vpe—neN(4\O)}.
Grace a I'holomorphie des fonctions @v,m +m €t A la définition de S,, on
voit que chacune des fonctions, z — (.Dv manl2) 2" "log"(z), se prolonge en
une fonction holomorphe sur un ouvert simplement connexe de (C*)® x D4\
contenant 0, 1[© x D\, et il en va de méme pour @, car les ensembles
S, et M, sont finis. Pour achever de prouver le lemme, il reste a voir que
la famille des fonctions q5" © satisfait a la condition (ii) de la Définition 3
Soient ne€ S, o et oceA\@ "Pour ueD™® veS,, meM, o et neM,,
définit la fonction ¥, , ., sur D par:

lpu, v,m+n(U) = djv m+n(U u) ZACE A

Ces fonctions sont clairement holomorphes sur D®. Par ailleurs, en raison
de la définition de ne€ S, o et celle de la définition de S,, on peut choisir
v, €8, tel que (v),=7,. Ceci joint aux proprietes des fonctlons (Dv man (.
Définition 3(ii)), montre qu’on peut choisir n; € N“\®, n, e N® et u, € D4\°
avec (u), =0, tels que la fonction ¥, , 1., 1€ sOit pas identiquement
nulle sur D® et donc sur ]0, 1[ ©. D’autre part, grace & la définition de S,
et celle de S,

o— Vet Z(0), v#EVES,.

De plus, on a:

¢f7' 31(071"1): Z lpul,v,m1+n(v) UV@ log”(v), UE]O, 1[@

veSv,neMm]

Une variante du Lemme 4 appliqué au développement ci-dessus de la fonction,
Vi (Dﬁ ,fl(u, u,), permet de prouver que d)" ,‘3 n’est pas identiquement nulle.

Ceci achéve la démonstration du lemme. ||

LeEMME 9. Soient @ une fonction de type %, " € 8, o(P) et n" € N4\,
tels que Cg',’,,ﬁn((D) nwest pas identiquement nulle. Alors on peut choisir ¢ e
Ef®) et neN? avec E—E"eC(O) et n—n"eN® (ie. nypo=n"), tels que
Cg’,n(¢) ne soit pas identiquement nulle, i.e. £ € 8,(®D).

Démonstration. On garde les notations de la Définition 3 et ceux de la
démonstration du lemme précédent.

Soit V' €S, o, et n” € N*\°. Lécriture de &% 9, en fonction des @2, .,
veS,., n'e N® (cf. (3. )) puls le developpement en séries entiére des fonc-
tions cbv v (VES,, n'eN®) (cf. Remarque 4, avec @ = ¥), permettent
d’avoir pour chaque z' € ]0, 1[®, un développement en série entiére en
z" e DA\° de @ 9.(2', z"), dont les coefficients sont donnés en fonction des
Cg‘ v (D) avec E€C(A) et & po—V" €N(4\O). Dautre part, on dispose
d’un deuxi¢me développement en série entiére en z” € D\ de @2 9,(z', "),
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dont les coefficients sont les termes Cé';’%,(d?)(z’), avec ¢" e C(A\O) et
" —v"eN(4\O) (cf. Remarque 4). La comparaison de ces deux dévelop-
pements conduit a la conclusion voulue. ||

3.2. Théoréme de majoration

Dans cette partie, on utilise les propriétés des développements asymptoti-
ques et convergent le long des sous-groupes paraboliques gf-stables de G.
On renvoie a [Ca.M, B2, BS1, D1], ou aussi [ C] pour les définitions et
les propriétés de tels développements.

On conserve les notations des sections précédentes, et on suppose
toujours que Py e?7™. On écrit parfois 4 (resp. A) au lieu de 4 Py
(resp. 4 Py ).

On note #(P ) I'ensemble des sous-groupes paraboliques g0-stables de
G contenant P. Si @ c 4 py» ON définit les espaces, ag:=(),co Kera, lg
le centralisateur dans g de ag, Ny 'orthogonal dans I, de ag pour la forme
bilinéaire B, et Ng = Dac, q, »09™ On note Py le sous-groupe para-
bolique gf-stable de G d’algebre de Lie py:=mg@ag@®Pngy, et Pg=
MgAgNg sa o-décomposition de Langlands. Alors, Pye?(P). On
rappelle que B restreinte a [, est non dégénérée, que ay, Ny et par suite
lo (=mg®ay) sont des sous-algébres o et 0 stables de g. De plus, si on
pose a®:=mgnag, on a ay=a®@ ag. Réciproquement, étant donné un
élément Q de #(P), on peut choisir & < 4 Py tel que Q= Pgy. On écrit
dans ce cas a? au lieu de a®. Lensemble (Pg)y:=Pgzn L, (resp.
(Pg):=Pyn M,y) est un sous-groupe parabolique f-stable minimal de
L, (resp. M,) de o-décomposition de Langlands (PQ)QzMQ;AQN,Q,g
(resp. (PQ)E=MQAQN§Q), ou Ngg i=Np,nMget AC:=Azn M, On
notera X IQ,Q (resp. A,Q,g) les éléments de X Py (resp. 4 Pg) qui sont des poids
de ag dans l'algebre de Lie ng du groupe de Lie Ng .

Si Qe Z(P ), on note p Py, la différentielle du caractére:

dpynry: X+ |det Ad(X)|ngg |72

de LQ, associ¢ au sous-groupe parabolique P L, de Ly, (cf. (1.6)). .
Soit Pe #,, on note a$ l'orthogonal de ag dans a, pour B (si Pe 2™
on écrira ag au lieu de a§).

Pour toute la suite de ce travail, (r, E) désignera une représentation

unitaire de dimension finie de K sur un espace hilbertien.

Remarque 5. Soient F une fonction de classe C* sur G/H, t-sphérique,
D(G/H)-propre et tempérée. D’apres I'équivalence de notre définition de
tempérance (Définition 2) avec celle de P. Delorme [ D1, Définition 2] (cf.
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Remarque 2), on voit, grace a la Remarque 5 de [ D1], que tout A-exposant
¢ de @, :=d§1F|A;Q vérifie,

Ref—PPQ,mLQG R*(4)

puisque pp_ =PrynL,TPo:
En partlcuher on a

Re ), =0,  CedY(Py)

car la forme linéaire p PyL, oSt nulle sur a; de méme que tout ¢lément
de 4.

Le lien entre les 4-exposants directeurs de @}, et les €léments de I'ensemble
S4(®Y) (cf. [Ca.M, Remarque 5.7]) implique immédiatement:

Re V=PPynL,€ R*(4), veS(Pp)
et en particulier

Rev,, =0, ve S (D).

LeMME 10. Soit © c A. La restriction a Ap d une fonction F de classe
C* sur G/H, t-sphérique et D(G/H)-propre, est de type D'y o.

Démonstration. Gréce aux résultats de van den Ban [B2, §5], ’énoncé
est trivial pour la restriction, F,, de F a M;/H. Par ailleurs, as est contenu
dans D(G/H), donc F se transforme sous A par un caractere. Ceci permet
de passer aisément du développement de F, a celui de F, grace a I’égalité
G=MgAg. Dou le lemme. |

Hypothese 1. Dans toute la suite de ce travail, y désignera un caractere
de D(G/H) dont le parametre d’Harish-Chandra est régulier par rapport
aux racines d’un sous-espace de Cartan standard de s dans g, et tel que
JZ{temp(G/Hs T, X) 75 {0}

Alors (cf. [ C, Corollaire 2 de la Proposition 8]), on peut choisir, un sous
espace de Cartan standard a“ de ¢, une forme linéaire A, de (a?)*, et une
forme linéaire v, de ./ —1 (a?)*, tels que:

(i) Aq est réel sur (af)* et régulier par rapport aux racines de af
dans le centralisateur de a (=a?) dans g¢;

(1) ¥ =X4,+v, (via Thomomorphisme d’Harish-Chandra ).

Quitte a conjuguer a? par un élément de Ng(ag), on peut méme
supposer qu’il existe Pe 2, avec ap=a. Ce que nous ferons dans la suite.
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On fixe une fois pour toute un choix d’un triplet (a% A,,v,) comme
ci-dessus. D’apres [C, Lemme 2], la dimension de a ne dépend que de y,
ce qui justifie la définition ci-dessous.

DEFINITION 4. On pose i(y) :=dim a.

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons fortement les résultat de Carmona
(cf. [C]) concernant le terme constant d’un ¢lément F de ./,,,,(G/H, <, x)
le long d’un sous-groupe parabolique Q de G. Dans ce dernier, les dévelop-
pements sont donnés le long des chambres de Weyl positives. Pour adapter
ces résultats a nos besoins, nous avons noté F, (au lieu de Fy dans
[C, Théoréme 1]) le terme constant de F' le long du sous-groupe paraboli-
que de G, O, opposé a Q. Les modifications a apporter a ce changement
de notation sont évidentes.

ProposiTioN 1. Soit Fe 4,,,,(G/H, t, x), et Q un sous-groupe paraboli-
que a0-stable de G contenant P . La restriction @, de Fy a Ap, admet un
développement de type 9,, tel que:

4
n, m

(i) pour tout ne S, (Py) et tout me M (D), tels que (D) est

non identiquement nulle, on a m, =0, pour tout x € A\A ,QQ,
(ii) pour tout neS4(Dy), Ren — Prynry€ [RQ*(AIQ,Q). En particulier,
RC ”lﬂQ = 0,

(i1) les termes, (@Q)j,m (neSADy), me M (D)), du développement
de type 94 de @, ne dépendent pas des variables z,, a € A\A4 ,Q,g.

Démonstration. On dispose (cf. [ C, Théoreme 2]) d’une écriture de Fy
en somme finie de fonctions tempérées, D(L,/L, N H)-propres et 7 ,-sphéri-
ques, ou 7, est la restriction & K n L, de 7. Alors, grace au Lemme 5 suivi du
Lemme 6, on peut remplacer F, par une fonction tempéree, D(Ly/Ly N H)-
propre et 7,-sphérique qu’on notera encore F,. La proposition est alors une
conséquence du Lemme 10 et de la Remarque 5. En effet, on complete la base
AIQ,Q de (a9)* en une base A 49 de (ag)*, par des éléments nuls sur a?. Donc,
si on remplace le couple (G, 4) par (L, A,Qg), le Lemme 10 s’applique a toute
fonction définie sur L,/L,n H, tempérée, sphérique, et D(Ly/Lo N H)-
propre. Ce qui montre que @, est de type Z,¢ . D’autre part, le fait que les
¢léments de A 48 \4 ?.g n’interviennent pas dans le développement de type &,
de @, implique que ce dernier peut étre regardé comme un développement
de type 2, avec les propriétés (i) et (iii) ci-dessus. En remplacant encore
(G, 4) par (L, A%@) dans la Remarque 5, et en prenant soin de noter que a,
est la composante o, Lg—déployée de Ly, le point (ii) en résulte. Ceci acheve la
démonstration de la proposition. ||
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COROLLAIRE 1. Pour tout ne(ag)g et tout meN? tels que C; (D)
est non nul, on a:

(i) m,=0, pour tout oceA\A,Qg,
(i) Rep —PrynL,€ [R{’r(Agg) et en particulier Re Moy = 0.

Démonstration. Grace au lien qui existe (cf. [Ca.M, Remarque 5.7])
entre les ¢lements de S, (D) et les €lements i de 6,(PDy), le résultat se
déduit immédiatement de la Proposition 1. |i

ProposITION 2. Soient Fe .o4,,,,(G/H,, y), Q un sous-groupe paraboli-
que aO-stable de G contenant P, et @'y la restriction de d;' F a A;@. Pour
tout ne(ag)k et tout meN* tels que C; ,(Pp)#0 et Ren; =0, on a

- 0 ’ ‘o
m, =0 pour tout « e A\APQ.

Démonstration. En utilisant la définition et les notations de [ C, équa-
tion (30) ], on peut €crire F, comme somme finie des fonctions,pﬂ(Q | délF),
ue(ap)é avec Re u =0, lesquelles sont obtenues a partir du développement
asymptotique de dél Fle long de Q. Par ailleurs, d’aprés [ BS2, équations (89)
et (93)] (le passage du cas des espaces symétriques semi-simples au cas des
espaces symétriques réductifs est trivial (cf. e.g. preuve du Lemme 10)), on a:

PuQOldg'F,a,0)= Y pdPyldy'F, e loga)as, acAd;

Pgr\LQ'
e (ag)E

é|aQ:ﬂ

En outre, d’apres ([ C, point (ii) de la démonstration de la Proposition 4],
voir aussi [BS2, fin du section 9]), il existe de N, tel que pour chaque
exposant, ¢, du développement asymptotique de d, 'F le long de P,
on a:

pe(Pyldy'F, a,0)= > Cy(Dy) a®log™ a 4(a), agdy .

|m| <d, meNA4

Noter que a agit sur chacune des applications, y — p(P 4 |d§1F, ), yeLy
par un caractére. On peut donc remplacer dans la somme précédente A par 4.
Comme 4, < Ap, Ly O déduit de ce qui précede un deuxieme développe-
ment de type 7, de la restriction @, de Fpa A;{Z . Plus précisément, on a:

D y(a)= Y C{ (DY) a® log™ a 4(a), aeA;g.
Ce(ag)é,me N4
Re é‘aQ:O

En tenant compte de l'unicité d’un tel développement, le résultat découle
aussitdt du Corollaire 1 de la Proposition 1. |
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COROLLAIRE 1. Soient F et Q comme dans la Proposition 2. Notons @ la
restriction de dy' F—Fg a Ag,. Alors:

(i) pour tout £e(ay)E et tout me N tels que C{,(P)#0, on a:
Re é_pPgr\LQe R*(4)
(ii)  pour tout & € (ay)E vérifiant Re f“Q:O, ona Cg',m(fb) =0.

Démonstration. L’assertion (i) se déduit par application du Lemme 6
aux restrictions de d,, 'Fet Fya A;@, grace aux résultats de la Remarque
5 et de la Proposition 1(ii).

Quant au point (ii), il résulte immédiatement de la démonstration de la
Proposition 2. |

Remarque 6. D’aprés [ Ca.M, Remarque 5.7], le point (i) du Corollaire
1 de la Proposition 2 implique que,

pour tout ueS,(®), Reu —PrynL,€ R*(4).

Lemme 11. Soit Fe .o,,,(G/H,t, ), et @ sa restriction a A;g. Si
Ee(ay)k et meN sont tels que C",m((p);éO, alors pour tout a€ A tel que
m,#0, ona(Reé—pPQ)a>0.

Démonstration. Soient ¢ et m comme dans ’énoncé du lemme. On note
w,, ®€, la base de a, duale de la base 4 de (ay)¢ et on pose O :=
{oed|(Re E—pr )w,)= 0} et Q:=P . On remarque que (Re ¢ —Pry)a
=(Re¢ —ppg)(wa), donc grace a la définition de @, (Re & —ppg)a =0, pour
tout ae @. D’autre part, on a (cf. Remarque 5), (Reé—p Pg)Iano’ donc
(Re&—p Pg)(wa) =0, pour tout a € A\4. Comme I'espace a,, est engendré par
les vecteurs w,, xe(A\4) U O, on en déduit que,

(Re f_ppg)

| :0.
Y

Par ailleurs, avec les notations de la Proposition 2, Cg‘f pQ,m( D)) est egal
a Cg,m((/)), donc non nul d’apres 'hypothese faite sur & et m. En outre,
(Re é—pQ)|aQ est égal a (Re ¢ —ppg)“Q, donc nul d’aprés ce qui précede.
On applique le résultat de la Proposition 2 a & — p, et m, et on conclut
que,

m, =0, Voce@=A\AIQ,z.

Ceci joint a la condition Re & — ppgelR*(A) (cf. Remarque 5), permet
d’achever la démonstration du lemme. ||
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THEOREME 2. On rappelle que y satisfait a I’Hypothése 1.
Soient Fe .o,,,,(G/H, , x) et Q un sous-groupe parabolique c0-stable de
G contenant P . Il existe, y>0, ¢>0 et de N tels que:

I(dg" F— Fo)(exp(X))|| < c(1+ | X2[)? et rrgnre)®, Xecl(ay )

otl pour X € agy, on a noté X© sa projection orthogonale sur a© et ff5(X) :=
sup{o(X)|ae X'p, avec %, #0}.

Démonstration. Soit ¢€ ]0, 1[. Les ensembles
ax(0,¢):={Xeagy|loge<a(X)<0,ae0 et a(X) <loge, ac A\O}

O c 4, forment un recouvrement de cl(a;@). Donc, pour prouver le
théoréme, il suffit d’établir une majoration du type proposé sur chacun
d’eux.

Soit ® = 4. Chacune des fonctions @’Q:=d§1F|A; et CDQ::FQ|A;Q, a
un développement de type &, (cf. Lemme 10 et Proposition 1), et il en va
de méme pour leur différence @ := @, — @ (cf. Lemme 5). Ceci joint au
Lemme 8§, donne le développement de type &, ¢ de @, que nous noterons:

Dlexp X)= Y Do 4lexp X)) "X, Xeay (37)

neS,meM

D’autre part, le Lemme 10 montre que @, est de type ¥/, . Soit 6=
OnA4% . Le Lemme 10 appliqué a F, montre que @, est de type

’APQMQ, & 1l est clair que ce développement est aussi celui de type &4 ¢
de @,. Ceci assure, grace au Lemme 5, I'existence du développement de
type 94 o de @, lequel est le développement (3.7), d’aprés I'argument
d’unicité (cf. Lemme 7). En particulier, les fonctions @;2 (ne S, me M)
sont holomorphes sur un voisinage ouvert, (@), de ]O 1]@ x D\® dans
(C*)® x D*\®_ Par ailleurs, en tenant compte du fait que les ensembles
S=8,0(®) et M =M, o®) sont finis, on voit que pour établir la majora-
tion désirée, il suffit de prouver pour chaque 7€ S et chaque me M,
I'existence de C>0, >0 et de N, tels que pour tout Xeay(0, ¢), on ait:

D5 (2 slexp X)) e"OX™ | < C(1+ | X 2)7 ePotPrgnrg) . (3.8)

Fixons 7€ S et me M. On définit sur N“\° la relation d’ordre < par, k <k’
si et seulement si k' —k e N“\®, et on pose

n:=inf{k|C*8 (®)#0, ke N"°}

n+ve,m

ou, rappelons le, v, =3, c no ko
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Cette définition de n conduit aisément, grace au développement (3.1), a
I’écriture:

PLO(z)="D2r0(z), zeQ(0) (3.9)

ou 52’5 , est une fonction qui a les mémes propriétés que @;”. Par
ailleurs, comme 7€ C(A\0), il est possible d’écrire n=n, +n, avec ;€
C(A\(A,Q,zu 0)) et 5,e C((A\A) U (AIQ,Q’\@)). On pose:

(pPgr\LQ)Agg\@ ::(pPgmLQ)oca et

(pPgmLQ)@ = Z~ (PPQ,nLQ)a «.

ac®

Alors, grace a la Remarque 6 et au lien entre les éléments de S(:= S, o(P))
et ceux de S (D) (cf. démonstration du Lemme 8), on a

Ren—(Prynr,)ag \6€ R*(4\0). (3.10)
D’ou I'on déduit que
Rer, e R*(4\(48,00))

~ (3.11)
Ren,— (pPgmLQ)Agg\ée R*((A\4) v (A%g\@)).

Quant a m, on écrit m=m, +m, avec m, e NANI5,20) et 1, e NAF,\O),
Ceci joint a (3.9) implique, que pour tout X e ag(0, ¢), le terme
@ 72 4(exp X)) "X X™ | (3.12)

est égal a

I3 20 a(exp X)) X7 ] [X72] eRem s 0 R 2501000 rr01(5)

Notons que,
a(X)=a(X2), oceA%g.
Donc
X < [l 1X2],  xedP .
En outre,

Xm= ] (2(X))™

2 \5
a ]
ae Pg\
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D’ou I'on déduit I’existence de C,>0 et de N, tels que
| X2 < Co(1+ [ X2 )%

D’autre part, d’apres (3.11) on a, (Re 7, — (pPgﬁLQ)Ag \&)(X) <0, pour tout
@

Xe cl(a; ), et en particulier pour tout X' e a(0, ¢). En outre, _(pPQmLQ)é

est bornee sur ay(0, ¢) et PrgnLy= (pPgnLQ) (pPgnLQ)A,?g\é- D’ou I'on

déduit I'existence d’une constante C; telle que,

leRem2=Pryn1) X | < C, Xeay(0,e). (3.13)

Il en résulte que pour X € ag(0, ¢), le terme [|P;" 2 (a 4(exp X)) e X™ | se
majore, grace a I’égalité (3.12), par:

CoCi(1+ [ X2 | D2 8(x s(exp X))|| | X | e®em*w¥) eprgare),
(3.14)

Cela dit, prouver I'estimation (3.8) revient donc a montrer I'existence de
C>0et 6>0, tels que pour tout Xeay(O,¢), on a

| Byt 2 alexp X)) | X™1] eRem+m) < Ce¥oX), (3.15)

Pour cela nous allons traiter séparément les cas suivants:

(i) Ren;=0¢et m; =0.
(ii) m,; #0.
— (i) On suppose que Re#n; =0 et m; =0.

Par application du Lemme 9 et puis du Corollaire 1(ii) de la Proposition 2,
on a:

CLA@)£0=Re &), #0, Cel, o), me NN (3.16)

Mais ’hypothese Re 7, =0, signifie que Re 77|a =0. Donc (3.16) implique
que si keN\® est tel que CoS (P );éO il existe aeA\( Aqu@)
vérifiant k, # 0. Alors, en tenant compte de la définition de (Di 9 (cf. (3.9)),
et par regroupement des termes dans la série convergente (3.1), il est
possible d’écrire:

F4,0 __ F4, 0
¢17,m - Z Zucbn,m,oc
oceA\(Aggu@)
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ou pour a e A\( AQra U 0), z, est la projection de C4 sur Ct*, et cDA © des
fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert, V(®), de ]0, l]QXDA\@
dans (C*)® x D*\® (cf. Remarque 4). Comme I'ensemble a ,(a (0, ¢)) est
inclus dans la partie compacte [&, 112 x[0, e]7\° de V(®), les fonctions
qsnf';faogd sont donc bornées sur ay(0, ¢). De plus, on a:

|z (2 4(exp X))| < efe X)) ae A\(AIQ,g vO) Xecl(ap).
D’ou l'on déduit I'existence d’une constante C, >0, tel que
1B28(a 4(exp X))| < Crefe™,  Xeay(O,e). (3.17)
Par ailleurs, ne N¥\®, donc I'application, X+ ¢"®), est bornée sur ay(0, ¢).

Comme Re#n;=0 et m; =0, ceci joint a (3.17) conduit aisément a la
majoration (3.15).

— (i1) On suppose que Re#y, #0 et m; =0.
L’hypothése Re#, #0 et la relation (3.11) impliquent que:

Reyn, = > e avec 7,=0 et
aca\47 U 6)
& = Y 7,> 0.
oceA\(A}Q,gu@)

Par conséquent,
lem )| < e¥PoX), Xeay(0,e). (3.18)

En outre, cD oo, est bornée sur ax(@,¢) de méme que I'application,
X e (v01r ci-dessus). D’ou (3.15), puisque m,; =0.
— (ii1) On suppose que m; #0.
Si ke N“\® est tel que C4: #0, par application du Lemme 9, et
puis du Lemme 11, on a:

v mP)

Pour tout oceA\(AIQ,zu@) tel que m, (= (m,),) #0,

(RSN + V=P nry)a>0. (3.19)

Avec les notations précédentes et en tenant compte de la définition de 7,
et de (3.11), l'assertion (3.19) se traduit par:

pour tout oceA\(A,Q,gu @), on a soit (m,),=0, soit (Re#n,+v;),>0.
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Tenant compte de la définition de n, cela implique que soit (m,), =0, soit
(Ren;+v,),>0. On en déduit aisément I'existence de C;> 0, tel que

| X | eWPReMEIDO <O Xeagy(6, ). (3.20)

De plus, ’hypothése m; # 0 implique que Re #, + v, #0. Donc, si on écrit
n = Zaed\mggug) e, on aod = ZaeA\(Aggu o) Na T 1, >0. Par conséquent,

|e(1/2)(Rem+vn)(X)| <e(/? 6'ﬂQ(X), Xe ag(@) g). (3.21)

Comme (53:30914, est bornée sur ax(O,¢), lestimation (3.15) est une
conséquence immédiate de (3.20) et (3.21).
Le Théoréeme 2 est donc prouve. |

4. DETERMINATION DU PRODUIT SCALAIRE SUR
L’ESPACE %,,,(G/H, 1, 1)

Soit (a? A,, v,) comme au paragraphe 3.2. On fixe Pe 2, avec ap=a.
On note L le centralisateur dans G de a (=a“nsnq), L=MA4 sa
o-décomposition de Langlands et af T'orthogonal de ag dans a pour la
forme B (cf. §1). Pour alléger les notations, on pose r,:=i(y) (=dim a),
po=dimaf, /=dim a et [,=dim ag.

Soit Ly =M A, la o-décomposition de Langlands de la composante de
Levi L, d’un sous-groupe parabolique Q de G, of-stable et contenant L .
On dira que Q est g-cuspidal si, et seulement si, M,/M,n H admet
une série discréte. On note 2, le sous-ensemble de # formé d’¢léments
g-cuspidaux de ce dernier, 2" l'ensemble des éléments Q de % vérifiant

1 — ¥ PR DY T .« ¥ PR
dim ap=r,, Q’C}LSP = PLosp VP Dot cusp = Prousp O Py €L 9;;, cusp = Pot, cusp
N 2. On remarque que Pe 27 .
st, cusp

Soit Qe #,. On note W(a,, a) I'ensemble des applications linéaires de
a, dans a induites par un automorphisme intérieur de gc. I résulte de
[C, Proposition 8 et Théoreme 2(a)] que:

Si Fe App(G/H, 1, y) et Q€ P, ona Fp=0 si dim ag>r,.

De plus, si Fo#0 et dimag=r,, alors Qe?;&sp et

Wl(ay, a)# . Et en particulier, Q et P sont g-associés,
Cest a dire que ag et a sont conjugués par un élément de K. (4.1)

Pour tout Qe 2 on choisit un sous-espace, noté a%, , abélien maxi-
. st, cusp ) d "
mal de i(my N q) contenu dans i(myNTnq). Alors ag = ajy, +ag est un

sous-espace de Cartan standard de s?. D’aprés [ D2, Lemme 2(iv)], pour
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tout se W(ay, a), il existe un élément k e K9 tel que Ad(k,) induit une
bijection § de a? sur a“ telle que:

§induit s sur ag,
Slag) =aq, (4.2)
§(a‘le) =af.

On pose A4°:= 4, os~|(a%) et v¥i=vygos.

Soit P e 27", On garde les notations du paragraphe 3, et on pose 4 =
{otyy w0y}, €t A\A {Al, s Ay s o0 les 4;, i=1, .., Iy, sont des éléments
de (ag)* nuls sur a@ On note Y, .., Y, la base de a% duale de 4, et
Zy, ... Z;, la base de ag duale de A\4. On suppose en outre que Z,, ..., Z,
est orthonormée par rapport au produit scalaire induit par B sur ag. Pour
chaque i=1, .., [, on associe le vecteur H, de ay, définit par:

(H,H;)=o,(H), Heay.

Soit ® = 4 avec Card(®) =[—p,. On pose O = P,. Quitte a modifier I'ordre
des indices dans 4, on peut poser O = {ocpoH, . @;}. On pose a‘Q; =
apN[g, g]. Avec les notations précédentes on a:

Do 1
ag=>) RY, a= ) RH, ap=ag®@ag. (4.3)

i=1 i=py+1

Si ie{po+1,.., 1}, on note T; la projection orthogonale de Y; sur a2

2

parallelement a ay. La famille (7;),_,, 41, .., forme évidemment une base

s

de a2 duale de la base («;|,0);— po+1...1- D€ plus, on a Pécriture:

Py
Yi=Ti+ ) a;;Y;, i=po+1, .1 (4.4)

j=1

ou les a; ;, sont des constantes.
On a la décomposition orthogonale:

agzag®a9®a6. (4.5)
Pour Xeag, on écrit X=Y+T+Z, avec Yeay, Tea®, Zeag. Alors

on a:

j px)dx = J(Y+T+2Z)dYdTdZ,  $eCP(ay)  (46)

ananaG

ou dY, dT et dZ sont respectivement les mesures de Lebesgue sur a‘Q;, a
et ag définies au paragraphe 1 (voir apres I'équation (1.7)).
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Par ailleurs, si P (e€27%™) est contenu dans Q, alors P n M, est un
sous-groupe parabolique standard minimal de M. Cette correspondance
est bijective. Alors (cf. (1.9) pour M,/M 5 H), on peut definir une mesure
dm sur M ,/M o, H, M p-invariante a gauche et telle que:

f(m) dm

JMQ/MQmH

j j Dy ae (T) flk exp(T) My~ H) dkc dT
pyepmin SKOMg el@®p 1y, 20

Py (4.7)

pour tout f'e C.(My/Myn H). Ici la mesure sur Kn M, a été choisie de
masse totale 1.

On note | ||, la norme L* sur L*(My/M,n H, dm). Soit maintenant
Fe .4, (G/H, 1, x) et Qe P™. Alors, d’aprés [ C, Théoreme 2], on a:

Fo= ) Fy, (4.8)

se W(aQ, a)

91‘1 (Fo, )se W(ag, est une famille de foncFions de ;z/,e,,?p(LQ[LQ NH, 1,), 79
etant la restriction de 7 a Ly K. En raison de la dimension de a,, pour
tout se€ W(ay, a), la restriction de Fy, ;a M y,/M o H (notée encore Fy, ),
qui est un €lément de .o4,,,,(Mo/M o H, Tlirgnr A%), est de carré intégrable

(cf. [C, Corollaire 1 de la Proposition 6]). De plus,
Fp (mexp(X))=Fy (m)e” ™, meLy,, Xeay. (4.9)

Si Q est un sous-groupe parabolique g0-stable de G on note

c(0) =f e~ IXI gx. (4.10)
g
On notera ./,,,,(G/H, x) ) 'espace forme des fonctions K-finies a gauche,
tempérées sur G/H sur lesquelles D(G/H) agit par y.
Avec les notations précédentes, on a le résultat suivant.

THEOREME 3. On suppose que y satisfait a I’Hypothése 1.
Pour tout élément F de ,,,,(G/H, T, x) ou de A, (G/H, x) k)

temp
IFI3,= ¥ C@Q Y |IFo,l3.
Qe se W(ay, a)

st, cusp

D’aprés (2.2) et la relation entre le terme constant d’une fonction K-finie
et le terme constant de la fonction 7-sphérique associée, on voit qu’il suffit
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de prouver le théoréme pour F z-sphérique. On suppose donc F z-sphérique
dans la suite.

Nous allons commencer par citer et démontrer certains résultats utiles
pour la démonstration du théoréme.

Notons ®, le groupe symétrique d’ordre /. Pour chaque élément ¢ € ®, on
associe les sous-ensembles ouverts de ap s

1
(ng::{YZ Z ViYi,

i=1

Yy < -+ < yt(l)<0}

et
O:={Y+Z|Ye0?, Zeag}.

On notera parfois (OIG,W, (resp. (OPQ},,) au lieu de 09 (resp. ¢),) si on veut
garder la trace de la dépendence par rapport a P;.

La famille des O, t € ®,, forme, a un ensemble (4.11)
de mesure nulle preés, une partition de ap - '

LeMME 12. Soient t€ ®;, 0,:={t,, 41)s - Uny}> €8 Qp:=Pg . Pour

tout Fe oA,,,,(G/H, 7, x), on a:

lim & j l(dg" F—Fg,)exp X)|*d%,(X) Dp (X) e=*1¥1 dx =0,

e—>071 o,

Démonstration. Quitte a modifier 'ordre des indices dans 4, on peut
supposer que ¢ est I'identité de ®,. On supprime alors cet indice dans les
notations précédentes. Soit X un élément de ¢. On écrit X=Y +Z, Ye 0°,
Zeag, avec Y=3!_, y,Y,et Z=Y" z,Z, Soit T la projection ortho-
gonale de X sur a€ parallélement & a,, ona T'= ZLPOH y;T;. Dapres le
Theoreme 2, il existe, y >0, ¢>0 et de N, tels que pour tout Xe O( cay),
on a:

H(délF—FQ)(exp(X))H <c(14 || T))4 ePotPrgarg) @), (4.12)
Par ailleurs, |7 = HZf:pO +1 V:iT;|l se majore, a un facteur multiplicatif

prés, par 3/ _ po+11Yil, puisque a? est de dimension finie. En outre, d’aprés
la définition de I’ensemble @ on a,

1yl <1ypls  i=pot+1, .l
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D’ou I'on déduit I'existence d’une constante positive ¢’ telle que pour tout
Xe® et T comme ci-dessus on ait:

(L+ITD< (1 + [y, D (4.13)

Comme ay est de dimension finie, toutes ses normes sont équivalentes.
Ceci assure l’existence d’une constante J; telle que,

X1 >4, < z > 2

i=1

po—1
51(|y,,0|+ S Y I |> (4.14)

i=1 i=1

Enfin, le terme |(d2QD Pg)(X )| e*?gnLo) se majore par une constante indé-
pendamment de Xe (), puisque @ca;@. On remarque que fo(X) =y, .
Ceci joint aux inégalités (4.12), (4.13), et (4.14), implique I’existence de
C>0, 6,>0, >0 et deN, tels que pour tout X:=3'_, Y, +
Yh  z,Z,€0, on a:

I(dg' F—Fo)(exp(X))[* [(dGDp, )(X)| e~ M < P (X)

oil W (X) = C(1—y, ) er+e) s oI y=2ilah (415)
& 0

On intégre sur 'ensemble @ les deux membres de I'inégalité (4.15), puis on
majore I'intégrale de ¥, en l'intégrant sur I'ensemble:

i=1[ Iy
o :{Z ViYit Y 22| 9, <y:i<0,i=po+1,..L;y,eR™ ZiER}

i=1 i=1

qui contient ¢. On intégre d’abord par rapport aux variables z;, i—l
2,..1y, et y,;, pour i#p,, en remarquant que lorsque X=3Y/=!y,Y
Z?:lziZi est ¢lément de ¢, on a y, <y;<0, i=po+1,..L PLIIS, en
tenant compte de la constante d’intégration, C’, qui est due au passage de
Iécriture d’'un vecteur de a, dans une base orthonormée a son écriture
dans la base Y4, .., Y}, Z,, ..., Z,,, on obtient:

I ::j@, W (X)dX

&

2% 0
= CC T f_w (1=, (=p,) 0+ dy,

Comme ro=1/y+p, et y>0, de I'égalité¢ ci-dessus on voit clairement que
lim, _, o+ &1, =0. D’ou le lemme. ||
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LemMe 13, Soit Qe 27 | - contenant P, G,0:={1e6;,|0=Py |}

(noté aussi Gﬁfﬁg). Avec Ihypothése et les notations du Lemme 12, on a:

ip, I o [ 101 a30) Dy (X) 17 ax

e te®; (&

=C(Q) Z j B (1 Q,s(exp T), 1 Q,s’(exp T)) DPQmMQ(7 ) d1
Qo
s, 8" € W(aQ, a) (a )PgmMQ

ou C(Q) est défini dans (4.10).

Démonstration. On retient les notations précédentes. Pour tout ¢lément
t de ®, 5, on associe les ensembles:

1
{ Z tiTt(i)

i=py+1

Q,:

lpps1 < -+ <t,<0}caQ

Py
Q7 {Z YiYua

i=1

Yi< - <yp0<0}cag.

Les ensembles Q,x Q% x ag, 1€ ®, 5, forment, & un ensemble de mesure
1’11:1116' prés, une partition de (aQ);gQMQX (ag)‘ X Qg. Donc, au vu de la
définition de C(Q) (cf. 4.10), pour démontrer le lemme il suffit de montrer
que:

e—0

lim & [ [ Fo(X)|? d3(X) Dp (X) e~ ¥ dX
+ @t

=¢, Y| (FolexpT). Fo(exp 1)) Dy, (T)dT
s,seW(aQ,a) t (416)

vS=y¥

ou ¢,:= fglcxaa e "Y+2l gy dz.
Gréce a la décomposition (4.8) on se raméne a I’é¢tude des intégrales:

Ig;s":j &g (X) dX (4.17)

t

ou s, s' e W(ap, a) et ou ¢7 s est la fonction définie sur (), par:
$5°(X) = (Fo, exp X), Fg, ,(exp X))(dyDp, )(X) e*1¥.

Clairement, il suffit de traiter uniquement le cas ou ¢ est égal a I'identité.
Pour simplifier les écritures des formules, on omet dans ce cas l'indice
inférieur 7. Nous allons commencer par montrer que chacune des fonctions
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5, 5, 5" € W(ag, a), est intégrable sur (/, et nous intéresserons a la limite
quand ¢ tend vers 0 de chacun des termes 7.
On définit la fonction J§ sur ag par:
z

JIQ’Q’(X): l_[ |€2a(X)—1|P°‘|€2a(X)+1|q“, XGGQ. (418)

oceZ‘Q

Comme ¢ est contenu dans Qp s il existe C; >0, tel que:
J%@(X)<C1, Xe0. (4.19)

De plus, si X=Y+T+Ze0, avec Yeag, Tea® et Zeags (cf. (4.5)),
on a:

(%D, N(X) =T (X) Dp_ oy (T). (4.20)
Mais comme la décomposition (4.5) est orthogonale on a aussi:
1Y+T+Z|=3(1YII+1Z]). (4.21)

Alors, par application de la formule intégrale (4.6) a ¢ | sur (aQ);Qﬁ M,
X ag X ag qui contient ¢/, on déduit, grace a I'inégalité de Cauchy Schwarz,
que lintégrale du module de ¢** sur @ est majorée par:

1/2
¢ o X0 )17 Dy 10, (T) T

(aQ)I:zr\MQ

1/2
<[, IFoexp T Dy, (T T
(a9 pynigy

Xf =2 UYI+1ZD gy 47, (4.22)

CngC(G

Comme chacune des restrictions des fonctions Fy, ,, se€ W(ag,a) a
M y/M o, H est de carre intégrable sur M ,/M 5~ H, inégalite (4.22) et la
formule intégrale (4.7) pour I'espace symétrique M /M, H impliquent
que lapplication ¢** est intégrable sur (. On lui applique alors le
Théoréme de Fubini et la formule intégrale (4.6), on trouve:

S, 8 __ or
I —eOJ

Q

<j $>5(Y+T+2) deZ> dT
Qg(T)xaG

ou QYT):={Yea|Y+Te 0, TeQ. Puis, par application du théoréme
de changement de variables a la transformation de aj dans lui méme
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qui 4 un élément Y + T+ Z fait correspondre I'élément e 'Y+ T+¢7'Z,
on a

5 =j <f ¢3S (e Y+ T+e"'2) deZ> AT, (4.23)
Q aQQ(T)xaG
On est ramené a Pétude de la fonction ¢ qui est définie sur Q par:

o5 (T) = $>5 (e~ 'Y+ T+e~'Z) dY dZ. (4.24)

Jsgg(T)xaG
Posons u:=v*—v*. Alors, grice a la propriété (4.9) des fonctions Fo s
se W(ag, a) et a la relation (4.20), on a:

95 (T) = (Fo,(exp T), Fo,(exp T)) Dpy gy (T)

X JE (e7' Y+ T)erc Y +em ' D= IVHeT+ 21 gy g7,
G Py
gQQ(T)XﬂG (4 25)

Comme I'ensemble eQg(T) x a est contenu dans ag x ag, et 4 est imaginaire
pure sur a,, ceci joint a (4.19) et a (4.21), conduit aisément a I'estimation
suivante:

lp3 (T < Cy |[Fo (exp T)| | Fg, s(exp T)|

XD raay(T) j e UDIYHZI gy gz (4.26)

QSXGG

dont le deuxieme membre ne dépend pas de ¢, et est une fonction de T
intégrable sur Q d’apres ce qui précede. D’autre part, un élément Y=
P y:iY;de ab o appartient a QS o(T) si et seulement si e ~1Y + T appartient
a COG Ecrivant T=Y" iepor1 LT alors la relation (4.4) permet d’exprimer
e¢~1Y+ T dans la base Y, .., Y, et on trouve que Ye .Qg(T) si, et seulement
si:
I i
Vi—e Y ayL< <y, —e Y Gy <et, < - <et;<O.

Impo Jmpor (4.27)

On note ICQQ(T)XQ la fonction charactéristique de eQG( T)xag; dans
aQ X ag. Pour étudier la limite de ¢** lorsque ¢ tend vers 0+ nous nous
intéresserons aux fonctions, g, 5, ¢ >0, définies sur a Q>< ag par:

8o 7Y, Z) 1= Ligg(ryan (Y. Z) J§ (e 7Y 4+ T) e 1V Zloue iy emi)
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Comme [|[Y+eT+Z| > [Y+Z|, et [1.0§r)xaq(Y: Z) J%@(e’l Y+ T)| est
majorée par une constante positive C; (cf. (4.19)), on a:

|gs,T(YsZ)|<C137”Y+Z”, Yeag, Zeag.

Montrons que lorsque ¢ tend vers 0", la famille de fonctions indicatrices de
I'ensemble ng( T) x a; converge presque partout vers I'indicatrice de Q€ x a;.
En effet, si (Y, Z)eQ%xag, il existe g,>0 tel que (4.27) soit satisfaite
pour tout ¢ vérifiant 0 <& < ¢,. Réciproquement, si (Y, Z) n’appartient pas
a Q%xag, ou Q est l'adhérence de Q¢ dans a, il existe £,>0 tel que,
pour tout ¢ vérifiant 0 <& < g, la relation (4.27) ne soit pas vérifice. D’ou
le résultat.

Etudions d’abord le cas ou v =v*, i.e. u est nulle.

Comme,

limJg (e7'Y+T)=1, Yeag\{0}, Tea®

e—>0 a

il résulte de ce qui précede que, pour tout (Y, Z) e(ag\{aQG})x ag, ou
0Q¢ est la frontiére de Q¢ dans ag, qui est de mesure nulle, on a:
—1¥+2z|

lim g, 7(Y, Z)=1goyq ¢

e—>07t

D’ou l'on déduit, par application du théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue a la famille de fonctions (g, 7).~0, que la limite notée ¢ de
fgcxaG g..r(Y, Z)dY dZ lorsque ¢ tend vers 0, existe et vérifie:

c= j e~ 1Y+21 gy d7. (4.28)
Q

Gxag
Ainsi, griace a (4.25), on obtient:

lim ¢3¥(T)=c(Fg,(exp T). Fo y(exp T)) Dp_rar)(T).  (429)

e—>0"+

Cela joint a (4.26), permet d’appliquer une nouvelle fois le théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue & la famille de fonctions (¢%*),., et de
conclure que,

lim [ @r*(T)=c| (Fo.{exp T). Fo o(exp T)) Dpar,(T) dT

e—>0t Jo Q
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ou encore, griace a (4.23), que

lim I5% =c LZ (Fg,(exp T), Foo(exp T)) Dp 1, (T)dT.  (4.30)

e—>0t

Traitons maintenant le cas v* #v*, ie. u€i(ay)*\{0}.
Pour tout (Y, Z) € ag X ag on pose:

8o 1Y, Z) 1= Lgo, o (Y, Z) e Ve 1D Y2
et

! P ~
gs,T'_gs,T_gs,T'

Comme y est imaginaire pure sur ap, e“¢ "' Y+¢7'? est de module égal & 1,
et il résulte de la discussion sur les indicatrices et des majorations qui la
précéde que, pour tout (Y, Z) e (ag\{0Q}) x ag,

lg;, (Y, Z)| <(Cy+ 1) e 174
et

lim g, (Y, Z)=0.

e—>0

Alors par application du théoréme de la convergence dominée a la famille
de fonction (g 7),-0, On obtient:

lim j ¢ (Y, Z)dY dZ =0. (4.31)
e—>0% .QGxaG ’
Par ailleurs, l'intégrale [gc.q, e Y4712 o= IY+ 21 gy 7 apparait comme

I’évaluation de la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur ag X g
au point ¢ ~'u. Alors, par application du lemme de Riemann-Lebesgue, on a:

lim g, (Y, Z)dY dZ=0. (4.32)

£—>0 JQ0xa,

On déduit de (4.31) et (4.32), que

lim g, (Y, Z)dY dZ=0.

e> 0% JGxq,
De maniere analogue au résultat (4.30), on établit que

lim 1% =0. (4.33)

e—>0*t
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Rappelons que griace a la décomposition (4.8) on a (cf. 4.17):

&0 | IFoX)I?d3X) Dy (X) e~ M dX= Y I

s, 8 € W(aQ, a)

Alors (4.16) se déduit de (4.30) et (4.33). D’ou le lemme. ||

Démonstration du Théoréme 3. Pour étudier l'intégrale I, = |/, || F(x)|?
e~ dx, on utilise la formule intégrale (1.9), puis (4.11) qui permet
d’écrire pour chaque P e 27", la chambre de Weyl négative ap,, comme
réunion disjointe (4 un ensemble de mesure nulle prés) d’ouverts (9‘1,13),,
te ®;, On est ramené a étudier une somme d’intégrales sur les ensembles
(DP@’ » 1€®,, Pe %™ Ensuite, pour chaque Q;?;g, on regroupe toutes
les intégrales sur les ensembles Op_, oU Pye 27", Py Q, et te®rg, et
g,

st L0’
on écrit:
dy'F=(dg'F—Fy)+Fy.

st 2
de vérifier que I'ensemble 27" x (, est une réunion disjointe des ensembles
P, Q€ P70, 1, s’écrit donc comme somme sur Q € 270 et sur (P, 1) € #p d'in-
tégrales sur (91:@,:- Par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, joint
au Lemme 12 et a (4.1), on voit que:

Posons #, :={(Pg, 1)|Pmre?%", Pz Qet te (ﬁffZQ‘}. Il n’est past difficile

lim &of,= lim ¢ Y S| 1P dyx)

+ +
e=0 &0 Qe»™ Py ez, VP

st, cusp

xDp (X)e~*1¥I dX.

D’aprés le Lemme 13 la limite du membre de droite existe est égale a:

Y o X 49

Qeg”g’ cusp s, 5'€ W(ag, a)
ou
j(Q) = Z ) o - (FQ,s(eXp T)a FQ,S’(eXp T)) DPQHMQ(T) dT
Pyeayn "0 rgnmg (4.34)

PQCQ

Drautre part, griace a la formule intégrale (4.7), on a:

J(Q)= (Fo,(m), Fg ,(m)) dm.

jMQ/MQmH



102 KARIM ANKABOUT

On déduit de ce qui précéde que:

IFI5,,= >~ <O X J (Fo,(m), Fo o(m)) dm.

Qe s, 5" € W(ag, a) My/MynH (435)

St, cusp £
v =y*

Pour achever la démonstration du théoréme, il nous reste a prouver le
lemme suivant:

Lemme 14. Sozt Qe?’o
et vérifiant v =v*. On a

, s et s’ deux éléments distincts de W(ag, a)

J (Fo,(m), Fg, ¢(m)) dm=0.
My/MynH

Démonstration. 11 résulte de [D2, (5.11), Lemme 5(ii) et preuve de
(iii)], que pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que Fy et Fy o
n’ont pas la méme valeur propre sous (M /M, H). Avec les notations
(4.2), 'hypothese du lemme signifie que,

VO oS = VO o S’.
Supposons que Fy, , et F  ont la méme valeur propre sous D(M /M, H).
Avec les notations du début de ce paragraphe, cela implique qu’on peut choisir
un élément w du groupe de Weyl W(a¢ My (Mg)eNg 4) (contenu dans
W(aQ, g?)) tel que,
W(AOOE)|ui4Q:AOO§’|u;l/IQ

Comme w est trivial sur ap, grace aux propriétés des éléments § et §' (cf.
(4.2)), et a notre hypothése vyos =v,05’, on a aussi

W(0o )0y = Vo> 'y -
Il en résulte que,
w((Ag+vg)o8) = (Ag+vy)os'. (4.36)
Mais comme A,+ v, est régulier part rapport aux racines de aQ dans g%,

égalité (4.36) 1mphque que §ow~lo(§) ! est triviale sur a?. Mais w est
trivial sur a,, donc

§|aQ:§,|aQ'
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Soit encore,

s=s".
Ce qui contredit notre hypothése s #s'. Le lemme en résulte. Cela termine
la démonstration du Théoréme 3. ||

THEOREME 4. Toujours en supposant I’hypothése 1 satisfaite, on a:

1) iy) €St une norme sur %(X)(G/H, 7, x) (resp. %(X)(G/H,}())
dérivant d’un produit scalaire.

(1) Sir<i(y), #(G/H, 1, y) et #(G/H, y) sont réduits a zéro.

(i) Sir=i(y), on a:
%(G/H’ T, ;{) ='Q/temp(G/H’ T, ;{) et ’%(G/H’ X)(K) = JZ{temp(G/I_I» %)(K) .

De plus, si r>i(x), || |5, est nulle sur ces espaces.

Démonstration. Soit F un élément non nul de #,,(G/H,t, ). F
appartient a .Z,,,,(G/H, 7, ), d’aprés le Théoreme 1. Alors, il existe (cf.
[C, Proposition 8 et Lemme 2]) un sous-groupe parabolique g0-stable Q
de G, minimal parmi les sous-groupes paraboliques o0-stables de G
vérifiant:

Fp#0, et dim a,=i(y).

D’autre part, si ke Kn H, le terme constant de F le long de 0% :=kQk !
est non nul. En effet:

Foilkmk=Y)=1(k) Fo(m),  meMy/Myn H. (4.37)

Donc, quitte a conjuguer par un élément de Ny z(ag), on peut supposer
QO standard. Alors, d’apres (4.1), Qe 25%), ., de plus (cf. (4.9)), il existe
se W(ag, a) tel que Fy  soit non nul. On déduit du Théoréme 3 que
[ Fl, iy st non nul. Donc || ||, ;) est bien une norme sur #;,\(G/H, t, x)
dérivant d’un produit scalaire.

Le lien entre fonction 7-sphérique et fonction K-finie (cf. 2.2), montre que
[ 112, i est aussi une norme sur #;,\(G/H, ) x)-

Soit maintenant fe #,,(G/H, y) avec | fl ;,=0. Alors, dapres le
Lemme 2(i) joint & ce qui préceéde, on a:

2s* =0, pour tout JeKk.

Donc f=0 (cf. Lemme 2(ii)). Ceci montre que | ||, ;) €st une norme sur
i (G/H, ). D’autre part, grace aux propriétés de || ||, ;) sur #,(G/H, ),
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et encore au Lemme 2, on voit que cette norme dérive d’'un produit
scalaire. Ceci achéve de prouver (i).

Montrons (ii). En tenant compte du Lemme 2 et de (2.2), on voit qu’il
suffit de prouver que tout ¢lément F de #(G/H, t, y) est nul si r <i(y).
D’aprés le Théoréme 1, un tel élément F appartient a .,,,,(G/H, 1, x).
Donc, Fe #,,,(G/H, , x) (cf. Théoréme 3 et aprés I'équation (4.7)). Cela
implique, grace a (i), que F est nulle si |[F||, ,,, est nulle. Il résulte de la
comparaison de |[F|,, , et [ F| 5 ), que si F est non nulle, | F|, , est infini.
On en déduit que F est nulle. D’ou (ii).

Pour montrer (iii), il suffit d’utiliser le Théoréme 1, le Théoréme 3, et la
comparaison entre | [, , €t || 2. |

5. APPLICATION AUX INTEGRALES D’EISENSTEIN

On appelle o-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d'un
sous-groupe parabolique g0-stable contenant L. Si L est un g-sous-groupe
de Levi de G, on note #(L) 'ensemble des sous-groupes paraboliques g0-
stables de G dont la composante de Levi est égale a L, et (L) := 2, P(L).

Soit L un o-sous-groupe de Levi de G et MA sa o-décomposition
Langlands.

Hypothése (a). On suppose que M/M n H admet une série discréte, et
on choisit un sous-espace, noté a4,, abélien maximal de i(m N q) contenu
dans i(mnfnq). On suppose aussi que Z,(L) est non vide.

On note W le quotient du normalisateur Ng(a,) de ay dans K par
son centralisateur. Soit W’é (resp. Wg) I'ensemble des éléments de W
admettant un représentant dans I'intersection de H (resp. M) avec Ng(ay).
On fixe dans Ng(ay) un ensemble, %, (noté aussi #;), de représentants
des (W’é, Wg)-double-classes. C’est, pour tout sous-groupe parabolique
of-stable Q de G de sous groupe de Levi L, un ensemble de représentants
des (H, Q)-double-classes ouvertes de G (cf. e.g. [CDI1, Lemme 3]).

Pour w élément de Ng(ay), on définit 'involution ¢,, de G par:

G, (g):=wla(wgw 1w, geg.

Le quadruplet (G, a,,, 0, w~' Hw) vérifie les mémes hypothéses que (G, o, 0, H)

et on lui applique les notations déja introduites pour de tels quadruplets.
Soit (7, V,) une représentation unitaire de dimension finie de K dans un

espace hilbertien. On note 7,, la restriction de 7 a K,, := Kn M. On définit:

(M, 1) = @ A(M/M~Aw  Hw, 1,,) (5.1)

weWy
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ou A(M/M w1 Hw, ,,) est espace des fonctions C®, 7,,-sphériques sur
M/M ~w~'Hw, qui sont de carré intégrable et D(G/H )-finies. Ces espaces
sont de dimension finie (cf. [ D2, Proposition 17).

On définit maintenant les intégrales d’Eisenstein comme dans [ D3, §3.1].
Plus précisément, soit P un élément de Z2(L), et v un élément du dual
complexe (a)& de lalgebre de Lie a, tel que Re(v—pp) soit strictement
dominant pour les racines de a dans np. A tout €lement = (¥,),,c 4, de
<4(M, t) on associe la fonction ¥, définie pour x € G/H par:

0 si x¢ |J Pw'H
/g x)= ) weWy
x) a~vtrey, (m) si x=namw 'H, neNp,

acA, meM, weW,,.

L’intégrale d’Eisenstein E(P, , v) est définie pour x € G/H par:

E(P, i, v)(x) :=j (k=) W, (kx) dk. (5.2)

K

Cette intégrale converge et définit une fonction de classe C*, t-sphérique
et D(G/H)-finie. De plus I'application, vi— E(P, {, v), admet un prolonge-
ment méromorphe a (a)g (cf. [CD2, §3.1]).

Hypothése (b).  On suppose que  est élément non nul de .<4(M/M n H, ,,)
(c’est a dire que ses composantes dans 4(M/M nw L Hw, t,,), w# 1, sont
nulles), et D(M/M n H)-propre pour une valeur propre 4 de (a4%,)*.

Sous ces hypotheses, E(P, Y, v), lorsquelle est définie, est D(G/H )-propre
pour la valeur propre 4 — v du dual complexe de I’espace de Cartan standard
a?:=a?,+a de s? (cf. [ D3, équation (3.31)]).

On remarque que A est réel et régulier par rapport aux racines de a?,
dans m¢. Donc, si v est un élément de ia* régulier par rapport aux racines
de a dans g, 4 + v est régulier par rapport aux racines de a“ dans g.

Hypothése (c). On suppose de plus que veia*, que A4 —v est régulier
par rapport aux racines de a? dans g¢, et que E(P, Y, v) est bien définie.

Soit (J, Vs) une représentation unitaire irréductible de M. On note
(V5 @)MoH Pespace des vecteurs distributions, 7€ V; *, qui sont M n H-
invariants de carré intégrable, i.e. tels que les coefficients, m(M N H) +—
(' (m)n, vy, veVy, soient de carré intégrable sur M/M n H. On note
C*(K, J, t) I'espace des invariants sous K x K, de C*(K)Q@ VY ® V., ou
K agit sur le premier facteur par représentation réguliére gauche, triviale-
ment sur le deuxiéme, et par la représentation 7 sur le troisiéme, et ou K,,

agit par représentation réguliére droite sur le premier facteur, naturellement
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sur le deuxieme, et trivialement sur le troisiéme (cf. [ CD2, équation (2.5)].
On note o4(M/M n H, 1,,)° 'espace engendré par les fonctions Vigys J€
C*(K,d, 1), ne(Vy*)MH  définies pour me M par:

disc

Vioa(mM o H):=<0'(m)n, f(e)) (V7).

Hypothése (d). On suppose en outre que ¥ est ¢élément de
H(M/M O H, 74)°.

Comme / est élément de .o4(M/M N H, t,,)°, D(M/M n H)-propre pour
la valeur propre A de (ia%,)*,  est dans I'espace engendré par les éléments
Y e, avec fe CP(K, 0, 1) et ne (Vi @) i0, D(M/M n H)-propre pour la
méme valeur propre A.

On note up(d,v) le facteur de Plancherel défini dans [CD2, apres
I’équation (3.8)].

THEOREME 5. Avec I’ensemble des hypothéses ci-dessus, on a:

IECP, )13, dim o = Crep(0,v) 1 113

ou C ::fa e~ Xl gx.
Pour démontrer le théoréme nous aurons besoin du résultat suivant:

Lemme 15. Soit Py, P,, ..., P, un ensemble de représentants dans 2,(L)
des classes de conjugaisons d’éléments de #(L). Alors,

(1) Lensemble des éléments réguliers par rapport aux racines de a
dans g, a™%, est égal a la réunion disjointe des ensembles w(ap ), we W(a)
(:=Wl(a,a)),i=1, .., n

(1)  On retient la notation (4.10). On a:

n

2 C(P,-)=(Card(W(a)))—lf e IXI gx.

i=1 a

Démonstration. Soit X € a™. On peut choisier Qe Z(L) tel que Xea, .
En effet, il suffit de poser 1y := @ 4c 5(q, a), a(x) <0 9% Alors Q est conjugé a
I'un de P; par un élément de G. D’aprés [ D2, Lemme 2(i)], Q et P, sont
conjugués par un ¢lément k de K, lequel normalise a et induit donc un
¢lement de W(a) qui conjugue a, et ap (car la forme bilinéaire B est
Ad(G)-invariante).

Ceci prouve que a™® est égal a la réunion annoncée. Il reste a voir que
celle-ci est disjointe. Soit X'e w(ap )N w’(a;j ), ou w, w' sont des éléments
de W(a) admettant respectivement k, k' comme représentants dans N g{a ).
Alors, Q:=kP;k~" et Q' :=k'P;k'~" vérifient (voir ci-dessus), Xeag nay,
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donc Q = Q'. Par suite i =, donc k ~ 'k’ normalise P;. Alors k~'k' e KN P, =
Kn M. On en déduit que w=w' comme désiré. Ceci acheve de prouver (i).

En tenant compte de (i), pour démontrer (ii), il suffit de remarquer que
le complémentaire de a™® dans a est de mesure nulle, que les éléments de
W(a) sont des isométries, et que la fonction a intégrer est invariante par les
isométries. ||

Démonstration du Théoréme 5. On pose F=E(P, s, v).

On choisit un sous-groupe parabolique minimal de G°? contenu dans P,
définissant une notion auxilliaire de sous-groupe parabolique o6-stable
standard pour appliquer le Théoréme 3.

Alors, on a:

IF)5 ama= 2 C(Q) X |Fg,l3. (5.3)

Qegd;z]cawp S€ W(aQ’ a)

Comme Fy est nulle chaque fois que Q n’est pas g-associ€¢ a P ou n’est pas
o-cuspidal (cf. (4.2)), la somme ci-dessus peut étre vue comme la somme,
sur tous les éléments Q de £, qui sont g-associés a P (e€Z(L)), des
sommes sur les s € W(a,, a) de C(Q) |[Fg | 3. 1l en résulte, que chacun des
sous-groupes paraboliques Q qui intervient est conjugé a un élément de
2(L). Donc, avec les notations du lemme précédent, chacun des Q (€ Z,)
qui intervient dans le calcul de la somme précédente est conjugé a un
unique ¢lément P, de 2,(L). Par ailleurs, on sait (cf. [ D2, Lemme 10(iii)])
que dans chaque (W, Wg)-double-classe w dans W, il existe un unique
element wp e W/ W tel que P"7 soit standard. De plus, si on note W,
le sous ensemble de W /W] formé par les w, lorsque w décrit Wi\ W /W,
pour chaque i =1, ..., n, lapplication qui a x ¢lément de %/ associe xP;x~1
est une bijection entre ¥} et I'ensemble des €léments de Z, qui sont
conjugués a P;, et on a:

C(xP,x~1) = C(P,).

Il en résulte que (5.3) s’écrit aussi:
IFI13, gima= 2 C(P)) ) Y. IFFlS (5.4)
i=1 we“//fpi se W(ap;y,a)

Mais I'image de #;, dans W /W7 est, comme Wp,, un ensemble de représen-
tants des (W, W )-doubles-classes dans W ;. Par ailleurs, si k€ KN H, on
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a deja compare les termes constants Fzv et F'pbv de F respectivement le long
des sous-groupes paraboliques P et PX = (PY)¥ (cf. (4.37)). Ceci permet de
remplacer dans I'égalité (5.4), chacun des ensembles #p, i=1, .., n, par #},.
D’ou I'on déduit que:

n

IFI13, aima= 2 C(P) X Y FwR.lS-

i=1 weWy seW(aP;y,a)

Mais, pour we #,,, ona w™'e W(apr, a) et W(apr, a)={sw™'|se W(a)}.
Donc,

n

I3 gma= 2 C(P) Y X F5 a3

i=1 weWy seW(a)

Mais, d’apres la définition des fonctions C (cf. [ CD2, Théoréme 1]), on a:

Y IFFE -t 13=1Chp(s, V) Y15

wew,,

Mais d’apres les relations de Maass Selberg (cf. [ CD2, Théoréme 2(i)]),

HCPi|P(Sa Yl,= HCP|P(19 Y,

En outre, si on note Cpp(1, v)* Topérateur adjoint de Cp p(1,v), alors
d’apres [ D3, apres I'équation (3.14)], l'opérateur Cp p(1, v) Cpp(1, v)* se
diagonalise est égal sur .4(M/M N H,1,,)° a 'homothétie de rapport
up(,v) "L Donc,

ICpy (L )15 = (0, V)" W13
Finalement:

n

IF13, gim o =1 (0, v) 7! < > C(P,-)> Card(W(a)) |3 (5.5)

i=1
Le théoréme s’en déduit grdce au Lemme 15(ii). |

Le g-sous-groupe de Levi L = M A étant fixé (voir début de ce paragraphe),
soit P un élément de #(L), (J, V) un élément du dual unitaire de M, et v un
¢lément de (a)g&. On note (nf; - If; ,) la série principale généralisée corres-
pondante. Ici I , est I'espace des fonctions C*, ¢: G — V' vérifiant ¢( gman)
=dm~Ya""’rp(g), g€ G, meM, ac A, ne Np, et le groupe G agit par
représentation réguliére gauche. La restriction des fonctions a K induit un
isomorphisme de g , sur Iespace not¢ C*(K, d), ou I, des fonctions C®,
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@: K— V§ vérifiant o(km) =6(m ") p(k), ke K, me M ~ K. On note ﬁf;,v la
représentation de G dans /5 déduite de nf{ , bar transport de structure. On note
Y(8):=(Vy*®) M H Le produit scalaire L? permet de définir un produit
scalair sur cet espace [CD2, (1.6)].

On suppose que Re(v— pp) est strictement 4 p-dominant. Soit # € ¥7(J).
On dispose d’une fonction continue sur G a valeurs dans V5%, j(P, J, v, 1),
H-invariante a gauche valant » en l'identité de G et se transformant par
a*~*ré'(m~1) sous la translation a droite par man, me M, ac A, ne Np.
Ces propriétés sont caractéristiques de cette fonction qui détermine un
vecteur distribution H-invariant de n({ , (cf. [CD1,(2.4.6)]). On notera
Jj(P,6,v,n) la forme linéaire continue correspondante sur C*®(K, d).
L’application v j(P, J, v, ) se prolonge en un fonction méromorphe sur
(a)& a valeurs dans le dual topologique de C*(K, ), quon note de méme.

THEOREME 6.  Soit ¢ un élément K-finie de C*(K, 6),ne€ v (0), D(M/M n H)-
propre pour une valeur propre A de (a%,)*, et veia*, tels que A—v soit
régulier par rapport aux racines de a dans g, et tels que E(P,J,v,n, @)
soit défini.

Alors:

fim 2 [ 1<) (8) TP, 0 ) )P e d

e—>0
= C(up(0,v) " Inl? |oll?

ou C:={, e "I dX, up(6, v) a été défini ci-dessus, et ou |n| est définie dans
[CD2, équation (1.5)].

Démonstration. On définit les “intégrales d’Eisenstein” en posant:

E(P,d,v,n, ¢)gH) :={(75,) (&) j(P,d,v,n), 0>, ne?(d), geG.
(5.6)

On dispose du lien entre les intégrales d’Eisenstein et les “intégrales
d’Eisenstein” (cf. [CD2, §3.17]). Ceci joint a la relation qui existe entre les
fonctions z-sphériques et les fonctions K-finies (cf. (2.2)), permet de conclure
grice au Théoréme 5 et a la définition du produit scalaire sur I'espace #7(J)
(cf. [CD2,(1.6)]). 1

Remarque 7. Comme les “intégrales d’Eisenstein” sont des coefficients
généralisés, ce théoréme fournit des relations d’orthogonalité de Schur
généralisées.
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