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Résumé

Nous établissons une généralisation de la dualité de Casselman aux espaces symétriques réductifs p-
adiques et nous étudions le comportement asymptotique de certains coefficients généralisés. Nous prouvons
aussi un analogue d’'un Lemme de Langlands grice auquel nous obtenons un résultat de disjonction de
certaines parties de la décomposition de Cartan des espaces symétriques réductifs p-adiques.
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Abstract

We generalize Casselman’s pairing to p-adic reductive symmetric spaces and study the asymptotic be-
haviour of certain generalized coefficients. We also prove an analogue of a lemma due to Langlands which
allows us to prove a disjunction result for the Cartan decomposition of the p-adic reductive symmetric
spaces.
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0. Introduction

0.1.  Soit F un corps local non archimédien de caractéristique 0. Soit G = G(F), le groupe
des points sur F' d’un groupe algébrique réductif connexe, G, défini sur F et soit o une involution
rationnelle définie sur F du groupe algébrique G. On notera encore o I’involution de G induite
par o. Soit H = H(F) le groupe des points sur F' d’un sous-groupe ouvert au sens de Zariski
du groupe des points fixes de o. Le quotient du groupe G par H est appelé espace symétrique
réductif p-adique.

La motivation de ce travail est I’analyse harmonique sur G/H. Noter que G lui-méme peut
&tre vu comme un espace symétrique en considérant I’involution de G x G donnée par I’inversion
des facteurs.

Harish-Chandra a établi la formule de Plancherel pour les groupes réductifs réels (cf. [13]) et
les groupes réductifs p-adiques (cf. [23]). La formule de Plancherel pour les espaces symétriques
réductifs réels a été établie par deux méthodes différentes par E.P. van den Ban et H. Schlichtkrull
d’une part et P. Delorme d’autre part (cf. [1] pour une présentation des deux méthodes).

Dans plusieurs cas particuliers, les fonctions sur G/H invariantes par un sous-groupe com-
pact maximal ont été étudiées (cf. [16,17,22]). A.G. Helminck et G.F. Helminck ont obtenu des
résultats de structure de G/H (cf. [14,15]). Pour I’analyse harmonique sur G/H, on s’intéresse
aux triplets (i, V, &), ou (r, V) est une représentation lisse admissible de G et £ € v*H on v*H
désigne 1’espace vectoriel des vecteurs H-invariants du dual de V. P. Blanc et P. Delorme ont
étudié le comportement de ces objets par 1’induction parabolique (cf. [3]).

Enfin on dispose d’une décomposition de type Cartan, ou décomposition polaire, des espaces
symétriques réductifs p-adiques (cf. [2,11]).

On considere dans un premier temps le comportement de ces objets sous les foncteurs de
Jacquet, obtenant une généralisation de résultats de Casselman (cf. [9]), la preuve utilisant les
résultats de celui-ci. L’expérience du cas réel conduit a s’interresser a des sous-groupes pa-
raboliques P de G tels que P et P := o (P) soient opposés, on les appelle o-sous-groupes
paraboliques. Alors M = P N o (P) est le sous-groupe de Levi o-stable de P.

Si (r, V) est une représentation lisse admissible de G, si & € V*H et siv eV, onnote cew le
coefficient généralisé défini par cz ,(g) := (T*(g)&,v), g € G, ou (r™*, V*) est la représentation
g " m(g™") sur le dual algébrique V* de V. On regarde cg,» comme une fonction sur G/H.
Nos résultats, joints a la décomposition de Cartan, nous permettent notamment de démontrer que
si 7 est bornée, i.e. telle que tous ses coefficients sont bornés, les coefficients généralisés c¢ , sont
bornés, ce qui est ’analogue d’un résultat de M. Flensted-Jensen, T. Oshima, H. Schlichtkrull
pour les espaces symétriques réductifs réels (cf. [12]).

On établit I’analogue d’un Lemme de Langlands (cf. [4, Chapitre IV, Lemme 4.4]) pour les
coefficients généralisés cg ,, ol (7, V) est une représentation induite a partir d’un ¢ -sous-groupe
parabolique. Cela nous permet d’obtenir un résultat de disjonction de certaines parties de la
décomposition de Cartan de G/ H .

N.B. : Les résultats de ce travail ont été annoncés dans [21].

Indépendamment, S. Kato et K. Takano (cf. [19, Paragraphe 5]) ont démontré le Corollaire 1
du Théoreme 1 et le Théoreme 3 de notre travail. Nous remercions Jacques Carmona de nous
I’avoir signalé.
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0.2.  On considere divers groupes algébriques définis sur F, et on utilisera des abus de ter-
minologie du type suivant : «soit A un tore déployé » signifiera «soit A le groupe des points
sur F d’un tore défini et déployé sur F ». Avec ces conventions, soit G un groupe linéaire al-
gébrique réductif et connexe défini sur F. Soit Ap un tore déployé maximal de G ; on note My
son centralisateur. Si P est un sous-groupe parabolique de G contenant Ao, il possede un unique
sous-groupe de Levi contenant Ag, noté M. Son radical unipotent sera noté U. On note Ag le
plus grand tore déployé dans le centre de G.

On note X (G) le groupe des caracteres non ramifiés de G et X,(G) 1’ensemble des sous-
groupes a un parametre de Ag, qui est un groupe abélien libre de type fini. On fixe une fois
pour toutes une uniformisante @ de F. On note alors A(G) I'image de X,(G) dans G par le
morphisme de groupes A — A(z@ ), qui est isomorphe a X,.(G) par ce morphisme. On adopte des
notations similaires pour les sous-groupes de Levi de G.

Notons X' (Ajs) ’ensemble des racines de Ay dans I’algebre de Lie de G et X' (P) I’ensemble
des racines de Ay, dans I’algebre de Lie de P et A(P) le sous-ensemble des racines simples de
X (P).

On reprend les notations et hypotheses du paragraphe 0.1 notamment pour ¢ et H.

Un tore déployé de G contenu dans {g € G | o(g) = g~} sera dit o-déployé, (o, F)-split
torus dans [15]).

On fixe désormais un tore o -déployé maximal, Ay, et on suppose Ag choisi de telle sorte que
Ap soit un tore déployé o-stable maximal contenant Ay (cf. [15, Lemme 4.5 (iii)] pour 1’exis-
tence). On note (A;);es, un ensemble de représentants des classes de H-conjugaison de tores
o-déployés maximaux de G, qui est fini (cf. [15, 6.10 et 6.16]). On suppose que cet ensemble
contient Ay. Les A; sont tous conjugués sous G (cf. [14, Proposition 1.16]). On choisit, pour tout
i dans I, un €lément x; de G, avec x; Agx; = A; en prenant xy = e, ol e est I’élément neutre
de G.

On fixe Py un o-sous-groupe parabolique minimal de G contenant Ag. Soit P un o -sous-
groupe parabolique de G contenant Py. On note W (Agp) un ensemble de représentants du quotient
W (Agp) du normalisateur dans G de Ay par son centralisateur dans G, noté My. On extrait de

I’ensemble {x;w | w € W(Ap)} un ensemble de représentants V_Vf,[w (resp. V_Vf,,) de (H, Py)-

doubles classes ouvertes de G (resp. (H, P)-doubles classes ouvertes de G) avec V_V](\;,, C V_V](\;,Iw.
Ces ensembles sont finis (cf. [15, Proposition 6.10, Corollaire 6.16]).

On note X (M), la composante neutre de I’ensemble des caracteres de X (M) anti-invariants
par o. On note §p le module de P, qui est un élément de X (M), .

0.3. On considére P = MU un o-sous-groupe parabolique de G, de sous-groupe de Levi
o-stable M et de radical unipotent U. Pour tout nombre réel ¢ > 0, on note :

Ay (e):==1a e Ay

oz(a)‘F <& e A(P)},

ou |.|F est la valeur absolue normalisée de /. On pose A, := A,,(1).

Soit (v, V) une représentation lisse admissible de G, notons Vp le module de Jacquet de V
relativement a P et jp : V — Vp la projection naturelle. On munit Vp de la représentation lisse
admissible wp de M définie par wp(m) jp(v) := 8p(m)_1/2jp(n(m)v) pourtoutm e M,veV.

Lemme 2. Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, il existe un sous-groupe ouvert compact
K’ de K possédant la propriété suivante :
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Pour toute représentation lisse admissible (7w, V) de G, pour tout élément & de V*! et pour
tout v € VK, ona:

(T* )&, w(@)v)= (&, w(a)), aeAy, keK'
Le Lemme précédent permet d’utiliser des résultats de Casselman (cf. [9, Théoreme 4.2.4])
que nous étendons aux coefficients généralisés dans le Théoréme suivant.

Soit (7, V) une représentation lisse admissible de G.

Théoréme 1. Soit &£ € V*H . Alors il existe un unique ip&) e (Vp)Y*MOH yérifiant -
Pour tout v € V, il existe ¢ > 0, dépendant de v, tel que :

Sp(@) (g, w(@v) = (jp &), mp(@jp), a€Aye).
De plus, on peut choisir & indépendamment de & € V*H.
On note X' (Py, Ay) 'ensemble des racines de Ay dans I’algebre de Lie de Py. On note
A(Py, Ag) 'ensemble des racines simples de X'( Py, Ag). Soient P = MU un o-sous-groupe
parabolique contenant Py et A(U, Ag) les racines de Ay dans 1’algebre de Lie de U qui sont

€léments de A(Py, Ay). Pour & > 0, soit A, (P, < ¢) I'ensemble :

{a € Ay;

a@)|, <& ae AU, Ag)et |a()|, <1, @ € APy, Ag) \ AU, Ap)}.

Le Théoréme suivant est une extension aux coefficients généralisés du Théoreme 4.3.3 de [9]
pour les coefficients.

Théoreme 2. Pour tout v € V, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout & € V* o air
8p(a) 'Plg (@)= (jp&). mp(@)jp(v)), ae A, (P, <e).
Fixons un plongement algébrique t : G — GL,(F). On peut supposer, et I’on suppose, que

7(Kp) C GL,(O) ou O est I’anneau des entiers de F (cf. [23, I.1]). Pour g € G, écrivons :
1(8) = (ai, )i, j=1,..n T = i )i, j=1,..ms gl = sup; ; sup(lai, jlF, bi,j|F) et:

IgH|l == go (") 0.1)
Théoréme 4.

() Soit (1, V) une représentation lisse, admissible et de type fini de G. Soit € € V*H_ Il existe
¢ > 0 tel que, pour tout v € V, il existe C, > 0 vérifiant :

(m* ()€, v)| < CullgHI, g€G.

(ii) Si (7, V) est une représentation lisse bornée irréductible de G et & € V*H  alors pour tout
v eV, la fonction cg , est bornée.
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Remarque. Le point (i) permet de voir qu’une des hypotheéses du Théoreme 3 de [3] est toujours
satisfaite.

Noter aussi que d’apres un théoréme de Howe, une représentation lisse est admissible de type
fini si et seulement si elle est de longueur finie.

0.4. Soit P un o-sous-groupe parabolique de G contenant Py, soient M son sous-groupe
de Levi o-stable et U son radical unipotent. Soit (§, Vs) une représentation lisse, admissible,
bornée et de type fini de M. On introduit, pour x € X (M), la représentation §,, =6 ® x de M.
L’espace de 8, s’identifie a V5. On étend I’action de M a P en la prenant triviale sur U. Soit
If (8) I’espace des applications ¢ : G — Vs qui sont invariantes a gauche par un sous-groupe
compact ouvert et telles que :

—-1/2 —
o(gmu) =8, (m)s, (m")p(e), ge€G, meM, uel.

. z . z (3N P P
Le groupe G agit par la représentation réguliere gauche s, sur L (8).
Si x € G et E est une partie de G, on note x.E := xEx~ 1.

A tout w e V_V](‘;,,, on associe 1’espace : V(§, w) = VB*Mﬁwfl'H. On considere la somme
V() = @wewc V(8, w). La projection de V(8) sur V(8, w) parallelement aux autres com-
M

posantes sera notée pr(§, w) ou pr,.

Soit x € X (M), tel que |x 8;1/ 2| soit strictement P-dominant. On associe a n € V(4, e), la
fonction &.(P, 8, x, ) définie sur G a valeurs dans Vgk par les relations :

(@) &.(P,8, x,n) =0endehors de HP.
(b) Pourtout (h,m,u)e Hx M x U,ona:

£e(P, 8, x, m)(hmu) = 85"/ (m) x (m)8* (m~")n.

Pour w € V_\/f,,, n € V(§, w), on définit également :
ew(P, 8, x,n) =Ry—16.(w.P,w.d, w.x,n),

ol R désigne la représentation régulicre droite de G et w.§ (resp. w. ) la représentation de w.M
déduite de § (resp. x) par transport de structure. On définit enfin pour n € V(§) :

JP8, x,m= Y eu(P.8, x,pr(s, wyn).

G
weWM

On peut appliquer le Théoréme 3 de [3] avec r = 0 grace a notre Théoreme 4 (ii). On en dé-
duit que pour tout v € Vs, 'application g — (j(P,$, x,n)(g),v) est continue sur G. Alors
= fK(j(P, 8, x,n)(k), ¢(k)) dk définit une forme linéaire sur 1)‘: (8), invariante par H sous

(nfx)*, on la note encore j(P,$, x,n).
On dispose des intégrales d’entrelacements A(P, P, 8, X) qui entrelacent 1; 8) et If (8) et

définies par des intégrales convergentes pour x € X (M), tel que |xé ;R5| soit P-dominant pour
Rs > 0 bien choisi (cf. [23, Théoreme IV.1.1]).
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Le symbole a — ; oo signifie que a € Ay et que |a(a)|F — +00 pour tout o € 3 (P).

Théoreme 5. On suppose de plus que (8, V) est irréductible. Soit y € X (M) tel que |X8;1/2|

et |X8;R‘s| soient strictement P-dominants. Alors, pour tout ¢ € I; ), g€G, neV():

im_x@ps @3, 2 @((5,) " (ga)j (P8, x.m). 9) = (pren, (AP, P8, ) (@) (2)),
;
0.2)

ou | est le caractere central de §.

On note A, (Ag) :={L € A(Ap); la(M)|F < e T, ae APy}, ou T >0et A (Ay) :=
Ay (Ag).

La décomposition de Cartan (cf. [2,11]) donne I’existence d’une partie compacte §2 de G telle
que :

G= U A (Ag)y 'H. (0.3)

yeWwg,
Théoreme 7. Il existe T > 0 tel que la réunion Uyewﬁm .QA;(A(,))yfl H soit disjointe.

0.5. Dans le Paragraphe 1, on précise les notations et on fait quelques rappels, notamment
sur les involutions rationnelles de G. Dans le Paragraphe 2, on établit les liens entre module
de Jacquet et vecteur distribution H-invariant (Théoréme 1), on définit le terme constant de
fonctions sur G/ H, on établit le Théoréme 2 et enfin, on obtient une propriété de transitivité du
terme constant dans le Théoréme 3 et on introduit la notion de vecteurs distributions H -invariants
cuspidaux. Dans le Paragraphe 3, on obtient des majorations qui nous conduisent a comparer la
fonction ||.|| a une autre fonction définie sur G/H par P. Blanc et P. Delorme (cf. [3]). On établit
ensuite des majorations de certains coefficients généralisés de représentations admissibles de type
fini dans le Théoreme 4. Dans le Paragraphe 4, on obtient ’analogue d’un lemme de Langlands
(Théoreéme 5) et on en déduit une propriété de disjonction dans la décomposition de Cartan des
espaces symétriques réductifs p-adiques (Théoreme 7).

1. Notations et rappels
1.1. Notations

On va utiliser largement des notations et conventions de [23]. Soit F' un corps local non
archimédien, de caractéristique 0. On considere divers groupes algébriques définis sur F, et on
utilisera des abus de terminologie ou convention du type suivant :

«Soit A un tore déployé » signifiera «soit A le groupe des points sur F
d’un tore A défini et déployé sur F ». (1.1)

Avec ces conventions, soit G un groupe linéaire algébrique réductif et connexe. Soit Ay un sous-
tore de G, déployé et maximal pour cette propriété, on note My son centralisateur dans G. Si P
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est un sous-groupe parabolique de G contenant Ay, il possede un unique sous-groupe de Levi
contenant Ag, noté M (ou Mp). Son radical unipotent sera noté U ou Up.

Si H est un groupe algébrique, on note Rat(H) le groupe des caracteres algébriques de H
définis sur F. Si E est un espace vectoriel, on note E* son dual. S’il est réel, on note Ec son
complexifié. On note Ag le plus grand tore déployé dans le centre de G.

On note ag = Homg (Rat(G), R). La restriction des caracteres rationnels de G a Ag induit
un isomorphisme :

Rat(G) ®z R ~ Rat(Ag) ®z R. (1.2)

On dispose de I’application canonique, Hg : G — a¢ définie par :
o™X = |y (x)| ., x€G.x eRat(G) (1.3)

ol |.|r est la valeur absolue normalisée de F. Le noyau de Hg, qui est noté G!, est Iinter-
section des noyaux des caracteres de G de la forme |x|r, x € Rat(G). On notera X(G) =
Hom(G/G', C*). On a des notations similaires pour les sous-groupes de Levi.

Si P est un sous-groupe parabolique de G contenant Ag, on notera ap = ay,, Hp = Hy,.
On note ap = ay,, Ho = Huy,. On note ag r, resp. dg r I'image de G, resp. Ag, par Hg.
Alors G/G! est isomorphe au réseau ag, r. Soit M un sous-groupe de Levi contenant Ag. Les
inclusions Ag C Ayy C M C G, déterminent un morphisme de groupe surjectif ay, r — ag.r,
et un morphisme injectif ag r — ap r. Le premier (resp. le second) se prolonge de maniere
unique en une application linéaire surjective entre ay et ag (resp. injective entre ag et ay). La
deuxieme application permet d’identifier ag a un sous-espace de ay; et le noyau de la premicre,
noté aff,l, vérifie :

aMzaf,,eBac. (1.4)

Il y a une surjection :

(68)c = X(G)— 1 (1.5)

qui associe 2 x ® s, le caractére g — |x(g)|* (cf. [23, I.1(1)]). Le noyau est un réseau et cela
définit sur X (G) une structure de variété algébrique complexe pour laquelle X (G) est de dimen-
sion dimp ag. Pour x € X(G), soit v € (a*G)C un élément se projetant sur x par 1’application
(1.5). La partie réelle Rev € af; est indépendante du choix de v. Nous la noterons Re x. Si
x € Hom(G, C*), le caractére |x| appartient 2 X(G). On pose Re x = Re|x|. De méme, si
x € Hom(Ag, C*) est continu, le caractere | x| se prolonge de fagon unique en un élément de
X (G) a valeurs dans R*T, que 1’on note encore |x| et on pose Re x = Re|x|.
De I’isomorphisme naturel (1.2) on déduit aisément 1’égalité :

AL =AgNG. (1.6)
Alors AlG est le plus grand sous-groupe compact de Ag.

On note X,(G) ou X4(Ag) 'ensemble des sous-groupes a un parametre de Ag. C’est un
groupe abélien libre de type fini. On fixe une fois pour toute une uniformisante @ de F. On
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note alors A(G), I'image de X,(G) dans G par le morphisme de groupes A — A(w), qui est
isomorphe & X, (G) par ce morphisme.

Notons X' (A ) 'ensemble des racines de Ay dans 1’algebre de Lie de G, qui s’identifie a un
sous-ensemble de a},, X' (P) I’ensemble des racines de Ay, dans I’algebre de Lie de P et A(P)
le sous-ensemble des racines simples de X' (P).

On note WY le groupe de Weyl de G relativement 2 Ag, qui agit sur ag. On
choisit un produit scalaire sur ag invariant par W¢. On le notera (.|.), et |.| la
norme qu’on en déduit. (1.7)

On note :

+

V= Z Xq0 OU X4 > 0 (resp. xq 20)},

ap (resp. Tap) = {v €ay,
aeA(P)

apt (resp. apt) ={veda}, | W) >0 (resp. >0), « € Z(P)}. (1.8)

Comme dans [23, I.1], on fixe K¢ un sous-groupe compact maximal de G qui est le fixateur d’un
point spécial de I’appartement associé a Ay dans I'immeuble de G.

Soit Py un sous-groupe parabolique minimal de G contenant Ap.
On note :

a} (resp. ap) :={X €ap | (&, X) >0 (resp. <0), @ € A(P)}.
On écrira ﬁg (resp. a, ) au lieu de a;o (resp. ﬁ;o),
tap:={Xeap|(.X)>0, vedy'},
M{§ = Hy, (a7) et My = Hy, @@g). (1.9)

Si N est un sous-groupe fermé de G, on note dn une mesure de Haar invariante a gauche sur N.
Si N et N’ sont deux sous-groupes fermés de G tels que N’ C N, on notera dn, si elle existe,
une mesure sur N/N’, invariante a gauche par N, positive et non nulle. C’est le cas si N et N’
sont unimodulaires.

Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant Ay, soit M son sous-groupe de Levi conte-
nant Ag et soit P = MU le sous-groupe parabolique de G opposé a P relativement 3 M.

Soit P un sous-groupe parabolique de G de sous-groupe de Levi M. On note pp la demi-
somme des racines de Ay, dans 1’algebre de Lie de P, on note 6p 1’élément de X (M), tel que
I’on ait :

Sp(m) = e2PPHMm) e pp.
On note C(G, P, —2pp) ’espace des fonctions continues f : G — C telles que :
f(gmu) =e 2PPHMM) (o) 0 e G, meM, uel.
Onremarque que si f € C(G, P, —2pp), alors f estinvariante a droite par Ko N P. En raisonnant

comme dans la preuve de la Conséquence 7 de la Proposition 5.26 de [20], et en remplacant
K N'M par Ko N P, on montre que, pour une bonne normalisation des mesures :
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Pour toute fonction f de C(G, P, —2pp), I'intégrale f g S (@)du est absolument
convergente et :

/f(k)dk=/f(ﬁ)dﬁ~ (1.10)
Ko U

Il en résulte que la forme linéaire M sur C(G, P, —2pp) définie par :

M(f) = / Fodk,  feC(G.P.~2pp)
Ko

est invariante par les translations 2 gauche par les éléments de Ko, de U ainsi que ceux de M.
Donc :

La forme linéaire M sur C(G, P, —2pp) est invariante par les translations a
gauche par les éléments de G. (1.11)

1.2. Involutions rationnelles de G

On utilisera parfois de fagcon implicite les deux faits suivants. Avec nos hypotheses sur F, on
a (cf. [18, Théoreme 34.4 (d)]) :

Si L est le groupe des points sur F' d’un groupe algébrique réductif L défini
sur F, alors L est Zariski dense dans L. (1.12)

Il résulte facilement de ceci et du Théoréeme 34.4 (c) de [18], que :

Si L est comme ci-dessus et A le groupe des points sur F d’un tore déployé
A de L, alors le centralisateur de A est un groupe réductif défini sur F' dont le
groupe des points sur F est égal au centralisateur de A dans L. (1.13)

Soit o une involution rationnelle, définie sur F, du groupe algébrique dont G est le groupe des
points sur F. Soit H le groupe des points sur F d’un sous-groupe ouvert, défini sur F, du groupe
des points fixes de o.

Un tore déployé de G contenu dans {g € G | o(g) = g~ !} sera dit o-déployé, ((o, F)-split
torus dans [14]). On dira que P est un o -sous-groupe parabolique de G si P est un sous-groupe
parabolique de G tel que P et o (P) soient opposés, c’est a dire tel que P N o (P) soit un sous-
groupe de Levi de P. C’est alors le sous-groupe de Levi o-stable de P : en effet, tout sous-groupe
o-stable de P est inclus dans P N o (P) qui est o-stable. On utilisera la convention suivante :

La phrase : «Soit P = MU un o-sous-groupe parabolique de G » signifiera
que P est un o-sous-groupe parabolique de G, que M est son sous-groupe de
Levi o-stable (i.e. M = P No (P)) et que U est son radical unipotent. On notera
P = MU le sous-groupe parabolique o (P) qui est opposé a P relativementa M.  (1.14)

D’apres [14, Corollaire 6.16], si Py est un sous-groupe parabolique minimal de G, le nombre
de (H, Pp)-doubles classes est fini, donc aussi le nombre de (H, P)-doubles classes pour tout
sous-groupe parabolique P de G.
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On a (cf. [15, I’équivalence de (i) et (iv) de la Proposition 4.7 et Lemme 4.5]) :

Si Py est un o-sous-groupe parabolique minimal, son sous-groupe de Levi o-
stable, My, contient un unique tore o-déployé maximal de G, Ay, et My =
Zg(Ap). (1.15)

On fixe désormais Ay un tore o -déployé maximal de G et on note My son centralisateur. On fixe
Ap un tore déployé maximal de My. Alors (cf. [15, Lemme 4.5 (i)]), Ag est o-stable et c’est un
tore déployé maximal de G. Donc :

Le tore Ag est un tore déployé maximal o-stable de G contenant Ag. (1.16)

On fixe aussi Py un o-sous-groupe parabolique minimal contenant Ag. On note (A;);es, un en-
semble de représentants des classes de H-conjugaison de tores o -déployés maximaux de G. On
suppose que cet ensemble contient Ag. Les A; sont tous conjugués sous G (cf. [14, Proposition
1.16]).

On choisit, pour tout i dans [, un élément x; de G, avec x; Agx; I = A; en prenant xy = e.
On note P; I’ensemble des o -sous-groupes paraboliques minimaux de G contenant A;, qui est
fini, et les éléments de P; sont tous conjugués entre eux par un élément du normalisateur de A;
(cf. [14, Proposition 2.7]). Comme les A; sont conjugués entre eux, tous les éléments de P; sont
conjugués sous G a Pyeta P; :=x; Py;xf].

On note M; le centralisateur dans G de A;. Si L est un sous-groupe de G, on note Wy (A;)
le quotient du normalisateur dans L de A; par son centralisateur. On note W(A;) au lieu de
We(A).

On note W; un ensemble de représentants dans Ng(Ay) de Wy, (Ag) \ W(Agp) ot H; =
X,-_lHXi~ Soit Wl.G I’ensemble {x;x | x € W;} et Wﬁ,ﬂ = Uies WiG. Alors (cf. [14, Théo-
reme 3.1]) :

WA% forme un ensemble de représentants des (H, Py)-doubles classes ouvertes
dans G. 1.17)

En particulier, comme I’ensemble des (H, Py)-doubles classes est fini (cf. [15, Proposition 6.10
et Corollaire 6.16]), on voit que I est fini.

Soit P = MU un o -sous-groupe parabolique de G. On remarque que Ay, le plus grand tore
déployé du centre de M, est invariant par o, donc o agit naturellement sur ay;.

Si x € G et E est une partie de G, on note x.E :=xEx~! etsi f est une application définie
sur E, on note x. f I'application définie sur x.E par: x. f(xyx~') = f(y), pour y € E.

On note X (M), (resp. Xr(M),) ’ensemble des caracteres non ramifiés de M qui sont
I’image par I’application de (1.5) (pour M au lieu de G), de ’ensemble des éléments de (a’,)c
(resp. aj‘w) anti-invariants par o. Alors X (M), est la composante neutre de 1’ensemble des ca-
racteres de X (M) anti-invariants par o. On remarque de plus que :

Sixe X(M),, alors x(h)=1, heMNH, (1.18)
En effet :

xoo(h)=xh™", heMnNH.
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On en déduit que :
x(h)?=1, heMNH.

Alors, pour h € M N H fixé, I’application continue sur X (M), définie par y + x(h) est a
valeurs dans {—1, 1}. Par connexité, on en déduit que x (k) =1, d ot (1.18).

On fixe Py un sous-groupe parabolique minimal de G contenant Ag et contenu
dans Py. (1.19)

On pose :

AT (Ag) = {) € A(Ap);

aW)|,<e T ae APy}, odT >0 et

A (Ag) = Ay (Ap). (1.20)

La décomposition de Cartan (cf. [2, Théoreme 1.1] et [11, Théoreme 0.1]) donne I’existence
d’un ensemble compact 2 tel que :

G= |J 24 @Apy 'H. (1.21)

yeW}\gI@

Comme A est o-invariant, o agit naturellement sur ag. On définit ay le sous-espace des
éléments anti-invariants de ag.

Pour des raisons de dimension, ay est égal au sous-espace vectoriel de ag engendré
par Hy, (Ag). (1.22)

Le groupe des automorphismes de ag engendré par o et le groupe de Weyl de G relativement a
Ao, WO, est fini car o préserve Ag et donc Ng(Agp). En conséquence, le produit scalaire sur ag
introduit en (1.7) peut étre supposé également o -invariant.

Soit P un o-sous-groupe parabolique de G contenant Py et M son sous-groupe de Levi o-
stable. On note Ag » (resp. Ay o) le plus grand tore o-déployé de Ag (resp. de Apy), a‘g; (resp.
aG,s) I’ensemble des points fixes (resp. anti-invariants) de ag sous o.

On note p, la projection de ag sur ag,, parallelement a af; et Hg » la composée p, o Hg.

1.3. Représentations

1.3.1. Représentations lisses

Soit (;r, V) une représentation de G sur un espace vectoriel V complexe. Si K est un sous-
groupe de G, on note VX I’espace des vecteurs de V invariants sous 7 (K). On dit qu’une
représentation (7, V) est lisse si tout élément v de V appartient 2 VX pour un sous-groupe
compact ouvert K. On dit qu’elle est admissible si elle est lisse et si VX est de dimension finie
pour tout sous-groupe compact ouvert K. On dira qu’une représentation lisse est bornée si tous
ses coefficients lisses son bornés.

Une fonction de G dans C bi-invariante par un sous-groupe compact ouvert sera dite lisse. On
note C°(G) I’espace des fonctions lisses a support compact qui est aussi ’espace des fonctions
localement constantes a support compact.
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On note R (resp. L) la représentation réguliere droite (resp. gauche) de G sur C*°(G).

Si(, V) est une représentation lisse de G, on définit sa représentation duale (7 *, V*) par la
representatlon g—"m(g™") surle dual algebrlque V* de V et on définit sa contragrédiente lisse
Gr, V) par la restriction de 7* au sous espace V des éléments de V* fixés par un sous-groupe
ouvert compact.

Si (7, V) est une représentation admissible de G et K un sous-groupe ouvert
compact de G, on définit I’opérateur 7 (ex ) par la formule :

w(eg)v ::/n(k)v dk

K

ol v € V et dk est la mesure de Haar normalisée de K. (1.23)

Comme v est fixé par un sous-groupe ouvert compact, cette intégrale est une somme finie.
Avec les mémes hypotheses, pour un élément & de V*H  on définit ’élément 7*(ex )& de
V*K C V par:

(m*(ex)E, v) == (&, m(ex)V), veV. (1.24)

1.3.2. Représentations rationnelles

Soit A un élément de Rat(My), on appelle représentation de plus haut poids A relativement
a Pp, une représentation rationnelle de G, définie sur F, de dimension finie, (w4, V4), irré-
ductible et possédant un vecteur non nul v,4, dit de plus haut poids A, invariant par le radical
unipotent Uy de Py et se transformant par A sous M.

Une telle représentation, si elle existe, est unique a isomorphisme pres (cf. [18, Théo-
réme 31.3 (¢)]). Il résulte du Théoreme 31.3 (b) de [18] que :

Pour tout élément Pp-dominant, a de Ao, la plus grande des valuations des va-
leurs propres de w4 (a) est égale a |A(a)|F. (1.25)

Toujours d’apres ce Théoreme 31.3,0na :

Si (4, V) est une représentation de plus haut poids A relativement & Py, alors
sa representatlon contragredlente (7, V) est une représentation de plus haut
poids A~! relativement & P,. (1.26)

2. Modules de Jacquet et vecteurs-distributions H -invariants

2.1. Soit P = MU un o-sous-groupe parabolique de G fixé pour ce Chapitre 2.
On associe a ¢ > 0 I’ensemble :

Ay (o) :={ac Ay: |a(a)|, <&, ac AP)},
SiI’on veut expliciter la dépendance par rapport a P, on notera Ay (P, < ¢) au lieu de A}, (¢).
On notera Ay, := Ay, (1), Al () := (A ()L et AY == (A"
On dit qu’un sous-groupe ouvert compact K de G admet une factorisation d’Iwahori par
rapport a P s’il vérifie les deux conditions suivantes (cf. [9, 1.4]) :
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(a) l’appl_ication produit de K7 x Ky x Ky dans K est une bijection, ot K =
KNU,Ky=KNMetKy=KNU,;
(b) pourtoutaeA;[,aKUa’l gKU,a’lKUagKU. 2.1)

Tout sous-groupe compact ouvert contient un sous-groupe compact ouvert ad-
mettant une factorisation d’Iwahori (cf. [9, Proposition1.4.4]). 2.2)

Nous remercions Joseph Bernstein pour nous avoir fourni la démonstration du Lemme suivant :

Lemme 1. Soit K un sous-groupe ouvert compact admettant une factorisation d’Iwahori par
rapport a P : K = KKy Ky. Alors il existe un sous-groupe ouvert compact K' de G, contenu
dans KN Ky Ky H.

Démonstration. Avec la convention (1.1), si G est un groupe algébrique, alors G est un groupe
de Lie sur F au sens de Bourbaki (cf. [6, Chapitre III, Paragraphe 1, Définition 1]). On note g

son algebre de Lie.
La différentielle en (e, e) de la fonction analytique :

p:PxH—>G
(p,h) — ph
est I’application :
pxb—g

(X,Y)—> X+7Y.
Or p + b = g (cf. [3, début du Paragraphe 2.4]), elle est donc surjective. Les propriétés des
submersio_ns (cf. [5,5.9.1 2 5.9.4]) nous donnent alors I’existence de deux voisinages de e, 1’un,
V1, dans P que I’on peut prendre dans K Ky et ’autre, V2, dans H tels que I'image de V; x V2
par p contienne un voisinage de e. Quitte a restreindre, on peut supposer ce dernier contenu dans

K et que c’est un sous-groupe compact ouvert. On le note K’. O

Lemme 2. Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, il existe un sous-groupe ouvert com-
pact K' de K possédant la propriété suivante :

Pour toute représentation lisse (rr, V) de G, pour tout élément & de V*! et pour tout v e VX,
(r*(ak)E, v) = (r*(@)&,v), aeA}, keK'
En particulier, pour tout sous-groupe compact ouvert K" C K’ :
(@&, v) = (r*(@)7*(ex)E. V), ae A}, (2.3)

(cf: (1.23) et (1.24) pour les définitions de mw(egr)v et de w*(egr)E).
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Démonstration. D’apres (2.2), on se ramene au cas ol K admet une factorisation d’Iwahori par
rapport 2 P, on a alors K = K5 Ky Ky. D’apres le Lemme 1, il existe un sous-groupe ouvert
compact K’ de G contenu dans K N KKy H. Soit k € K', et soient kj; € K, ky € Ky et
h € H tels que k = kgkph. Puisque & € V* ona:

(n*(ak)é, v) = (n*(akga_lakMa_l )“g‘, v), ae A;I.

De plus akya Y =ky € Ky et akl-,a_l € Ky cara e AL donc ak;t,m_lakl-/a_1 € K. Or
ve VK donc:

(m*(ak)E, v)=(r* (@), v), a€ A}, O
On déduit du Lemme 12 de 1’appendice que :

Soit P = MU un o-sous-groupe parabolique de G. Si ¢ est une fonction de Ay,
dans C, lisse et Ajs-finie, elle est entierement déterminée par sa restriction a
A, (&) pour un € > 0.

Side plus Ay C M etsi ¢ est une fonction définie sur Ay N Ag, lisse et Ay N Ag-
finie, alors elle est déterminée par sa restriction a Ay, (¢) N Ag pour un £ > 0. (2.4)

Si (;r, V) est une représentation admissible de G, tout vecteur est Ag-fini. En effet, si v est
élément de V/, il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que v soit élément de VK.
Alors, pour tout élément a de Ag, w(a)v est élément de VK et comme (7, V) est admissible, la
dimension de VX est finie.

Soit (7, V) une représentation admissible de G, notons (rp, Vp) le module de Jacquet de V
relativementa P,ou Vp :=V/V(P),avec V(P) = (m(u)v—v,veV,uelU),etjp:V - Vp
la projection naturelle. On munit Vp de la représentation wp de M définie par wp(m)jp(v) :=
Sp(m)~ Y2 jp(w(m)v) pour tout m € M, v € V. Elle est admissible (cf. [9, Théoreme 3.3.1]),
donc, d’apres ce qui précede :

Tout vecteur vp € Vp est Ay-fini. (2.5)

Soit (7, ‘v/) la contragrédiente de (s, V), on note ((7)p, (‘7) p) le module de Jacquet de 1%
relativement 2 P et jp V- (17) p la projection naturelle. Alors (cf. [9], voir aussi [23, Théo-
réme 1.4.1]), il existe un crochet de dualité canonique entre \713 et Vp noté (.,.) p qui vérifie :

Pour tout (v, V) € V x \7, il existe € > 0 tel que :
(/p@), 7p (@ jp@), =8p@ (0, w(@)), aeAye). (2.6)
D’autre part,
Pour tout v pE \713 et pour tout vp € Vp, la fonction de Ajs dans C définie par :
ar (Vs p(@vp),

est lisse et A ps-finie. 2.7)
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Le Théoréme suivant est une extension aux coefficients généralisés du Théoréme 4.3.3 de [9]
pour les coefficients.

Théoreme 1. Soit P = MU un o-sous-groupe parabolique.

(i) Soit (m, V) une représentation admissible de G et soit € € V*H. Alors il existe un unique
Jp€) e (Vp)y*MOH yérifiant -

Pour tout v € V, il existe ¢ > 0 tel que :

sp(a) Ve (@) =(jpE). mp@)jpv)), ae Ay ). (2.8)

De plus, on peut choisir € indépendamment de & € V*H .

(ii) Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Soit K' C K un sous-groupe ouvert compact
satisfaisant aux conditions du Lemme 2. Alors pour toute représentation admissible (i, V)
de G, pour tout élément & de V*H et pour tout ve VK, ona:

(/5@ (@) jp ) =[5 (*(ex)E). 7p (@) jp W), a€Au.

Démonstration. (i) Soient j; (&) et jj(§)" deux éléments de (V;;)MQH vérifiant (2.8). Soit
v € V, alors la fonction y, de Ays dans C définie par :

V(@) =(jp &) — jp&), mp(@)jp(v)

est une fonction lisse A p-finie nulle sur A, (¢) pour ¢ assez petit. Elle est donc nulle d’apres le
résultat (2.4). On a donc v, (e) = 0 et ceci pour tout v € V ; d’ou I'unicité de j;‘, (&) s’il existe.

Soit v € V, on va définir (j} (&), jp(v)).

On va montrer qu’il existe une unique application, ¢,, définie sur A a valeurs dans C, lisse
et Ay -finie valant 8p(a)~V/2(&, w(a)v) pour a € A),(¢) pour au moins un & > 0. On définira
alors (j(¢), jp(v)) comme étant la valeur en e (élément neutre du groupe G) de @,. Soit K
un sous-groupe ouvert compact admettant une factorisation d’Iwahori par rapport a P et tel que
v e VK (K existe d’apres (2.2)), et soit K’ comme dans le Lemme 2.

Vérifions I’existence de ¢,. D’apres le Lemme 2,

(&, m(@)v) = (¥ (exNE, m(a)v), ae Ay, 2.9)

D’apres [23, Théoreéme 1.4.1] (cf. (2.6)), il existe &€ > 0 ne dépendant que de K’ et pas de &, tel
que :

8p(@) ' P{m*(exnE. m(@)) = (jp (" (ex)E). Tp (@) jp())p, a€Ay(e). (2.10)
On déduit de (2.9) et (2.10) que :

8p(a) e, w(a)v) = (jp(m*(ek)E). mp(@) jr(v))p. a € Ay (o). (2.11)

La fonction définie par :
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pu(@) :=(jp(n* (ex)E), mp(@)jp(V))p, a €Ay, (2.12)

vérifie :
pu(@) =8p(@) (e, m(a)), ae Ay o). (2.13)

Donc ¢, convient car elle est lisse et Ajs-finie d’apres (2.5). Cette fonction est unique d’apres le
résultat (2.4).
Pour P et & fixés, on voit sur la formule (2.12) qu’elle ne dépend que de jp(v).

On remarque grace au Lemme 2 équation (2.3) que I’on peut remplacer K’ par
un quelconque de ses sous-groupes compacts ouverts dans la définition de ¢,,. (2.14)

L’unicité de ¢, permet de définir une application j(¢) de Vp dans C qui, a jp (v), associe ¢, (e),
pour v élément de V. L’application j(£) est linéaire grace a (2.12) et (2.14) qui impliquent :
Qutv =@y + @y, v,v" € V. Montrons que jj (&) € (V;)MQH.

Sim e M N H, pour &' > 0 assez petit,

gu(@) =8p(@) ' 2g, m(a)w), ae Ay ).
Primv(@) =8p(@) e, mam)v), ae Ay E).

Or a et m commutent et m € M N H, donc :

Prmw(@) =8p@) Hr*(m™ e, (@), ae Ay, E).

Comme m est élément de M N H, les applications ¢, et ¢ (n)y coincident sur A, (). Comme ¢,
et @ (m)y sont toutes deux lisses et Ay -finies, on déduit du résultat (2.4) que @, (e) = @x(m)v(e).
Comme §p € X(M),, d’apres (1.18), ona dp(m) =1, m € M N H. On en déduit que j;(§) €
(V;)MQH'

Montrons que, pour £ comme dans (2.10), on a (2.8). On a par définition de j} (§) :

(j3&), mp@jp ) =8p@) z@ple), aecAy. (2.15)

Montrons que :

Or@y(@ =8p@) o (aa’), a,a’ €Ay, veV. (2.16)

D’apres (2.12) et (2.14), pour tout sous-groupe compact ouvert assez petit K”, on a :
ou(@) = (jp(7*(ex)E). mp(a) jp(v))p. a€Ap.
Pr(ayw(@) = {jp (7 (exnE), mp (@) jp ((a)V)),,
=8p @) (jp(n* (exnE). wp(aa’) jp(v))p. a.a'€An.

D’ou (2.16). Finalement :
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1/2

Or@w(e) =d8p(a) ' “py(a).

Donc, d’apres (2.15) :
(/p @), 7p(@)jp () = pu(a)
=dp(a) g m(@v), aeAye),
la derniere égalité provenant de (2.13). Donc j5(¢) vérifie (2.8). La preuve montre que & ne

dépend pas de &.
(ii) D’apres (2.11), il existe €1 > O tel que :

8p(@) e, m(a)v) = (jp(n* (ex)E), mp(@)jp(V)), a €Ay (er).

Et d’apres le Théoreme 1 (i), il existe e > O tel que :

8p(@)~ g, m(a)v) = (j5 ). mp(a@)jp(v)), a € Ayl(e).

En posant € := min(ey, €3), on obtient :

(5©). 7p @) =[5 (* (k). p (@) jp W), a € Ay ().
D’apres le résultat (2.4), on a donc I’égalité sur Ay, O
On suppose que Ay C M ce qui équivaut a Ay C P car Ay est o-stable.
Corollaire 1. Soit P = MU un o -sous-groupe parabolique.

(i) On suppose que (1, V) est une représentation admissible de G et soit € € V*H . Pour tout
veV,awr (ji&),mp(a)jp(v)) est 'unique fonction sur Ay N Ag a valeurs complexes,
lisse, Ay N Ag-finie qui soit égale a Sp(a)~V2(&, mw(a)v) sur A, (e) N Ay pour au moins
un e > 0.

(ii) Plus généralement, on a le méme résultat en remplacant, dans I’énoncé de (i), Ay par un
tore o -déployé maximal contenu dans M.

Démonstration. La fonction considérée vérifie 1’égalité voulue d’aprés le Théoreme 1. L’uni-
cité provient du résultat (2.4), (i) en résulte. Le choix de Ay (précedant I’équation (1.16)) étant
indifférent, (ii) est immédiat. O

Soit K un sous-groupe compact ouvert de G totalement décomposé relativement a My au sens
de [7, Section 1.1]. On note A~ (P, K) I’ensemble des éléments strictement P-anti-dominants
de Ay (i.e. dans A},), qui sont (P, K) positifs au sens de [7, Section 3.1]. Les propriétés impor-
tantes de ces notions sont :

— L’ensemble A~ (P, K) est non vide (cf. [8, Lemma 6.14 et I’observation de la fin de la
preuve]).



N. Lagier / Journal of Functional Analysis 254 (2008) 1088—1145 1105

— Les sous-groupes compacts ouverts totalement décomposés relativement a My forment une
base de voisinage de I’élément neutre de G (cf. [7, Lemma 1]).

Le résultat suivant, du a J. Bernstein, est une forme renforcée d’un résultat de Casselman [9]
(cf. (2.6)). C’est une conséquence de son Théoreme de stabilisation (voir [7, Théoréme 1 pour
une preuve publiée]) et de la description du crochet de dualité (.,.)p entre Vp et Vs (cf. [7,
Section 5] et [9], voir (2.6)) :

Soit K un sous-groupe compact ouvert totalement décomposé relativement a

My et soit A € A7 (P, K). 1l existe np € N tel que, pour toute représentation
lisse de G, (r, V), pour tout v € V, v € V invariants par K :

—1/2)x Y v ;
8})()»") / (v, n()»”)v) = <]13(v), np(A")]p(v))P, n > no. (2.17)
On établit le résultat suivant en vue d’une application analogue a celle du Lemme 9 de [5].

Proposition 1. Soit K un sous-groupe compact ouvert totalement décomposé relativement a My
et A€ A7 (P, K). Il existe ng € N tel que,

Pour toute représentation admissible (7, V) de G, pour tout € € V*H et pour tout v e VK,
on ait :

-1/2 , ;
8p (W)™ e (W) v) = (j5©). wp (") jp (). 1= mo.
Démonstration. D’apres le Lemme 2, il existe un sous-groupe ouvert compact K’ de K tel que :

Pour tout sous-groupe compact ouvert K’ C K’, pour toute représentation admissible (7, V)
de G, pour tout élément £ de V* et pour tout v € VX,

(&, m (W)= (7" (exnE w(M")v), re Ay (2.18)
D’apres [7, Lemme 1], on peut prendre K” totalement décomposé, ce que 1’on fait. Alors, pour
tout v e VK et tout & € V¥ v et m*(eg )& sont invariants par K”, on peut donc appliquer le

résultat (2.17). Donc il existe un entier nyp € N ne dépendant que de K”, donc de K, et de A tel
que :

8p (") e, 7 (M)0) = (Jp (¥ (k&) p (M) jp ) pr n =m0 (219)

D’apres (2.18) et (2.19), et comme A~ (P, K) C A, on en déduit que pour toute représentation
admissible (7, V) de G, pour tout £ € V*# et pour tout v e VX, ona:

5p ()5 7 (1)) = (5 (" (e D) 7P (") jp @) 1> o

Or d’apres le Théoreme 1 (ii), et en remarquant que K" satisfait aux hypothéses du Lemme 2,
ona:
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(75 (*(exnE). mp (M) jp W) p = (5 ). wp (A") jp (V). 1 =no. (2.20)
La propriété résulte des équations (2.19) et (2.20). O
2.2. Terme constant de fonctions sur G/H

Considérons I’espace :

C®(G/H)=|JC(K\G/H),
K

ou K parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G et ot C(K \ G/H) est ’en-
semble des fonctions sur G/H invariantes a gauche par K.

Le groupe G agit sur C*°(G/H) par la représentation réguliere gauche L.

Pour toute représentation admissible (77, V) de G et tout & € (V* yH , notons A(r, £) le sous-
espace de C°°(G/H) engendré par les fonctions cg , : gH = (m*(g)&,v), ve V.

Posons :

AG/H) = | A, ), (2.21)
(.8)
ol v parcourt les représentations admissibles de G et § € (V* )i
En utilisant les sommes directes de représentations, on voit que :

AG/H) =" A, £), (2.22)
(.8)

ol ; parcourre les représentations admissibles de G et & € ( V;)H .
Le sous-espace A(G/H) de C*°(G/H) est invariant par la représentation réguliére gauche L.
On note que si f € A(G/H), f est Ag-finie (cf. (2.5)).
Remarque 1. On peut se limiter a ce que & parcourt les représentations admissibles de type fini
de G et & € (V) car tout vecteur d’une représentation admissible engendre une représentation
admissible de type fini.

Proposition 2.

(1) Si f est un élément de A(G/H), il existe un unique élément fp de A(M/M N H) vérifiant
la propriété suivante :

Pour tout m € M, il existe ¢ > 0 tel que pour tout a € AAJCI(S), on ait I’égalité :
8p(ma)'? f(maH) = fp(ma(M N H)).

On appele fp terme constant de f le long de P.
(ii) L’application f + fp de A(G/H) dans A(M/M N H) est linéaire.
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(iii) Si (m, V) est une représentation admissible de G, si & € (V;)H, siv € Vg, etsi f=cey,
alors :

fr(mM O H)) = (5 (m)j3 ). jp)). meM.

Démonstration. Prouvons (i) et (iii). Soit f € A(G/H), supposons que deux éléments fp et
fp de A(M/M N H) vérifient les conditions de la Proposition.
Pour tout m € M, les fonctions sur Ay :

avr fp(ma(MNH)) et aw fp(ma(MNH))

coincident sur A;I (&) pour un certain ¢ > 0. Le fait qu’elles soient toutes deux lisses et A j7-finies
assure alors leur égalité d’apres le résultat (2.4). D’ou I'unicité de fp s’il existe.

Si f = c¢,», la fonction définie par fp(m(M N H)) = (n;‘,(m)j}ﬁ (&), jp(v)) convient d’apres
le Théoreéme 1.

Dans le cas ot f est un élément quelconque de A(G/H), 'existence de fp est claire par
linéarité. Ceci acheve de prouver (i) et (iii). La linéarité de (ii) résulte de I’unicité dans (i). O

Soit (8, Vs) une représentation lisse de M. On étend I’action de M a P en la prenant triviale

sur U. On considere ’ensemble indg Vs des ¢ : G — V5 qui sont invariantes a gauche par un
sous-groupe compact ouvert et telles que :

o(gmu) =552 (m)s(m Np(g), ¢€G, meM, ueU.
Le groupe G agit par la représentation réguliere gauche L sur indg Vs.
Lemme 3. Pour f € A(G/H), on définit I’application :
nd. G — AM/M N H)
g (Lg-1f)p.
Alors 39 €ind§ A(M/M N H). (2.23)

Démonstration. Par linéarité, on se raméne a f =cg,,onveV, & € Vv ot (m, V) est une
représentation admissible de type fini de G. Pour g1 € G :

(f24&0) (m(M 0 H)) = (s (m) j5€). jp(m (g1 ")v))-

Montrons que f},"d(glmu) = 8;1/2(m)Lm71 },nd(gl), g1€G,meM,ucl.
Cela revient & montrer que pour m’ € M :

(find(gmu)) (m' M N H)) =87 (m™") (L1 S gD) (' (MO H)).  (2.24)

Ona:
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(Fid(grmu)) (m' (M O H)) = (w5 (") j5 ), jp (r (™ m~ g7 ")v))
= {xpm")j5 @), jp(m (m~ g7 "))
=82 (m ™) mpm)jpE) e (m~")jp (x (g7")0))

=8, (m™ ") p omm") 5 ), o (7 (817)))

=537 (m™") (£ (g0)) (mm' (M N H))

d’ou (2.24). Le Lemme en résulte. O

2.3. Comportements asymptotiques de certains coefficients généralisés de représentations
admissibles

On rappelle qu’on a fixé Ay, un tore o -déployé maximal de G, et Py un o-sous-groupe para-
bolique minimal contenant Agy.

Soit X' (G, Ay) ’ensemble des racines de Ay dans 1’algebre de Lie de G. Alors X' (G, Ay) est
un systéme de racines dont le groupe de Weyl s’identifie au quotient du normalisateur dans G de
Ag, NG (Agp), par son centralisateur Zg (Ag) (cf. [15, Proposition 5.9]).

On note X' (Py, Ay) ’ensemble des racines de Ay dans 1’algebre de Lie de Py. On note
A(Py, Ag) 'ensemble des racines simples de X' (Py, Ag). Si @ est une partie de A(Py, Ay),
on note (®)y le sous-systeme de X' (G, Ay) engendré par @, et Pg le sous-groupe parabolique
de G pour lequel X (Py, Ag) U (®)y est I’ensemble des racines de Ay dans 1’algebre de Lie
de Po. Alors :

Pg contient Py et Pg est un o-sous-groupe parabolique de G, (2.25)

en effet, comme les éléments de Ay sont anti-invariants par o, I’ensemble des racines de Ay dans
I’algebre de Lie de o (Pg) est €gal a I’ensemble des opposés des racines de Ay dans 1’algebre de
Lie de Pg.

Soit 0 < ¢ < 1, on note pour P = Pg :

Ay (P, <e):={acAy; |a(a)|, <&, aracine de Ay dans Up}. (2.26)
Comme ¢ < 1, on a I’égalité :

A (P, <e)={acAy;

a(a)|, <&, ae APy, Ap) \ O}. (2.27)

Elle résulte immédiatement du fait que si o est une racine de Ag dans Up, & =Y 5 1(p, a, "85
ng € N, alors il existe By € A(Pyg, Ag) \ © tel que ng, # 0.

Ceci est cohérent avec les notations de I’introduction au sous-chapitre 0.3.

On définit Ay (P, <é¢):={a € A}; |a(a)|F <eé, aracine de Ag dans Up}.

On suppose, pour la suite de ce sous-chapitre 2.3, que P contient Ag.

Théoreme 2. Soit (7w, V) une représentation admissible de G. Pour tout v € V, il existe ¢ > 0
tel que pour tout £ € V1,
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Sp(@)~2(g, (@) = (jp&), wp@jp ), a€A; (P, <e).
En d’autres termes, si f est I’élément de A(G/H) défini par f = cg ,, alors :
$p@) 2 f(a'H) = fp(a™' (M NH)), aeAy(P, <e).

On peut remplacer P par un o -sous-groupe parabolique quelconque et Ay par un tore o -déployé
maximal contenu dans P.

Démonstration. Soient v € V et K un sous-groupe compact ouvert tel que v € VX . On applique
le Lemme 2 & P = Py. Alors il existe un sous-groupe compact ouvert K’ de K, tel que :

(&, (@)= (7" (exNE, m(a)), acAy, .
Or A, C A}, .Doncona:
(& (@) =(n*(ex)E m(@)v), acA. (2.28)
D’apres [9, Théoréme 4.3.3], il existe 0 < ¢ < 1 tel que :
Sp(@) (" (exnE, m(@w) = (j5 (" (exnE), tp(@) jp ), a€ Ay (P, <e). (229)
Donc d’apres (2.28) et (2.29) :
Sp(@)~2(g, m(a)) = (5 (7 (ek)E), mp(@) jp(V)),, a€ Ay (P, <e)NA,. (230)
On a de plus I'égalité : Ay (P, <&)NA, = A, (P,<¢),dol:
8p(@) g, (@)= (J5(T (ek)E), mp(@jp(V))p, a€Ay (P, <e). (231
Poura € A, (P, < ¢) fixé, la fonction définie sur Ay N Ay par :
b (jp(m*(ex)E), p(ba)jp(v),

est une fonction lisse et Ay N Ay-finie. Or, pour b € Ay, N Ageta € Ay (P,<¢),onabace
Ay (P, <¢).Donc, d’apres (2.31) appliqué a ba € A, (P, < ¢) au lieu de a, on a I’égalité :

8p(ba)”' 2 (€, m(ba)v) = (j5 (" (ex)E), mp(ba) jr(v))p, b€ Ay N Ap.
D’apres le Corollaire 1 du Théoréme 1 appliqué & v" := 7 (a)v, on a alors :
(5 (* (k) mp(ba) jp(v)), = (j5(&), wp(ba) jp(v)), be Ay N Ap, ac Ay (P, <g).
En joignant (2.31) a cette derniere égalité appliquée a b = e, on obtient :

sp@) Ve, (@)= (j5E). Tp(@jpv)), acAy(P,<e). O
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2.4. o-Sous-groupes paraboliques

Donnons d’autres caractérisations des o -sous-groupes paraboliques.

Soient A un tore déployé de G, et L € A(A). On note P, le sous-groupe parabolique de G
contenant A pour lequel les poids o de A dans I’algebre de Lie de P, vérifient |¢(A)|r > 1.

On a une dualité :

Rat(A) x X, (A) > Z
(a, &) > (o, 1)
caractérisée par : « o M) = w (2,
On note P (1) le sous-groupe parabolique de G contenant A dont les racines de A dans son
algebre de Lie sont les ¢ € X'(G, A) tels que («, A) > 0.

Remarque 2. P(L) = P;, ou A :=A(@).

En effet, P(A) et P, sont deux sous-groupes paraboliques de G, donc il suffit de montrer
qu’ils ont la méme algebre de Lie. Mais :

)| = |a (k@) = |o@? |, = o | 2.

F

Donc :

e =1 & (a,2)>0.
D’ou la remarque.

Lemme 4. Soient P un o-sous-groupe parabolique de G, M = P N o (P) son sous-groupe de
Levi o-stable et Ay o le plus grand tore o-déployé du centre de M. Il existe . € A(Apy o) tel
que P = Py. Alors M est égal au centralisateur dans G de .

Démonstration. D’apres [15, Lemme 4.6] et en tenant compte de (1.13), il existe A € X (A) tel
quec (M) =1"" P=PQ) et M =Zs().

Comme M = Zg(A), A := A(w) est un élément de A(Aps ). D’apres la Remarque 2, on a
P = Py. Clairement Zg(A) C Zg(A). Par ailleurs, comme o (A) = A’l, onao(k)=xr"! De
plus, Zg(A) = ZeO Heto(P) = P,—1. Donc Zg(A) C Py No(Py) =M = Zg(A). Finale-
ment Zg(A) = Zg(A). O

Lemme 5.

(1) Si » € A(Ap) est Py-dominant, i.e. |@(M)|r = 1,0 € A(Py, Ag), Pr. = Po, ot ©® ={u €
A(Pg, Ap); la(M)|F =1}
(i) Tout o-sous-groupe parabolique de G contenant Py est de la forme Pg pour ® C
A(Py, Ag).
(iii) Tout o-sous-groupe parabolique de G est conjugué par un élément de H a un o-sous-
groupe parabolique de G de la forme xjw.Pg, ® C A(Py, Ag), we W(Agp), i€l (cf 1.2
pour définition de I).
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On peut remplacer Ay par n’importe quel tore o-déployé maximal et Py par n’importe quel
o -sous-groupe parabolique de G le contenant dans les trois premieres assertions.

Démonstration. (i) est clair.

Montrons (ii) : soit P = MU un o-sous-groupe parabolique de G contenant Py. D’apres le
Lemme 4, il est de la forme P, pour p élément de A(Ay ). Or Ay, est contenu dans un
tore o-déployé maximal Aj; de G, donc € A(Af). Comme Ay et Af sont o-stable, ils sont
contenus dans M = P N o (P). Alors Ay et A/ﬂ sont deux tores o-déployés maximaux de M,
donc conjugués par un élément m de M (cf. [14, Proposition 1.16]). Posant A = mum™"', on a
A€ A(Ag) et Py =m.P, = P car m € M. Enfin, comme P contient Py, I’élément A de A(Agp)
doit étre Py-dominant. Alors (ii) résulte de (i).

On montre (iii) en reprenant les notations de 1.2. Soit P un o-sous-groupe parabolique de G,
alors P est conjugué par un élément de H a un sous-groupe parabolique de G de la forme P,
pour un élément A de A(A;). Soit u € A(Ay) tel que A = xi,uxl._l ;alors P = Py =x;.P,. Alors
il existe v € A(Ay) qui est Py-dominant, et w € W(Ayp) tel que wv = p et x;. Py = x;w. P,,.

D’apres (i), il existe @ C A(Py, Ay) tel que P, = Pg ; alors P = x;w.Pg d’ol (iii). O

2.5. Transitivité du terme constant

Théoreme 3. Soient P = MU un o-sous-groupe parabolique de G contenant Ay et Q un
o -sous-groupe parabolique de M contenant Ay. On pose Pgp := QU de sorte que Pg est
un o -sous-groupe parabolique de G contenu dans P, on note Mp, son sous-groupe de Levi

o-stable. Soit (1, V) une représentation admissible de G et soit £ € V*H alors j;’;Q &) =
J5UpE)).

Démonstration. Soit Py p un o-sous-groupe parabolique minimal de M contenant Ay et
contenu dans Q. Alors Py p U est un o-sous-groupe parabolique minimal de G. Notre choix
de Py contenant Ay étant indifférent, on peut supposer Py pU égal & Py. Alors Py py = Py N M.

On pose Ag := A(Py, Ag), Ay = APy m, Ag), P = Pg, avec Op C Ag et Q = P(_)Q avec
Op C Apy. Alors:

Op=Ay etdonc Gg C Op. (2.32)

Soit (7, V) une représentation admissible de G. Soient & € V*/ et v € V, montrons qu’il existe
e > 0tel que:

(75(/p®). wre(@)jpy (W) =8py (@25, m(@)v), aeAy(Pg,<e).  (2.33)
En remarquant que JPg ) =jo(jp(v)),ona:
(i505©). mpp @) jrp ) = (i (/5®)). mo @) jo (jrv)))-
On remarque que dans le Théoréme 2, on peut prendre ¢ < 1. Alors, d’apres (2.27) et en appli-

quant le Théoréme 2 au sous-groupe parabolique Q de M, a la représentation admissible de M,
(7wp, Vp), eta j5(&) € (Vp)*™MNH on trouve qu’il existe 0 < &’ < 1 tel que :
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(i5(73®). @ jo(jr())=80@ 2(j} &), mp(a) jp(v)),
a €Ay, |a()|, <€¢, acAy\Oget|a@)]|, <1, acAy. (2.34)

En appliquant d’autre part le Théoréme 2 au sous-groupe parabolique P de G, a (r, V), repré-
sentation admissible de G,eta & € V*H on trouve qu’il existe 0 < &” < 1 tel que :

(j3®), mp@)jp))=8p(a@) *(&, 7 (a)v),

a €Ay, |a@)]|, <&" ac€Ag\Opetla)|, <1, acAg. (2.35)

D’apres (2.32), on déduit de (2.34) et de (2.35) que :

(j5(73®). @ jo(jr () =80@ " 28p (@)~ (g, w(a)v),

a €Ay, |a(@)|, <min(e’,&"), a € Ag \ O, |a(a)|, <1, a € Ag. (2.36)

L’ensemble des racines de Ay dans I’algebre de Lie du radical unipotent de Py est, par définition
de Pp, la réunion disjointe de I’ensemble des racines de Ay dans 1’algébre de Lie de Up et dans
celle de Ug. Donc :

SPQ((J)Z(SQ((J)(SP((J), aeA@.

D’oli (2.33) en posant ¢ := min(¢’, &”).
Or A;,IP (e) N Ay C Ay (Pg, <¢). Donc, d’apres le Corollaire 1 du Théoreme 1, on a:
0

Jr,®=jp(jp®). O
On reprend les notations du Théoréme précédent.

Corollaire 1. Soit f un élément de A(G/H), alors fp est élément de A(M/M N H), et on peut
considérer (fp), élément de A(Mg/Mg N H). De plus, fr, = (fp),-

2.6. Vecteurs distributions H -invariants cuspidaux

Définition 1. Soit (7, V) une représentation admissible de G et soit £ € V*# on dira que la paire
(7, &) est H-cuspidale si pour tout o -sous-groupe parabolique P de G, distinctde G, j; (&) =0.

Proposition 3. La paire (7,&) est H-cuspidale si et seulement si pour tout o-sous-groupe
parabolique P de G, distinct de G, égal a 'un des x;w.Pg, pour un ® C A(Py, Ag), un w €
W (Ap) etuni e I (voir notations en 1.1), j} (&) =0.

Démonstration. Supposons que pour tout o -sous-groupe parabolique P de G distinct de G égal
al’un des x;w.Pg, pour un ® C A(Py, Ag), un w € W(Ay) etuni € I, on ait : jjf,(é) = 0. Soit
P # G un o-sous-groupe parabolique de G, alors d’apres le Lemme 5 (iii), il existe h € H, ® C
A(Py, Ap), O # A(Py, Ap), w € W(Ayp) eti € I tels que h.P = xjw.Pg. Et donc j; ,(§) =0.

On note v la classe d’un élément v € V dans Vp := V/V(P) et [v] sa classe dans Vj, p :=
V/V(h.P).
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On considere I’application :
Th:Vp— Vip
Jp() = jnp(T(h)v).

Ty, est bien définie, de plus, c’est un isomorphisme car V (h.P) = w(h)V (P). En utilisant le
Théoréeme 1, on montre par transport de structure que :

T (i p () = Jjp ().
Mais j; p(§) =0donc j;(§) =0. O

Proposition 4. Soit (7, V) une représentation admissible de G, soit & € V*H ot soit P un o-

sous-groupe parabolique minimal de G parmi ceux tels que j;(§) # 0, alors (ny, j}(&)) est
H N M-cuspidale.

Démonstration. Soit Q C M un o -sous-groupe parabolique de M, montrons que jé (Jjp€)=0.
En reprenant les notations du Théoréme 3, on a ja (Jp) = j;‘,Q (6).Or Pp C P et Pg#P,

par définition de P, on a donc j;’ZQ (¢§) =0, d’ou la Proposition. O

On rappelle qu’une représentation admissible de type fini de G, (7, V), est cuspidale si pour
tout sous-groupe parabolique P de G, distinct de G, jp(V) = {0}.

Proposition 5. Si (7, V) est une représentation admissible de type fini de G cuspidale et si
£ e V* alors (m, &) est H-cuspidale.

Démonstration. Soit P un o-sous-groupe parabolique de G, comme j (&) est une forme li-
néaire sur jp (V) = {0}, elle est nulle. D’ou la Proposition. O

3. Majorations
3.1. Fonctions O¢ et Ng, d € N sur G/H
Fixons un plongement algébrique
7:G — GL,(F). (3.1)

On peut supposer, et I’on suppose, que T(Kp) C GL,(O) ou O est I’anneau des entiers de F (cf.
[23, 1.1]). Pour g € G, écrivons :

T(g) = (ai,j)i, j=1,..n» T(g_l) = (bi,j)i,j=1,..n-

Posons

lgll =S}lPSUP(|ai,j|F, 1bijlF). (3.2)
ij
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On a (cf. [23,1.1]) :
llgll =1 pourtoutg € G, llg1g2ll < llgrllllg2ll pourtout gy, g2 € G et
lkigka|l = ligll pour tout k1, k2 € Ko, g €G. (3.3)
Avec les notations du Paragraphe 1.1 et (1.19), on rappelle que Py est un sous-groupe pa-
rabolique minimal de G que I’on a fixé. On note (ey,, C) la représentation triviale de My,
(o, Vo) = (indgoeMo, indgo(C), eo 'unique élément de Vjy invariant par K et tel que eg(e) =1,

ou e est I’élément neutre du groupe G.
Remarquons que (7, Vo) est isomorphe a (7, Vy). Pour g € G, on pose :

E(g) ={mo(g)eo. eo).
Alors & est bi-invariante par K.
On dira que deux fonctions f] et f> définies sur un ensemble E et a valeurs dans

R, sont équivalentes sur un sous ensemble E’ de E (on notera fi(x) < f>(x),
x € E'), s’il existe C, C' > O tels que :

C'H(x) < filx) <Chrx), xekE. (3.4)

Lemme 6. Avec les notations de (1.9), il existe C1,Cy > 0 et d1,d> € N tels que pour tout
ye WGW on ait :

C18y.p, (M) 2 (1 +log Im'l) ™" < E(m') < C28y. 5, () /(1 +log |m' )2, m' € y. M.
On a la méme inégalité en remplagant Py par Py et 1\713 par 1\7[(;
Démonstration. On rappelle le Lemme I1.1.2 de [23] :

Il existe d € N et, pour tous g1, g2 € G, il existe ¢ > 0 tels que, pour tout g € G,
on ait :

— — d
Z(g1882) <cE(9)(1+1logligl)”. (3.5)

On I’applique & ymy~! (resp. y~'ymy~!y) pour obtenir I’inégalité de droite (resp. de gauche)
suivante. Et du fait de la finitude de Wﬁ(flw, il existe ¢y, c; > 0 et dy € N tels que :

cl(l —i—log”ym)f1 ||)_d1E(m) < E(ymyil) < cz(l + log ||m||)d1E(m), y € WA(/;IW m € M.
(3.6)

De plus, d’aprés [23, Lemme IL.1.1], il existe ¢}, ¢, > 0 et dj € N tels que :

8 py () < 8 (m) < h8py(m)'/*(1 + log ||m||)d‘, meM;. (3.7)
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En appliquant (3.7) a (3.6), on obtient I’existence de C1, C2 > 0 et d, d{ € N tels que pour tout
élément y de Wﬁ% et pour tout élément m de M, on ait :

C187,(m)'/2(1 +log|[ymy™" ) < & (ymy™") < Cadpy ()2 (1 + log m])) 1.

8py(m) =8y py(ymy™'), vy €Wy, me Mg,
et il existe C} > 0 tel que :

1

l—HogIImII<C§(1~|—10g||ymy_ ), yeWﬁw,meMO,

puisque ||m|| < ||y__1 Ilymy~||llyll. Donc quitte & changer Cé, I’assertion est démontrée.
L assertion sur Py est immédiate. O

On pose :

IgH| :=|go(s7")]. g€G. (3.8)

Grice a (3.3), on voit que si £2’ est une partie compacte de G,
logH| < IgH|l, @e', geG. (3.9)

On définit les fonctions Og et Ny, d € N, par :

Oc(gH) = (E(go(s7")))". g€G. (3.10)

et

d
Na(gH) = (1+1logligHl)!, g€G. 3.11)

On notera N au lieu de N;.

En utilisant le fait que tous les tores déployés maximaux du centralisateur My de Ay sont
conjugués entre eux par des éléments de My, on voit que si n est un élément du normalisateur
de Ay dans G, Ng(Ap), il existe un élément z de My tel que zn normalise Ag. On en déduit que
tout automorphisme de ay induit par un élément de Ng(Ay) préserve la restriction du produit
scalaire de ag a ag d’apres (1.7). Si deux éléments y, y’ de Wﬂ% vérifient yAgy ™! =y Agy ™!,
onay !y e Ng(Ap). Il résulte de ce qui précede :

Siye WGW le produit scalaire sur y.ag déduit de celui de ag ne dépend que
de y.ag. On le note encore (.|.) et |.| la norme qu’on en déduit. (3.12)

Si x est un élément de G tel que x.Ay = A;, ’action par conjugaison induit une application
linéaire de ag dans a; notée X — x.X et caractérisée par (cf. (1.22)) :



1116 N. Lagier / Journal of Functional Analysis 254 (2008) 1088—1145

Hyy, (xax_l) =x.Hy,(a), ac€ Ay,

ou M; = xiMy)xi_l.

Poura e Agetye WGW on notera ay := yay~! et on remarque qu’alors ayo (ay) ! = ag
car y.Ap est égal a A; pour un i € I (cf. Paragraphe 1.2), donc y.Ay est o-déployé.
Lemme 7. Soit 2’ une partie compacte de G.

: G .

(i) Pour touty € WM,,, :
1+loglm'|| < 1+ |Hypmo(m')|, m' € y.Mo.
(i) On al’égalité :
Hy um, (ai) =2y.Hy, (a), ye€ WA(,;IV), ac€ Agy.
(iii) Ona:
N(a)ay_lH) < (1+|Huy, (@), weR' acA,, ye WA(,;IM.
Il existe des constantes ¢, C,c’, C' > 0 telles que :
CecIHMO(a)\ < ”way—lH” < C/eC’IHMO(a)\’ we .Q/, ac A(g’ ye W[\G@J'
@iv) Pourtoutd e N, ona:
Na(ayH) < Ng(aH), yeWy . acAj;.

Démonstration. (i) cf. [23, [.1(6)], en remarquant que la formule reste vraie pour y.Mj.

(ii))Ona:

Hy yy(a3) = y.Hyy (a?) = 2y.Hyy (a) = 2y.Hy, , (a),

la derniére égalité provenant du fait que a € Ag.

(iii) Montrons qu’il existe des constantes C, C’ > 0 telles que :

C(1+ |Hu,, @]) <N(way 'H) <C'(1+|Humy, @), we, acA;, yeWy.

(3.13)

Ona:

—1 / — G
. g=way , wef2, acAy, yeWy .

N(gH) =1+ log|wy™'ayo(ay) o (n)o (@)™
d’ou :

’

N(gH) <1+log|wl| +10g||)f1 I —l—log”a§|| +log|lo ()| +logHa(a))*l|
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1

g=way LweQ acA;, ye Wy .

Par compacité de £2’ et finitude de Wﬁ%, il existe ¢ > 0 tel que :

N(gH)<c+log||a§ , g=way !, we 2, acAy, yeWg,ﬂ.

On en déduit I'inégalité de droite de 1’équation (3.13) en combinant (i) et (ii). L’inégalité de
gauche se démontre de la méme fagon en partant de 1’égalité

ayo(ay)™' = yo~lgo () o (@o ().
Lautre inégalité de (iii) est obtenue en exponentiant les inégalités de (3.13).

(iv) 11 suffit de montrer 1’assertion pour d = 1. Soit y € WGW en prenant £2’ = {y} dans (iii),
ona:

N(yay™'H) =< 1+ |Hpy, ()

s aeA@,

et, en appliquant 2 nouveau (iii) & y = e et £2’ = {e}, on obtient :
1+ |Huyy, (@)| < N@aH), acA,,

d’oti (iv) d’apres la finitude de Wi . O

Proposition 6.

(1) Og est Ko N o (Ko) invariante a gauche.

(i) Soit 2" une partie compacte de G. 1l existe C,C’' > 0 et d,d’ € N tels que :
172
Cé F

[}

(@N_q(aH) < Og(gH) < C's /2

, (@Na(aH),

g=way !, we 2, acAy, yeWﬁ@.

Démonstration. (i) est clair.

(ii) Par compacité de £2’, il existe un ensemble fini F tel que 2’ C (Ko N o (Kp))F. Par
invariance de ®g a gauche par Ko N o(Kp) et par finitude de F, on se réduit a étudier
Oc(way 'H), a e Ay, ye ngw pour w € F fixé. On le fixe. On a :

@G(way*IH):(E(a)yflaio(y)a(a))*]))l/z, aecAy, yeWA(,;,M.

Montrons 1’inégalité de droite de (ii). D’apres [23, Lemme 11.1.2] (cf. (3.5)) (appliqué a g; =
wy et go =0 (y)o(w)~") et du fait de la finitude de WGV], il existe d € N et ¢/ > 0 tels que :

2

@)G(a)ay_lH) gc/E(a}z,)Nd(ayH), a€Ay, yEWA(/;IV,-

En appliquant I’inégalité de droite du Lemme 6 2 m’ = a§ €y.Ay C y.M o - 1l existe d» € N et
" > 0tels que :
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2 1/2

Oc(way™ H)” <c"8 /5 (af)Navay (ay H).  a €Ay, y e Wy,

8, 5 (@) =0p,(a®) =85,@? acA;, yeWy .

La derniere égalité provenant du fait que a € Ag. On obtient alors 1’inégalité voulue en appli-
quant le Lemme 7 (iv).
L’inégalité de gauche se démontre de la méme fagon en partant de 1’égalité :

ayo (@) =yo 'go(@) oo (!, g=wayT', we R, ac Ay, ye Wy,

et en utilisant ’inégalité de gauche du Lemme 6. O
Lemme 8. Soient f| et f> deux fonctions définies sur G/H a valeurs dans R telles que :
(a) Pour tout x € G fixé, on ait :

fikxgH) < fi(gH), geG,i=1,2.

(b) Pour un sous-groupe compact ouvert K, on ait fi(kgH) < fi(gH), g€ G, ke K,i=1,2.
(c) Pour tout'y € WG@, on ait :

filyay™'H) = fi(aH), aecAy, i=1,2.
(@) fiaH) = praH), ac Ay, i=1,2,
Alors fi et f, sont équivalentes sur G/ H.

Démonstration. On fixe 2 comme dans la décomposition de Cartan (1.21) et on utilise cette dé-
composition de I’espace symétrique G/H . Par compacité de £2, il existe un ensemble fini F’ tel
que 2 C K F'. Par finitude de Wg,@ et F’, il suffit de montrer que f et f> sont équivalentes sur

Uy GW% YAy y~LH d’apres (a) et (b). Ce qui équivaut 2 montrer que f] et f> sont équivalentes

sur A;; d’apres (c), ce qui est donné par (d). O
3.2. Comparaison des normes ||.|| et ||.|Bp

On note ¥ (G, Ag) (resp. X (Py, Ap) ou X (Pp)) ’ensemble des racines de Ag dans 1’algebre
de Lie de G (resp. Pp). On rappelle que I’on note A(Py) I’ensemble des racines simples de
X (Pp). Si © est une partie de A(Py), on note (@) le sous-systeme de X (G, Ap) engendré par ©@
et Pg) le sous-groupe parabolique de G contenant Py pour lequel X' (Py) U (@) est I’ensemble
des racines de Ao dans I’algebre de Lie de P;g). On définit @y par I’égalité :

Py = Ploy),

On écrit
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A(Py) ={ai, ..., o), A(PY)\ O ={ay,...,a},

avec k > 1.

On note §1,...,6; € a(*; les poids fondamentaux de X (Py, Ag). Ils sont nuls sur ag. Alors
pouri=1,...,1,6; € a*Mw. Reprenons les notations de [3, Paragraphe 2.7]. 1l existe des entiers
ni,...,n; € N* tels que n;8; corresponde a un plus haut poids A; € Rat My d’une représentation
rationnelle irréductible de dimension finie (77;, V;) de G de vecteur de plus haut poids v; relati-
vement a Py (cf. 1.3.2). La droite Fv; est Pg-invariante (cf. [3, (2.23) et ce qui suit]). On note
v’ I'unique élément de V;* de poids Afl sous My et vérifiant (v}, v;) =1.Pouri =1,...,/,0n
notera A; 1= A; (Al._l oo)et (7, Vi) la représentation rationnelle de G (7; ® (7 00), Vi ® V/*).
Onnote v; :=v; ® v;" qui est de poids /I,' sous 77; relativement a M. Alors, il existe un vecteur
H-invariant non nul sur 77;* dans \71* =(Vi® V"= V*®V; ~EndV;, égal a I'identité, é;k,H’
vérifiant <é;'k,1-1» v;) = 1. On notera 5,- :=4§; — §; oo, alors S,- € a}}. Pouri=1,...,/, on fixe une
base de V; formée de vecteurs poids sous Ag, ce qui permet de définir une norme sur V; notée
I l; en prenant le maximum des valuations des coordonnées dans cette base, puis une norme sur
EndV; = ‘71* encore notée || ||;.

On pose, pour g € G :

IgH i = |7 ()& 4|, =|mi (g7 "), i=1.....1, (3.14)

lgH lo = e!Hoo &), (3.15)

ol ’on a muni ag,, de la norme provenant du produit scalaire sur ay.
On définit :

1
lgHlsp=]]lgHli, g€G. (3.16)
i=o0
Proposition 7. 1l existe ¢, C,c’, C' > 0 tels que :

ClgHlgp < IgHI < C'llgHllgp, 8€G. (3.17)

Démonstration. Soit V un espace vectoriel sur F' de dimension finie et soit || || une norme sur
End V déduite d’une norme sur V. Alors si I" est une partie compacte de GL(V), on a :

lyTy' Il <ITll, T €EndV. (3.18)
Par ailleurs,

—|Hg.0(9)| + |He,0 (8| < |He,0(88)| < |Ho,0(9)| + |HG,0 (8], 8.8 €G. (3.19)

Tenant compte de la deuxieme égalité de (3.14), de (3.18) et de (3.19), et en écrivant a)ay_1 =

wy~Y(yay™"), on déduit de ce qui précede :

||a)ay71HHBDx Hyay71H|}BD, w€eER, ac Ay, yeWﬁw.
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Et d’apres (3.3) :

||a)ay71HHx||yay71H ., W€, acly, yeWA(,;,m.

Montrons que :
”yay_lH” < llaH|l, a€Ay, yeWA(,;[M. (3.20)

En effet, I'égalité o (ay) = a; ! implique | yay~'H|| = ||a; |, donc [ yay ' H|| = [ ya*y~'|. Or,
d’apres (3.3) :

[ya®y~' < |@*| =llaH)l, aeAz, yeWy,
D’ou (3.20), ce qui implique :
|lway™ H| < llaH|, wef,acA;, yeWy. 3.21)

On a le méme résultat pour || ||gp.

Tenant compte de la décomposition de Cartan (1.21), on est ramené a prouver les inégalités
de la Proposition pour g =a € A )

Pouri =1,...,/ onfixe une base, f; 1,..., fir,de Vl* formée de vecteurs poids sous Ag telle
que fi,1 =v; ® v; (donc de poids j;l sous 777°) et telle que &/ ,; = Z;Z] cijfij,oucip=1
etpour j =2,...,7, ¢, j =0ou l. On note || ||’ la norme sur \71* qu’on en déduit. D’apres
I’équivalence des normes en dimension finie, || ||; < || ||}. Alors, en utilisant la premiére égalité
de (3.14),0on a:

/

,
> ciEf@fi

j=1

laH|l; <

, aeAw.

1

Soit encore :

/

.
laH ;i < | A7 @) fin + ) cijfif @) fi

, aeA@.
j=2 i

1

Comme (7;, V;) est une représentation de plus haut poids A;, I’inspection des poids sous Agy

de 7; = m; ® (7] o o) montre que |/§i_1 (@)|p=e ™ 8i (Hmo (@) egt 1a plus grande valuation des

valeurs propres de 77; (a) pour a € Aa. Puisque pouri =2,...,r,¢;j=0o0ul, onadonc:

laH|l; = e H@) e i=1,...,1 (3.22)

L -
laH |lgp =< e Yiz1nidi(Hyy @)+ Hoo @] ¢ Ay (3.23)
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. ) G . G =+ ._ =+ s+, *+
On note ag g :=ag Nag, a; := O, Nay (cf. (1.4), a; := ap, Nag et ay" = a(’g N ap, - On
remarque que a;)+ .CSt non vide car pp, € a}‘f’ : en effet, PPy est élément de a}‘,;r et pp, € aj; car
o(pp,) = —pp, puisque Py est un o-sous-groupe parabolique.

Montrons que :

Pour u € a}‘f’ et X e a;)_, sil’onnote X = X% + X¢g ou XG e ag et Xg € ag.g,
ona:|X|xuX%+|Xgl, X €ay. (3.24)

En remarquant que la norme |.| sur ag est équivalente 2 la norme X — |X%| + |Xg|, ol X =
X% 4+ Xg, avec X9 € ag et Xg € ag, ¢ on se ramene a prouver qu’il existe des constantes
C1,Cy > O telles que :

CilX|>u(X) > C2|X|, XeajNag,

ce qui résulte du fait que la fonction p est continue et ne s’annule pas sur le compact {X €
ﬁg N ag; |X| = 1}. C’est une conséquence du fait que les poids fondamentaux sont des produits
scalaires positifs ou nuls. N

i On apPlique B24)apu:= Zﬁ:l nid et X := —Hpy,(a),a € Ay . Alors Xg = —Hg o (a) et
8;(X) =48;(X%), on obtient :

1
=Y " nibi(Huy(@)) + | He o (@)| < |~ Hiy (@)

i=1

, aeAw.

En exponentiant cette derniere équivalence jointe a (3.23), on trouve qu’il existe des constantes
c1,C1, ¢}, C} > 0 telles que :

C1e1H Ol < Hlgp < CieC“HMO(a)" acAy. (3.25)

Or, d’apres le Lemme 7 (iii), on obtient des inégalités similaires pour ||[a H|| et ces inégalités
conduisent au résultat voulu. 0O

3.3. Majorations de certains coefficients généralisés de représentations admissibles de type fini
Théoreme 4.

() Soit (7r, V) une représentation admissible de type fini de G et soit £ € V*H_ Il existe ¢ > 0
tel que, pour tout v € V, il existe C > 0 vérifiant :

()€, v)| < CligHI, g€G.

(ii) Si (7, V) une représentation bornée irréductible de G et & € V*H

existe C > 0 vérifiant :

, alors pour tout v € 'V, il

7" (9)E,v)| < C, geG.
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Démonstration. (i) Montrons le Théoréme par récurrence sur la dimension de G. Si dim G =0,
le Théoréme est trivial. Supposons maintenant qu’il soit vrai pour tout autre groupe linéaire
algébrique réductif et connexe de dimension strictement inférieure a celle de G et montrons le
pour G. En utilisant le fait que :

(m* (@&, m(x)v) = (r*(x"'g)&,v), x,8€G, veV,

et grace a (3.9), on se ramene a montrer 1’inégalité de (i) pour un ensemble fini de générateurs
de V. Donc il suffit de montrer que :

Pour tout v € V, il existe C > 0 et ¢ > O tels que :
(7*(9)€,v)| < CligHI, g€G. (3.26)

Soitv e V.
(a) Montrons d’abord que :

Il existe C > 0 et ¢ > 0 vérifiant :
(m*(@)€, v)| < CllaH|, a€A. (3.27)
Pour ® € A(Py, Ay) et pour 0 < & < 1, on définit 9 Ay (¢) par :

{a € Ay;

a(a)|, <epoura € A(Py, Ap) \ @ ete < |a(a)|, < 1poura € O}.
Alors on a I’analogue de ce qui suit le Théoreme 4.3.3 de [9] :

Pour tout 0 < ¢ < 1, Ay est 'union disjointe des g A (¢) lorsque ® parcourt
les sous ensembles de A(Py, Ag). (3.28)

D’apres le Théoréme 2, pour chaque ® C A(Py, Agp), il existe eg > 0 tel que :
8po (@) (g, m(@v) = (j}, €). TPy (@) jpy (V). a€ Ay (Po.<eo). (3.29)
On pose & := mingc A(p,, 4y €6 - D apres (3.28), Ay est I’union disjointe des oAy () lorsque ®

parcourt les sous ensembles de A(Py, Ay). Or, on remarque que @Aa(e) C Ay (P, < &) pour
O C A(Py, Ap). D’apres (3.29), et la définition de €, on a donc :

8po (@) 2, m(@)v) = (j}, ©). Tpy (@) jro (V).  a€e Ay (), O C A(Py, Ap).

Pour ® € A(Py, Ap) en utilisant la restriction de T a Mg qui définit un plongement de Mg dans
GL,(F) (cf. (3.1)), on définit la norme sur Mg et sur Mg N H (cf. (3.2) et (3.8)). Donc :

ImMo NH|| = |mH|, meMeg. (3.30)
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Pour ® C A(Py, Ay), © # A(Py, Ay), on peut appliquer I’hypotheése de récurrence a la re-
présentation admissible de type fini (7wp,, Vp,) de Mp et a j;;@ &) e (Vp(_,)*M@mH . De plus,
comme ¢ € ]0,1],ona:

Spo@)'2 <1, aeg Ay (e).

Alors :
Il existe cg > 0 et Co > O tels que :
(5, (&) po (@) jps )] < CollaHI®, aco Ay (o), (3.31)

puisque la~'Mo N H| = |laMg NH|| et [aMo N H| = |laH]|.
Soit Ay g le plus grand tore déployé de Ay N Ag. Alors a(p, a4y (¢) est compact modulo
Ay, donc de la forme §2' Ay ¢ ol £2’ est une partie compacte de G. Montrons que :

Il existe cx > 0 et Cx > O tels que :
(7 (@), v)| < CallaHII®,  a €awpy.ay Ay (). (3.32)

L application a — (7*(a)&, v) est invariante par un sous-groupe compact ouvert K’ de Ag.
Comme £2’ est contenu dans une réunion finie de classes A gauche de K’ dans Ay, il suffit
de prouver une inégalité du méme type pour un nombre fini vy, ..., v; de translatés de v, mais
seulement pour Ay . Montrons-le.

Soiti =1,...,1. Comme (7, V) est admissible, la restriction de la fonction g — (7*(g)&, v;)
a Ag est Ag-finie. D’apres [23, 1.2], il existe xi, ..., xm, des caractéres non ramifiés de Ag et
r > 0 tels que :

|(m*(@)&, vi)| < Sup(|x1(a) xm@)])(1+1logllall)”, ace€Ag. (3.33)

g e ey

Mais si x est un caractére non ramifi€ de Ag, il existe A € (ag;)c tel que :
x(a)=eHe@ 4 e Aq.
Donc :
|x (@] < M@l g e Ag, (3.34)

ou |A] est la norme de la forme linéaire A. Mais (3.25) jointe a la Proposition 7 montre qu’il existe
co>0etCo>0telsque:

Coe®M @l JlaH|, aeAy. (3.35)

Comme Hy (a) = Hg(a), a € Ag, on déduit alors de (3.34) et (3.35) qu’il existe ¢, > 0 et
Cy > Otels que :

[x@| < CyllaH|, a€ApcCAcNAy.
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L’inégalité voulue pour v; résulte alors de (3.33), et de I’inégalité :

I+logx<x, x2>1,

ce qui acheve de prouver (3.32). Donc (3.31) est vraie aussi pour ® = A(Py, Ag).
Or |laH| > 1 (cf. (3.3)). On pose alors

c:= max cp>0 et C:= max Cg > 0.
OCA(Py,Ap) OCA(Py,Ap)

En utilisant (3.28), on obtient (3.27).

(b) On reprend les notations de 1.2. Par un raisonnement similaire, on peut remplacer Ay
par 'un des A; := xiA@xi_l pour i € I dans (a). Toutefois, pour définir la norme sur M; g :=
xiMeox;” ! on doit utiliser le plongement 7 o Adx;” ! Alors on a seulement :

ImMio NH|| < |mH|, meM;e,

mais cela suffit a achever la démonstration de (3.27) pour A; au lieu de Ag. Donc pour tout
veV,ilexiste ¢; > 0et C; > 0 vérifiant :

(r* (@&, v)| < CillaH||, a€A; =x;A x;".
On souhaite obtenir une telle inégalité sur A; et non sur A;". Or, Ay est la réunion d’ensembles

Ay lorsque Py décrit I’ensemble des o -sous-groupes paraboliques contenant Ag. Le choix de Py
étant indifférent dans ce qui précede et [ étant fini, on en déduit que :

Pour tout v € V, il existe ¢ > 0 et C > 0 vérifiant :
([m* (@), v)| < CllaH|¢, a€cA i€l (3.36)

On déduit de (1.21) que :

G= J @y 'AH, Ay=yagy".
yEW]‘G’IVl

Soit v € V et K un sous-groupe compact ouvert tel que v € VK. Soit g € 2y~!

ayH, y €
WA(,;IW ay € Ay. Alors :

(m*(9)&.v) € {{n*(ay)E, w(yo ' )v), w € 2}.
L’ensemble y£2 étant compact et v étant invariant par K, I’ensemble (m(yo v, w € 2} est fini.

Par conséquent, il existe un nombre fini d’éléments de V, indépendants de ay, notés vg, e v;
tels que :

(" ()€, v) € {(n*(ay)g,v;), ji=1..r}h (3.37)
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Soit j € {I,...,r}. Comme A, est €gal a I’'un des A;, d’apres (3.36) appliqué a v;. au lieu de v,
il existe ¢y ; > 0 et Cy ; > O tels que :

(7% (ay)8., vj)| < CyjllayHI . ay € Ay.

En prenant C” := Max we, Cy,jetc :=Max wg, €v.j>on obtient :

Jjell,...r}, ye Jell,...r}, ye

|<n*(g)§, v)‘ < C’||ayH||C,, gH = wy_layH, w€E, ay= yay_l, a€eAy, ye Wﬁw.
Or, d’apres (3.20), pour a € Ay, ona: |layH| = laH|| et d’apres (3.21), poura € Ay, ona:

laH|l < [[gH]l. D ot (i).
(i1) Soit v € V fixé, d’apres (3.37), il suffit de montrer que :

Pour tout i € 1, il existe C; > 0 tel que :
|(m* (@&, v)| < Ci,  ai € A (3.38)

Soit K un sous-groupe ouvert compact tel que v € VK. D’aprés le Lemme 2, il existe un sous-
groupe ouvert compact K’ de K tel que :

(n*(ai_l)f, v) :(n*(ai_l)n*(ep)é, v), ai €A; C Ay
ou M y:= x,-wafl. Or (7, V), étant bornée, il existe C,f > 0 tel que :
}(n*(ai_l)n*(ep)&, V)| <Cl. ai€A;.
On en déduit (3.38) en procédant comme dans la preuve de (3.36), et (ii) en résulte alors. O

Remarque 3. Ce théoreme permet de voir qu’une des hypotheses du Théoreme 3 de [3] est
toujours satisfaite.

4. Un analogue d’un Lemme de Langlands
4.1. Résultats préliminaires

Soit P = MU un o -sous-groupe parabolique contenant Py. Par abus de notation, pour x € G,
on note x = k(x)m(x)u(x), k(x) € Ko, m(x) € M, u(x) € U. On note pys la projection de P
sur M de noyau U. On note Ko := py (P N Kp) qui est un sous-groupe compact de M. Alors
m(x) est défini modulo I’action a gauche de Ko js. On remarque que Hjs(m(x)) est bien défini
etpour y € X(M), x(m(x)) 'est également. De plus,

Si §2 estun compact de G, ’ensemble {m(x) | x € §£2} estinclus dans un compact
de M. 4.1)

En effet, 2 est inclus dans un nombre fini de classes a gauche modulo Ky, et on utilise ce qui
précede.
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Lemme 9.
(1) Soit (ma, V) une représentation rationnelle de G, de dimension finie, de plus haut poids
A € Rat(My), ayant un vecteur, v 4, de plus haut poids A, et un vecteur, eA » H-invariant

dans V* pour m}, vérifiant (eA yVa) = 1. On note ) (ou Ap) I’élément de ag tel que

MM M) — | A(m)|F pour m € My. On suppose de plus que X est élément de ay,. Alors il

existe C € R tel que :
AM(Hu(m(h)))>C, heH.

(ii) Six € X(M),, avec Re x strictement P-dominant ; alors il existe C' > O tel que | x (m(h))| >
C' heH.

Démonstration. (i) Soit 4 € H. On déduit de I'invariance de €} ,; par h~! 1’équation :
-1 -1 -1
(e (@) ()~ (k) ") el gova) =1,
ou I’on a écrit :
h=kh)mh)u(h). 4.2)

Comme X est élément de a7, il existe (cf. e.g. [3, (2.23)]) un caractere rationnel, Ay, de M, tel
que :

ma(m)vy = A(m)vy, meM. 4.3)
Il existe un élément A; de aj, tel que M HMM) — | Ay (m)|p, m € M. Donc :
M HMg ) — (i m) e g
En utilisant (1.4) pour M = My et G = M, on trouve que A = A et:
|A1(m)] = M) e M. (4.4)
D’apres (4.2),ona:

(A (k)™ )elh a2 va) = i (m) 3 ()75 (h")elh g va).

Mais e*A’H est invariant par H et v vérifie (4.3) et est invariant par U, donc
—1 —1
(mA((k(m) ™ )el gova) = Ar(m(n)) . 4.5)
Pour des raisons de compacité, il existe une constante C’ > 0 telle que :

(R (k)ey yova)|p <C'. k€ Ko.
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De (4.4) et (4.5), on déduit :
e MHMm) < ' heH.
D’ou I’assertion en prenant successivement 1’inverse puis le logarithme de 1’inégalité.
(ii)) On a : Rex € (ap»)*. Soient x; dans X (M), et x2 dans X(G), tels que Reyx; €

(am,0/06,0)", Re x2 € (aG,5)™ et Re x =Re x1 4+ Re x2. Alors |x| = [x1]lx2|. D autre part,

lx2(m(h)| =1, heH.
En effet, puisque |x2| € X (G) et est a valeurs dans R,

2| =1, heH,
car | x2| 00 = |x2| ™', donc |xa|(h) = |x2| "' (h), h € H.Or:
Ix2l(h) =[xl (k(R)ym(R)u(h)) = | x2|(m(h)), he€H,

la derniére égalité provenant du fait que les caracteres non ramifiés sont triviaux sur les sous-
groupes compacts et les sous-groupes unipotents. On a donc :

[x(mm)|=[x1(mmw)], heH.
OrRe x1 € (ap,o/0G,0)* donc, d’apres [3, Remarque 1], il existe ny, ..., nx e RetA,..., Ak €
a; tels que Re x1 = Zle niA; ettels que pouri =1, ..., k, il existe une représentation ration-

nelle de G de plus haut poids A; vérifiant les propriétés de (i) avec A; := A »,. Puisque Re x est
strictement P-dominant, les n; sont positifs. On obtient alors :

k
|X(m(h))| — eRexi(Hu(m(h) _ Henili(HM(m(h)))’ heH.

i=1
D’ou (ii) en appliquant (i) aux A;. O

Lemme 10. Soit x € X (M) tel que Re x soit strictement P-dominant. Alors il existe C > 0 tel

que pour tout a € Ay vérifiant Hyy(a) € —ﬁJIC on ait :

‘X(m(a_lﬁa))‘ < C!X(m(ﬁ)) , aelU:=o().

Démonstration. Soit v € a’," (cf.(1.8)) tel que Ion ait : e”#¥ ™) = |y (m)|, m € M. 1 résulte
de [10, (3.14)] qu’il existe Yp € ays tel que I’on ait :

Hy (m(@@)) — Hy(m(a"'ia)) € Yp + Tap, €U, ae Ay N Hy,' (—ah).
Comme v est P-dominant, on a :

v(Hy (m@@) — Hy (m(a"'ida))) > v(Yp), €U, ae Ay Hy' (—a}).
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Soit encore :
—1- - - _
eV Hmm@™ia)) < ,=v(¥p) W(HMmG)) 7 e 7 qe Ay N HA_ll(—aJr).
D’oule Lemme. O
4.2. Une propriété asymptotique des intégrales d’Eisenstein

Soit P = MU un o -sous-groupe-parabolique de G. Soit (8, V) une représentation admissible
de type fini de M. On introduit pour x € X (M),, la représentation §, =8 ® x de M. L’espace
de &, s’identifie a Vs. On étend ’action de M a P en la prenant triviale sur U. On rappelle que
indg Vs, noté aussi 1 )‘(D (8), est I’espace des applications ¢ : G — Vj qui sont invariantes a gauche
par un sous-groupe compact ouvert et telles que :

—1/2 _
o(gmu) =5,"2(m)5, (m Ne(g), geG.meMuel.

Le groupe G agit sur [ f (8) par la représentation réguliere gauche n({) e On note 17 (8) Iespace
de indllggm p 8lkonp. Alors la restriction des fonctions a K¢ détermine un isomorphisme de K-

modules entre /() et I7(8). On note 7 : . 1a représentation de G sur 17 (8) déduite de g P
par transport de structure via cet isomorphisme.

On note C(G, P, 8%, x) I'espace des applications ¥ sur G, a valeurs dans le dual Vs* de Vg
qui sont faiblement continues, i.e. telles que :

Pour tout v € Vs, g — (¥ (g), v) soit continue et :
Y(gmu) = 85" (m)x (m)8* (m ")y (g), g€G, meM, uel. (4.6)

Le groupe G agit par représentation réguliere gauche sur cet espace.

Siy eC(G,P,8" x)etpe If (8), on note (¥, p) = fKO(w(k), @ (k)) dk qui définit un cro-
chet de dualité G-invariant sur ces espaces (cf. (1.11)). (On note que cette intégrale existe car il
s’agit de fonctions localement constantes sur le compact K(.) Ceci permet d’identifier les élé-
ments de C(G, P, §*, x) a des éléments de 1;(8)*.

On suppose maintenant que (8, Vs) est une représentation bornée et irréductible de M.

Soit x € X (M), vérifiant Re XS;I/ % strictement P-dominant. Soit 1 € VyMOH On ui asso-
cie I’appplication &, (P, §, x, n) définie sur G a valeurs dans V(;* par les relations :

(a) €.(P,8, x,n) =0endehors de HP.
(b) Pourtout (h,m,u) e H x M x U,

£e(P, 8, x, ) (hmu) = 85"/ (m) x (m)8* (m~")n. 4.7

Remarquons que pour g € H P, la décomposition g = hmu, h € H, m € M, u € U n’est pas
unique mais & varie dans une classe a droite modulo M N H et m dans une classe a gauche
modulo M N H. La fonction ¢, est donc bien définie puisque XS;I/Z eXM)yetne VS*MOH.
De plus § étant bornée et Re X(S;l/ 2 étant strictement P-dominant, il résulte du Théoreme 4 (ii)
et du Théoreme 3 de [3] que :
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La fonction &, est élément de C(G, P, §*, x). (4.8)

On suppose maintenant que P contient Py. Alors M contient Ay. On reprend les nota-
tions de 1.2 et on note W Mm.i un ensemble de représentants dans Ng(Ag) des doubles classes
Wh. (Ag) \ W(Agp)/ Wy (Ag) contenant 1’élément neutre e et WA%,:’ ={xix|xe WMJ}. Alors
(cf. [3, Lemme 9]) :

Toute (H, P)-double classe ouverte de G est de la forme HyP out y est un
élément de :

wi =Jws .,
iel
En particulier toute (H, P)-double classe ouverte est de la forme HyP ou

—G
y.P := yPy~! est un o-sous-groupe parabolique de G. On notera Wy un
ensemble de représentants des (H, P)-doubles classes ouvertes, contenant e, et
contenu dans WAG,I 4.9)

—G .
A tout w € W,,, on associe I’espace :

—1
v, w) = (v A (4.10)
et on consideére la somme :
V©) = @ V. w). 4.11)
weW's,

La projection de V() sur V(8, w) parallelement aux autres composantes sera notée pr(é, w) ou

Pry,-
Montrons que :

Siwe Wﬁl, alors w.P est un o-sous-groupe parabolique de sous-groupe de
Levi o-stable w.M. 4.12)

Comme Py C P,ona:

AgCMopCMyC PNo(P)=M.

Donc Ay est un tore déployé maximal de M. Il en résulte que Ay C Ag, donc Ay, C Ay. Ceci
joint au Lemme 4 montre que P = Py, A € A(Ay). Alors w.P = P, ou = wiw ™ e w.Ay.
Or w.Ay est égal aI’'un des A;, c’est donc un tore o -déployé maximal. Il en résulte que o (P,,) =
Py () = Py-1, et P, -1 estbien opposé a P, = w.P. Le sous-groupe de Levi o -stable de P (resp.
w. P) est alors égal au centralisateur dans G de A (resp. 1 = wiw ™). Le sous-groupe de Levi
o-stable de w. P est donc égal a w.M. D’ou (4.12).

Pour w € V_Vf,,, nevV@,w) et x € X(M), vérifiant RexS;l/z strictement P-dominant on
définit :
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ew(P,d, x,m) =Ry-18.(w.P,w.8, w.x,n) (4.13)

ou R désigne la représentation réguliere droite de G et w.§ (resp. w.x) la représentation de
w.M déduite de § (resp. x) par transport de structure. Cette expression est bien définie car 1 €
V*Mﬂw’l V*w.MﬁH
) w.8
(4.12).
Soit oy, I’involution rationnelle de G définie sur F', donnée par :

H gquivaut a n € et w.P est bien un o-sous-groupe parabolique d’apres

1

op(g) i =w™ U(wgw_l)w, g€G.

Lemme 11.
(i) Soit P = MU un o-sous-groupe parabolique de G contenant Py et w € V_Vf,l Alors P est
un oy, -sous-groupe parabolique, o (P) = o (P) et PNaoy(P)=M.
(i) X(M)e CX(M)g,, .
Démonstration. (i) Montrons que :
Ay est un tore oy,-déployé. 4.14)
Soiti el etx € V_VMJ- tels que w = x;x, alors
w.Ag =x;x.Ag =x;.Ag = A;,
en particulier,
w.Ag est o-déployé, 4.15)
donc :
oyw(a) = w_la(waw_l)w =w! (wa_lw_l)w = a_l, ac Ag.
On déduit (4.14) de I’égalité précédente.
D’autre part, on a I’inclusion Ay o C Ay C Apyy, donc Ay o est un tore o-déployé de A py,.
Donc Ay s C Ag puisque Ay est le plus grand tore o -déployé de A py,. En particulier Ay o est

un tore o,-déployé.
D’apres le Lemme 4, il existe A € Ays , tel que P = P;. Alors

ow(P) = Py, ) = Py-1 =0 (P),
donc M = P Noy(P),d ou (i).
(ii) Montrons que w™ o (w) € My :
D’apres (4.15),on a :
-1, —1

a(wawil):wa w o, aé€Ay.

D’autre part,
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o(waw_l) =o(w)o(a)o (w_l).

On déduit des deux égalités précédentes et du fait que o (@) =a~' que :

wa lw™ = U(w)a_la(w_l).

Donc w~lo (w) est élément de ZG(Ag) qui est égal a My d’apres (1.15). Ceci montre que
w o (w) est élément de My comme désiré.
Soit y € X(M),. Comme My C M,ona:

X(ow(m)) = x(w_lo(w))x(o(m))x(w_la(w))_l, meM.

Soit encore :

X(Uw(m))zx(a(m)), meM.

Comme x € X(M),, on adonc :

X (ow(m)) = x " Ym), meM.

Donc x € X(M)~°», Par suite, X (M), est inclus dans X (M)~ °». Or X (M), est connexe
et contient I’élément neutre et X (M)_,, est la composante connexe de I’élément neutre dans
X (M)~ d’ou(il). O

/

On associe enfin a tout élément 1 de V(8) eta tout x € X (M), vérifiant Re x ;1 % Strictement

P-dominant :
J(P.8.x.m= Y eu(P.8 x.pr(8, win). (4.16)
weW's,
On déduit de (4.8), (4.13) et de (4.16) que :

L’application j (P, §, x,n) est un élément de C(G, P, §*, x) et on I’identifie a
un élément H -invariant de I f (8)*. 4.17)

Remarque 4. La condition Re y — 2pp strictement P-dominant dans le Théoreme 3 de [3]
ou I'induction est non normalisée se traduit ici (ou I’induction est normalisée) par la condition

Re X(S;,l/ % strictement P-dominant.
On définit «les intégrales d’Eisenstein » :

Si ¢ est un élément de I’espace I_P(S) ,E(P,S, x,n, ) estlafonction sur G/H
définie par :

(E(P.8.x.n.9))(gH)=(j(P.8. x.0). 75 (s ")e). g€G,

ot j(P, 8, x,n) est’élément de I (8)* déduit de j(P, 8, x,n) par transport de
structure a 1’aide de la restriction des fonctions a K. (4.18)
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Remarquons que si ¢ € 1 f (8), et si ¢ est sa restriction a K,

(E(P.8.x.n.9)(gH)={j(P.8. x.m. 75, (s )¢). g€G.

Soient P = MU et Q = MV deux o-sous-groupes paraboliques de méme sous-groupe de Levi,
on rappelle que I’on note Q := o (Q).

Soit ¢ une fonction sur V/V N U a valeurs dans V. Supposons qu’il existe vg € Vs tel que
pour tout Uy € Vs, I’intégrale

/ (v (@), Yo)dv

V/VnU

soit absolument convergente, égale a (vg, Vo). Alors vg est unique car la dualité entre V et V
est non dégénérée. Dans ce cas nous dirons que I’intégrale fv Jvou ¥ (V) dv converge et nous
poserons :

/ Y (D) db = vy. (4.19)
v/VnU
Il résulte de cette définition que :
S(m)y(v)dv =68(m) / y@)dv, meM. (4.20)
V/vnU V/vnU

On rappelle (cf. [23, Théoreme IV.1.1 et équation IV.1 (10)]) que :
1l existe une constante Rs > 0 telle que, pour tout x € X (M), vérifiant :
(Rey,a) > Rs, aeX(P)NX(Q)

telle que, pour tout ¢ € 1; (6) et g € G, 'intégrale fV/ vy ©(8v) dv converge

et l’application g +— fV/VmU @(gv)dv définit un élément de IXQ (8) noté
A(Q, P,d, x)(¢). De plus, A(Q, P, §, x) est un opérateur d’entrelacement non

nul entre 17 (8) et 12(6). 4.21)
L’application x — A(P, P, 8, x) admet un prolongement rationnel au sens de
[23, IV.1] que I’on note de méme. 4.22)
Il existe un polynéme g non nul sur X (M) tel que si x € X(M) etsig(x) #0,
I’opérateur A(P, P, 8, x) est défini et non nul (cf. [23, IV(10)]). 4.23)

Le symbole a — p 0o (resp. a — j 00) signifie que a € Ay et que |a(a)|F — +00 pour tout
o € X (P) (resp. X' (P)).
On rappelle que (8, Vs) est une représentation bornée et irréductible de M.
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Théoreme 5. Avec les notations ci-dessus, soit x € X (M), vérifiant (4.21) pour Q = P et tel
que Re X5;1/2 soit strictement P-dominant. Alors, pour tout ¢ € If (8), pour tout g € G, et pour
toutneV(§),ona:

lim x(@us@38y "> @ (E(P, 5, x,n.@)(gaH) =pr, 1, (AP, P, 5, x)(©))(2))
a%Poo

ou s est le caractere central de § et ¢ est la restriction de ¢ a K.

On remarque que ’ensemble des x vérifiant I’hypothese du Théoréme contient 1’ensemble
{x e X(M)s; (Rex,a) > R,a € ¥(P)} pour R assez grand.

Démonstration. Par linéarité, on peut supposer 1 € V(8, w) pour un w € V_VZ ce que I’on fait
dans la suite. En remplagant ¢ par L,-1¢ pour g € G, on se ramene a démontrer le Théoreme
pour g = e. Avec nos hypotheses, j(P, 8, x, n) est élément de C(G, P, 5*, x) (cf. (4.17)). Donc
poura € Ay,ona:

(E(P.8, x,n,9)(@H) = /((j(P,a, M) k), p(ak))dk.
Ko

On pose E := E(P,6, x,n,¢) et j:= j(P,d, x,n). On déduit de (1.10) que l’intégrale
f g {J @), p(au))du est absolument convergente et que :

E(aH):/(j(ﬁ),go(aﬁ))dﬁ.
U

En changeant i en aita™" et en utilisant les propriétés de covariance a droite de ¢, on a :

x@ns@8p 2@ E@H) = / (i(a" ). (@) di.

U

Sia — p 00, il est clair que a~'ita converge vers e et I’expression sous le signe somme converge

vers (pr, n, ¢(u)) pour tout i € U.
11 suffit donc de vérifier que 1’on peut appliquer le Théoréme de convergence dominée, et de
montrer que :

/(Pre N, @@@)di = (pr,n, (AP, P8, x)(@)(e)), @€ 15(5)- (4.24)
U
Passons & la majoration de |(j (a~'ita), ¢ (i1))|. Posons :
—-1/2
X = X7 / ’

de sorte que x' € X (M), et que Re x’ est strictement P-dominant.
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Soitii e UNHwP. Ecrivons it = hwmu obhe Home M,uc U. Soit hy, 1= wlhw.Ona:
u = wk(hy)mhy)u(hy)mu,
ou, avec les notations de 4.1, hy, = k(hy)m(hy)u(hy). Donc :
m(it) = m(wk(hy))m(hy)m.
Ce qui implique :
X (m (@) = x' (m (wk ) 1 (m ) X (m). (4.25)
On vérifie aisément que w™! Hw est le groupe des points fixes de 1’involution o, = Adw ™! o

o o Adw. En utilisant le Lemme 11, on peut appliquer le Lemme 9 (ii) a x" avec w™! Hw au lieu
de H. Donc :

Il existe une constante c¢; > 0 telle que :

|x'(m(hw))|=>c1, heH. (4.26)
De plus, (m(wk(hy)))~! reste dans une partie compacte lorsque /4 varie dans H. Donc :

Il existe ¢y > O telle que
X ((m(wk () ™)| < ea. (4.27)

Donc, on déduit de (4.25) que :
X' m)| <eilealx' (m@)], @eUnHwP. (4.28)

Soit i € U. Si a~'ita ¢ HwP, on a j(a 'ia) =0. Si a~'iia € HwP, on écrit a lita =
howmoug avec hg € H,mg € M,ug € U,etl’ona:

j(a™"ia) = 85" (mo) x (mo)8* (mg " Yn. (4.29)

D’autre part, on a :

(i) = 875" (m(@) 8, (m@) ™) (k@)). (4.30)
Montrons qu’il existe une constante ¢’, indépendante de ¢ € [ f (8), telle que :
(e~ aa). ga@)| < ¢'[x (m@@)sp"" (m@)x ((m(@) ™)
x |(8*(mg " )n, 8((m@) e (k@))], ae Ay, (4.31)

En effet, d’apres (4.29) et (4.30), on a
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(i (a™"a). o@)| = 85" mo) x m0)sp " (m@) x (m(@) )]
x (8% (mg " )n, 8 (m ™ @) g (k(@)))].

85"/ (mo) x (mo) = ' (mo)
et d’apres (4.28) appliquée 2 a~liia :
| (mo)| < el ea|x (m(a™"wa))|.
De plus, d’apres le Lemme 10, il existe c3 > O telle que :
[ (m(a™"aa))| < cs[x (m@)].

En posant ¢’ := cl_lczq, on obtient (4.31). Comme x'x ! = 8;1/2, on déduit de (4.31) que :

(i (™ aa). p@)| < '[85 (m@)[|{8* (m@mg " )n. ¢ (k@) (432)

Montrer que la partie droite de I’inégalité est bornée revient a montrer que pour ¢ € [ f 8),

[(6*(m (ﬁ)mal)n, @(k()))| est bornée indépendamment de u et de a.

La fonction ¢ étant invariante a gauche par un sous-groupe compact ouvert K, ¢ (k) ne prend
qu’un nombre fini de valeurs dans Vs lorsque k décrit K¢, que ’on note vy, ..., v;.

Alors, puisque § est bornée et irréductible, d’apres le Théoréme 4 (ii), il existe C > 0O tel que :

[(8*mm. vi)| <C, i=1,....1, me M.
On déduit alors de (4.32) que :

(i (e ia), p@)] < 35" (m@)

, ueU, aeAy,. (4.33)

Mais (cf. [23, 1.1(2)]),

/|3;1(m(ﬁ))}dﬁ < +o0. (4.34)
U

Les hypotheses du Théoreme de convergence dominée sont donc réunies. Il reste a montrer
(4.24).
Le Théoréme de convergence dominée montre que :

/|(Pren, o@@))|dii < +o0.
U

L’élément ¢ de [ f (8) est fixé par un sous-groupe compact ouvert de G qui contient un sous-
groupe compact ouvert K7 de M. Donc :
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/(pre N, @) di = /(pre N, @(kyin))dii, ky € K.

U U

En utilisant les propriétés de ¢, on a :

U

/(pre 0, @(@))dii = 85" (k) /(8*(kM)pre 0, x (ky e (kmitky ) dii,  ku € K.
0

Or, x et §p étant des caractéres non ramifiés, 8;1/2(kM) = X(k;,ll) =1 pour k) € Ky . En

changeant de variable, on a :
/(prg n, @) di = /(8*(kM)pre n,e())di, ky €Ky,
U U

et I’intégrale est toujours absolument convergente.
On a donc, en intégrant par rapport a kjy :

f (pr, 1, 9 () dit = / / (8" (kar) pr 1. (@) did depr,
U Kv U

ou dkyys est la mesure de Haar normalisée sur K.
En procédant de la méme maniere, on obtient :

/ \(pre n. p(@))| dit = / f (8% (kna) pr 1. 9(@))| dit dkys < +oc.
; J

Ku U

On peut donc appliquer le Théoréme de Fubini a (4.35) et on obtient :

/(Pren,w(ﬁ))dﬁZ/ /(5*(kM)Pfeﬂ,¢(ﬁ))dkMdﬁ-

U U Ku

On note e, pr, n I’élément de Vs défini par :

(eKM pr. 1, U) = /(Prg n, 8(kM)U)dkM’ S VSa
Ky

(4.35)

I’invariance de v par rapport a un sous-groupe ouvert compact de M impliquant que 1’intégrale

se réduit a une somme finie. On a donc :
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/(pfe N, @(a))di = /(eKM pr, . (i) di.
U U
D’apres la définition de f[/ (i) du (cf. (4.19)), il en résulte :
f (pren, @(@))di = <eKM pr, 7, f w(ﬁ)dﬁ>.
U U
Donc :
/(Pfen,f/)(ﬁ))dﬁ = /<Pre '7,5(kM)/<p(ﬁ)dﬁ>dkM-
U Kwm U
Soit encore, grace a (4.20) :

/ (pr. 0. ¢ (@))dii = / <pren, / a(kM>¢<ﬁ>dﬁ>dkM.

U Kum U

Utilisant le fait que ¢ est K js-invariante a gauche et ¢ € [ ; (8),ona:

U Ky U
En changeant & en kMﬁk;ll, on déduit :

f (pr, 1. (@) dii = / <pren, / w(ﬁ)dﬁ>dkM.

U Ky U

Soit encore :

Jtoren.pt)aii = <pre . [ o@ dﬁ>.
U U
Tenant compte de (4.21), on en déduit (4.24), ce qui acheve la preuve du Théoreme. O
Soient P = MU et Q = LV deux o-sous-groupes paraboliques de G tels que Py C P C Q.
Alors M C L etV C U. Soient U et V définis par P=MU et Q =LV.Onpose U :=U N L.

On reprend les notations du Théoreme 5. Soit Q' le o-sous-groupe parabolique de G égal a
(PN L)V, qui admet M pour sous-groupe de Levi o -stable.
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Théoreéme 6. Soir x € X (M), vérifiant (4.21) pour P et Q' et tel que Re XB;]/Z soit strictement
P-dominant. Alors :

Vo eIl ()., VgeG. VneV().

) ggloox(a)ua(a)a;”z(m(E(P, 8, x.n.9)(gaH) = / (j@), (AQ', P8, x)(@)@))dit

U’

ou [ est le caractere central de 8, ¢ est la restriction de ¢ a K.

. . C —G , .
Démonstration. Par linéarité, on peut supposer n € V(8, w) pour un w € W, ce que I’on fait
dans la suite. En remplagant ¢ par L,-1¢ pour g € G, on se ramene a démontrer le Théoréme
pour g = e. D’apres le début de la démonstration du Théoreéme 5, on a :

x(@ps(@)85" " (a)E(aH) :f(j(a—lﬁa),w(ﬁ))dﬁ, acAp. (4.36)

U

On a I’homéomorphisme U’ x V — U, (i/, ¥) > i'0 et, pour un bon choix de mesures,

/f(ﬁ)dﬁ -
0

On a donc, d’apres (4.36) :

/ f@'v)du' dv, f€eCZ(G). 4.37)
U'xV

X(@ws@38y" > (@)E(aH) = /(j(a_lﬁ’aa_lf)a),<p(ﬁ’17)>dﬁ/d1').

U'xV

OracApeti’ eUNL.Doncaii’ =iaet:

X(@s(a)sy'*(a)E(aH) = /(j(ﬁ/a*‘aa),¢(ﬁ’ﬁ))dﬁ’da.
U'xV
Sia—¢ oo, il est clair que a~'va converge vers e et 1’expression sous le signe somme converge
simplement vers {j ('), p(it'v)).
On peut appliquer le théoréme de convergence dominée grice aux équations (4.33), (4.34) et
(4.37). On peut alors passer a la limite et appliquer le Théoréme de Fubini. On a alors :

a—g+

limoox(a)ua(a)é;l/z(a)E(aH)=//(j(ﬁ/),¢(ﬁ/ﬁ))dﬁdﬁ/.
o v

On procede comme dans la preuve de (4.24), pour montrer que :
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/ (j @), p@@'v))dv = <j<f/>, / ¢<ﬁ’ﬂ>dﬁ>.
1% 1%

On a alors :

Jim x@ps @3y @ E@H) = / <j(zz’>, / w(ﬁ’ﬁ)dﬁ>dﬁ’.

U’ v

On remarque que :

(A2, P,&X)(w))(ﬁ/)Z/fp(ﬁ/ﬁ)dﬁ-
1%

On a donc :

Jim_x@ps @3, @ E@H) = / (@), (AQ'. P.8. ) (@) @) did

0
d’ou le Théoreme. 0O

5. Une propriété de la décomposition de Cartan
5.1. Transport de structure

Soit P = MU un o-sous-groupe parabolique de G contenant Ag. Soit y = x;x € WAG,I (cf.
4.2 pour les notations). Alors (cf. (4.12)), y. P est un o -sous-groupe parabolique de sous-groupe
de Levi o-stable w.M = wMuw™!. Pour ce o-sous-groupe parabolique qui ne contient pas Ay
mais A;, on peut définir WyG_M de méme qu’en (4.9), ainsi que V(y.§, w) et V(y.6). En particulier,
on peut imposer a WVG y de contenir y~1, qui est un représentant de la (H, y.P) double classe

1y, py—1 — -1 MOH _ y*y-M0y.H
ouverte Hy~'yPy~' = HPy~". Alors V{ =V

donc :

V(y.8,y 1) =V, e).
Si n. € V(8, e), on notera Ny-1 I’élément correspondant dans V(y.6, y_l). On note R la repré-

sentation réguliere droite. Avec ces notations, soit (8o, Vs,) la représentation triviale de M, soit
ne un élément non nul de V(ST)M NHet soit x € X (M), tel que :

x vérifie (4.21) pour Q = P et Re XS;I/ 2 soit strictement P-dominant. (5.1)
Montrons que :
. - ; P _
(J (P, 80, x> me)s gy (7)) = (i (v P, y.d0, v, my-), s (87 ) Ryg),  (5.2)

pour ¢ € 17 (89), y e Wi},
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En effet, comme on le vérifie aisément, R, est un opérateur d’entrelacement entre

(a0 1 Iy G0)) et (. 60 - Ly (v-80)),
ie.:

— v.P —
ﬂ(sf),)((g ])(0 R ”Tyéoyx(g ])Ry‘P’ (pEI;(D((SO)v geaq, yGWAle.

(j(P.80. x. o). 7h (87" )e) = (Ryj(P.80. x.ne). 7}y o (87" ) Ryep).

(5.3)

(5.4)

Or les fonctions de G dans V;SO 1 jO».P,y.80,y.X, nyq) et Ry j (P, d0, X, 1n.) sont toutes deux

nulles en dehors de Hy~!(y.P), coincident en y~!

, sont H-invariantes a gauche et vérifient la

méme relation de covariance a droite sous P donc elles sont nécessairement égales. On a alors :

. - . )P _
(J (P, 80, x-me) 7y (87" )e) = (i (v.P.y.80, v, my-0), 75 (871 Rye).
Soit encore, avec les notations de (4.18) :
(E(P, 80, X+ e @) (gH) = (E(y.P, y.80, y. X n,-1, Ry@)) (g H).

5.2.

Théoreme 7. Il existe T > 0 tel que la réunion Uyew,ﬁ .QA;(A@)y—lH soit disjointe.
[/

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors, comme WA(,;IV] est fini :
Il existe y, y' € WAG,IV) avec y # y’ et une suite (g,) telle que :

8n :a)n)‘ny71 = a)nyil)ty,n et

/ot —1
gn:wn)‘ny

=a);1y/71)»/y,’n
oll wy, @), € 2,n €N, Ay, My € Ay (Ap), et Ay i= yhny ™, M=y -1

Montrons que c¢’est impossible.

(5.5)

(5.6)

5.7

On note P (resp P’) le o-sous-groupe parabolique de G égal a y. Py, (resp. y'.Py), et P :=

y.Py (resp. P’ :=y'.Py). Alors, comme %, et A, sont des éléments de A, (Ag),ona:

Ayn —p o0 et k/y,’n —p/ 00.

(5.8)

Par extraction, on peut supposer que w, et w), convergent dans 2 vers w et o’ puisque §2 est

compact.

Soit 8¢ la représentation triviale de My. Alors 6 := y.8p est la représentation triviale de M.

Pour x e X(M), etg I)f(cﬁ), on pose :
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Ay (@)= A(P, P.5, x)(¢) € Ind§Vs, .

On reprend les notations du Théoreme 5, et soit xo € X (My), vérifiant (5.1) et tel que Ay 4,
soit non nul (cf. (4.23)). Par symétrie des roles de y et y’ et par extraction, on peut SUpposer que :

(1087 ) (") > (o8 P)(7). me, 59

ce que ’on fait. On pose x :=y.xo. Alors :

(E(P.8. x.1e. ) (gn H) = (j(P. 8. x.no). 7f, (s 0)7k (v, 1)), @€ 1] (5).

On pose v, = yw, 1. Alors v, converge vers la limite v = yw. Donc il existe un rang noeNa
partir duquel le fixateur de ¢ contient v~lv,. En remarquant que v, = v(v~1v,), on obtient :

(E(P787 X> e @))(gl’lH) = (E(P787 X Ue’ﬁ,fx(v)‘ﬁ))()hy,nH)’ (0 € 15(5)’ n 2”(/)-

Comme P =y.Py, x = y.xo et § est la représentation triviale de M, on a §p(Ay ) = dp,(Ay),
X (Ay.n) = xo(An). D’apres (5.8), le Théoréme 5 implique :

Jim X082 0) (E(P. 8. X 11e. @) (80 H) = {pre e (AP, P8, ) (@) ).

pour tout ¢ € 15(8).
D’apres les hypotheses, ’application Ay := Ay 4, est non nulle. Par G-invariance, il existe
Qo € I7(3) telle que (A, (¢0))(v) soit non nulle. On pose C := (A, (¢0))(v). On a alors :

(E(P.8.x. e 90))(&n H) ~ x0(3 )8, > (1) C.

lim xo(%, )85 > (") = +oo. (5.10)

n
n—+00

car Re XOS;,;/ 2 est strictement Pg-dominant et A;,, — By 09 puisque A, € A, (Ag). En refaisant

le calcul pour g, = @,y ')’

, ,on trouve ’existence d’un rang ny a partir duquel :
y.n

(E(P,8, X, e, @0)) (@n H) = (J (P, 8, x, ne), 7, (3, #o).

/—1

pour n > ny, et ¢ = ﬁz{)x W)go ot v =limy,—, 400 Y@,

Soit x” := y'y~!, alors x’Px'~! est le o-sous-groupe parabolique P’ de G. Notons que
Hx'P = Hy'(y~'Py)y~! = Hy' Pyy~! donc la (H, P) double classe Hx'P est ouverte. On
peut alors appliquer ce qu’on a vu en 5.1 au sous-groupe parabolique P de G, en prenant pour

y’ le représentant de la (H, P) double classe x’. On obtient alors :

(E(P., 8, X\ Nes90))(gnH) = (E(x'.P,x'8,x"x, n-1, lp(/)))()»/y,’nH)

o I’on a posé ) = Ry (¢]).
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Comme y #y' € Wﬁlw, on a HyPy # Hy' Py. Tenant compte de la définition de P et x’, on

en déduit que H(x'.P) # Hx'~'(x’.P). Donc pr, n,-1 =0. Comme 1/, — 5 00, il résulte
du Théoréme 5 et des relations de conjugaison qu’il existe une suite &, cfve limite nulle telle que :
—I\o—1/2 (41—

(E(P.6. X e, 90)) (8n H) = nxo ()8 > (7). (5.11)

On pose :
xn = (E(P.8, x.Nes90))(gnH), neN,
—1\o—1/2(, —
In 1= Xo()»n I)SPV;/ ()‘n l), neN,

et:

&= 0GR P (). mel

Alors, d’apres (5.10) :
xn ~ Czy. (5.12)
Pour tout n € N, Cz,, est non nul, et d’apres (5.12) :
X (Czy) ' = 1.
D’autre part, d’apres (5.11), il existe une suite ¢, de limite nulle telle que :
Xn = énz,, neN.
Donc :
lenzly|ICza ™" — 1. (5.13)
Mais, d’apres (5.9), on a :
0<z,<zy, neN.
Donc :
lenz) [ICzal ™' < e, CT"|, neN. (5.14)

Comme ¢, est de limite nulle, on trouve alors une contradiction entre (5.13) et (5.14). On en
déduit que (5.7) est impossible. D’ou le Théoreme. O

Remerciements

Je remercie Patrick Delorme pour m’avoir permis de mener a bien cet article ainsi que Joseph
Bernstein pour la démonstration du Lemme 1 et pour son intérét concernant ce travail.



N. Lagier / Journal of Functional Analysis 254 (2008) 1088—1145 1143

Appendice A

Définition 2. Soit A un tore déployé sur F et soit X := (1, ..., x;) une suite finie de caractéres
continus de A dans C*. On appelle fonction de type X toute fonction ¢ de A dans C telle que :

((La - Xl(a))...(La - Xl(a))q))(x) =0, a,xeA.

Soit A un tore déployé sur F et soit A! le plus grand sous-groupe ouvert compact de A, de
sorte que A = A(A)AL.

Lemme 12.

(1) Soit f : A — C une fonction lisse. Alors f est A-finie si et seulement s’il existe une suite
finie X de caracteres lisses de A dans C* telle que f soit de type X sur A.
(ii) Soient E .= A®zRetay,...,q € E* linéairement indépendants, on pose

r={reAl) ;M) <0, i=1,...,1}

et B:=A' xT.
Si f est une fonction de A dans C, lisse, A-finie et nulle sur B, alors f est nulle sur A.

Démonstration. (i) Si f est A-finie, en triangulant 1’action du groupe commutatif A dans I’es-
pace vectoriel de dimension finie engendré par les translatés de f par les éléments de A, on
trouve I’existence de caracteres (xi, ..., x;) de A dans C tels que I’action de A dans une base
bien choisie s’écrive :

X1 *
0 Xi
Ces caracteres sont lisses puisque f 1’est et f est donc de type (x1,..., X1)-
Supposons maintenant que f soit une fonction lisse de type X sur A, ou X = (x1,..., X1)

est une suite finie de caracteres lisses de A dans C. On note A'" le sous-groupe ouvert compact
de A par lequel f est invariante. Montrons que f est A-finie. Pour cela, montrons que 1’espace
des fonctions lisses de A dans C, invariantes par AV et de type X est un espace de dimension
finie. On notera C* (A/Al/);( cet espace. Soit C[A(A)]x ’ensemble des éléments f de I’espace
C[A(A)] tels que :

(Ly—x1W) ... (L, — xxW) f =0, A€ A(A).

On considére 1’application qui & f € C*°(A/ Al/) x associe la famille (¢y) 41

de C[A(A)]x définie par g, (L) = f(hw), A € A(A), w € A'/A". Elle est injective, d’o le
résultat puisque Al AV est fini et que C[A(A)]x est de dimension finie (cf. [10, Lemme 3.14]).
On a bien montré que C*°(A/ A") x est de dimension finie. Comme pour tout élément a, a’
de A, Ly commute a (L, — x1(a))...(Lys — xi(a)), I'espace COO(A/A]/)X est stable par les

AV d’éléments
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translations a gauche par les éléments de A. Donc les translatés de f € C*°(A /All) x par les
éléments de A sont encore dans cet espace. Cela prouve (i).

(ii) D’apres (i), il existe une suite finie de caracteres lisses de A dans C notée X telle que f
soit de type X’ sur A. En reprenant les notations de la démonstration de (i), il suffit de montrer
que pour w € Al/All, la fonction ¢,, de type X sur A(A), est nulle sur A(A). Par hypothese, ¢,
est nulle sur I". De plus (cf. [10, Lemme 14]), il existe un ensemble fini F C A(A) tel que :

Toute fonction g de type X sur A(A) nulle sur F est nulle sur A(A). (A1)

Soit Ag € A(A) tel que ¢;(Xp) <0, i =1,...,1, qui existe d’apres 1’indépendance linéaire des
a;, et soit a :=max feF, i=1,.. o (f). Alors il existe ng € N tel que noro + F C I'. On pose
A:=nogip € A(A).

Alors, pour tout w € A'/ A", 1a fonction L 5-19¢ est nulle sur F puisque ¢, est nulle sur I”

donc L,-1¢, est nulle sur A(A) d’apres (A.1). Donc pour tout w € Al/Al/, la fonction ¢, est
nulle sur A(A), d’ou (ii). O
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