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Exercice 1. (cours) 1. Donner la définition de la matrice d’une application linéaire f d’un
espace vectoriel E par rapport à une base B.
2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E ayant pour valeurs propres 1, 2 et 3.
Montrer que les sous-espaces propres associés E1, E2 et E3 (respectivement) sont en somme
directe.
3. Donner la définition de la signature d’une permutation.

Exercice 2. Soit m ∈ R et soit la matrice

Am =

1 1 1
0 1 0
0 2 m

 ∈M3(R).

1. Calculer le polynôme caractéristique de Am.
2. Soit Q(X) = X3 − (m+ 2)X2 + (2m+ 1)X. Montrer que Q(Am) = mId3.
3. Pour m 6= 0, déduire l’inverse A−1

m de la question précédente.
4. Pour m = 3, montrer que la matrice A3 est diagonalisable et donner une matrice de passage
P3 telle que P−1

3 A3P3 est diagonale (inutile de calculer l’inverse de P3).
5. Pour m ∈ R \ {1, 3}, montrer que Am n’est pas diagonalisable.
6. Pour m = 1, montrer que la matrice A1 n’est pas diagonalisable et donner une matrice P1

telle que P−1
1 A1P1 est triangulaire.

Exercice 3. On considère E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f un endo-
morphisme de E diagonalisable, soit λ1, . . . , λn les valeurs propres de f (pas nécessairement
distinctes) et B = (e1, . . . , en) une base de vecteurs propres associés (respectivement). Soit v
un vecteur de E de coordonnées (x1, . . . , xn) par rapport à la base B (nous rappelons que par
définition v = x1e1 + · · ·+ xnen.
1. Calculer les coordonnées, par rapport à la base B, de f(v), puis celles de f 2(v) et enfin
celles de fk(v) pour k ∈ N∗.
2. En reconnaissant un déterminant de Vandermonde, établir l’équivalence des conditions
suivantes :

(i) (v, f(v), f 2(v), . . . , fn−1(v)) est une base de E
(ii) les valeures propres λ1, . . . , λn de f sont deux à deux distinctes et les coordonnées

x1, . . . , xn de v sont toutes non nulles
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Exercice 4. Pour tout entier n ≥ 0, on désigne par Rn[X] le R-espace vectoriel des polynômes
à coefficients réels et de degré inférieur ou égal à n. On suppose n ≥ 1. Soit ∆ l’endomorphisme
de Rn[X] défini par :

∀P ∈ Rn [X] , ∆ (P ) (X) = P (X + 1)− P (X)

1. Déterminer Ker (∆) .
2. En déduire que Im (∆) = Rn−1 [X] .
3. Avec V (X) = Xn, Montrer que B = (V,∆(V ),∆2(V ), . . . ,∆n(V )) est une base de Rn[X].
4. Donner la matrice de ∆ dans cette base.


