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Vous porterez une attention particuliére sur la rédaction.

Exercice I. Dans R*, on considere le plan vectoriel P; d’équation
r—2y—z+t=2—1t=0.
1. Vérifier que P; est bien un plan (c’est-a-dire de dimension 2) et donner une base de

ce plan.
L’application linéaire

p: RY — R?
r—2y—z+t
- ()

a pour noyau P; par définition de P;. Or, c’est une application de rang 2 puisque
son image est R? : en effet, les images des vecteurs (1,0,0,0) et (1,0,1,0) sont res-
pectivement (1,0) et (0,1) qui engendrent R? puisque c’est la base canonique de R2.
Le théoréme du rang nous donne alors que dim(P;) = dim(Ker(¢)) = dim(R*) —
dim(Im(¢)) =4 — 2 = 2, et donc P; est bien un plan.

On vérifie que les vecteurs (2,1,0,0) et (0,0, 1,1) ne sont pas colinéaires et sont tous
les deux dans P;. Ils forment donc une base de Py.

2. Montrer que les vecteurs u = (1,0,2,0) et v = (—1,1,—1,1) ne sont pas colinéaires.
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Il n’existe pas de scalaire a € R tel que au = v puisque en regardant la premiere
coordonnée on devrait avoir & = —1, mais ’égalité est fausse avec « = —1 en regardant
par exemple la deuxieme coordonnée. De plus, le vecteur u est non nul, donc les vecteurs
u et v ne sont pas proportionnels.

3. Donner une équation cartésienne du plan vectoriel P, engendré par u et v.

On montre de la méme fagon qu’en 1 que le systeme d’équations
20 —z+t=y—1t=0

convient.
4. Les plans vectoriels P; et P sont-ils supplémentaires 7

Montrons que I'on a P; + P, = R*. Pour cela vérifions que la famille de vecteurs
B =((2,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,2,0),(—1,1,—1,1)) est libre. Il suffit de montrer que

la matrice
1 0 1 0
01 -3 0
0 2 -1 1
00 1 1

est inversible. Par des opérations du pivot de Gauss on se ramene & la matrice suivante




10 1 0
01 -3 0
00 1 1
00 0 -4

qui a 4 pivot non nuls. Ainsi la matrice est bien inversible, et la famille de vecteurs B est
une base. On a donc bien Py + P2 = R%. De plus, on a 4 = dim(R*) = dim(P; +P2) =
dim(Py) +dim(Ps) — dim(P; NPz) = 2+2—dim(P; NPs). On a donc dim(P;NPs) =0
donc P; NP2 = {(0,0,0,0)}, et donc la somme P; + P est directe. Ainsi, les plans Py
et Py sont supplémentaires.

Exercice II. 1. Dans le plan euclidien, tracer le vecteur u = (1,3) et la droite D
d’équation z — 2y = 0.

2. Tracer I'image p(u) du vecteur u par la projection orthogonale p sur la droite D.

3. Tracer I'image s(u) du vecteur u par la symétrie orthogonale p sur la droite D.

Y

4. Pour un vecteur quelconque v = (z,y), exprimer le vecteur (z/,y') = v = p(v) en
fonction de x et y.
5. Meéme question pour la symétrie orthogonale.

Le vecteur (2,1) est un vecteur directeur de la droite D et le vecteur (—1,2) est un
vecteur orthogonal au vecteur (2,1). Un vecteur quelconque (x,y) peut s’écrire dans
la base ((2,1), (—1,2)) de la fagon suivante :

)= 0 ()
0)=50)-50) = ()=50)5(E)
Ainsi, on a
A== () O () - (6) -5 (E0)

puisque l'on a
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