Corrigé du devoir a la maison
a rendre le
jeudi 3 décembre 2015

Exercice I.  Soit K un corps, et Ms(K) I'espace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients

dans K. Soit A = (“ b

0 d) € Ms(K). On définit une application f par

f : MQ(K) — MQ(K)
M — AM
1. Montrez que f est un endomorphisme de My (K).
Montrons que f est linéaire. Pour M, N € My(K) et o, € K, on a
f(aM + BN) = A(aM + BN) = aAM + BAN = af (M) + Bf(N),

donc f est bien linéaire et elle va de My(K) dans Ms(K), donc c’est bien un endomor-
phisme de My (K).

. 10 01 0 0 0 0 . ;.
2. Soit B = ((0 0) , (0 O> , <1 O) , (0 1)) la base canonique de My (K). Vérifiez

que B est une base de My(K

Montrons que c’est une famille libre. Soient «, 3, v et § € K tels que « (1) 8 +

0 1 00 0 0y (0 O a B\ (00
ﬁ(o O> +’y(1 O> +5<0 1> = <0 0>. On a alors <’Y 5) = <0 0), donc
a=0=~v=0=0, dou la liberté.
Montrons que la famille est génératrice. Pour <CCL Z) € My(K), on a <CCL Z) =
10 0 1 0 0 0 0
(o 0)+2 () o) e (Y 0)+a(y V)
n a bien montré que la famille est génératrice et libre, c’est donc une base.
3. Quelle est la matrice de f dans la base B ?

On a

1o o) = 40 0)=( 0)=<( o)

A0 = -0 (0 1)

(3 o) = (1 6)=(a 0)=2(0 o)+l o)

(00 = A =0 st a2
Donc 0 b o

- [0 2 8 )
0 0 0 d
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4. Calculez le polynome caractéristique de f. Quelles sont les valeurs propres de f?
Le polynéme caractéristique de f est

a—X 0 b 0
x(f) = det(Mp(f) — X11) = 8 QBX d_OX 8 = (a— X)?*(d - X)>.
0 0 0 d-X

Les valeurs propres sont donc a et d.
5. Déterminer les espaces propres de f.

Commencons par déterminer les espaces propres de Mp(f). On a
E,(M) = Ker(Mp(f)—aly)

00 b 0
00 0 b
= Kerlg 0 d-a 0
00 0 d-a
xZ
= {| Y| e [bz=bt=(d—a)z=(d—a)t =0}
t
K* sib=d—a=0,
1\ /o
= ol [1 .
Vect( ol o ) sinon.
o/ \o

Et on a pour la valeur propre d, en supposant d # a,
Eq(M) = Ker(Mp(f)—dly)

a—d 0 b 0
= Ker 8 aod 8 8
0 0 00
T
= {|Y]| €K' | (a—d)r+bz = (a - d)y + bt = 0}
t
b 0
= Vect( dga , 8 ).
0 d—a
On en déduit alors les espaces propres de f :
Ms(K) sib=d—a=0,

Eu(f) = Vect(<é 8)(8 (1))) sinon.

Et si d # a, on a aussi ’espace propre

Ea(f) = Vect( <d i a 8) ! <8 d ! @>)'




6. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

— Si a # d, alors f a deux espaces propres qui sont chacun de dimension 2. La
somme des dimensions de ces deux espaces est égale a la dimension de Ms(K)
(c’est-a-dire 4), donc f est diagonalisable.

— Si a =d, alors f a un unique espace propre, et il y a deux cas :

— Si b = 0, alors f est diagonalisable dans la base canonique (puisque la
matrice Mp(f) est diagonale).

— Si b # 0, alors 'unique espace propre de f est de dimension 2 < 4 =
dim(My(K)) d’apres la question précédente, et donc f n’est pas diagonali-
sable.

En résumé, f est diagonalisable si et seulement si a # d ou b = 0.




