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EXERCICE 1
Soit a ∈ R. On considère l’application

f :
R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x+ y + z, x+ 2y + 4z, x+ 3y + az)

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Ecrire la matrice représentative A de f dans la base canonique de R3.

3. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles A est inversible. Pour ces valeurs, calculer
l’inverse de A.

4. Pour ces valeurs, donner l’expression de l’inverse de f .

EXERCICE 2
Calculer sous forme factorisée le déterminant de la matricea b ab

a c ac
b c bc


EXERCICE 3

Soit l’application

ϕ : C2[X] → C2[X]
P (X) 7→ XP ′(X) + (X2 + 1)P ′(0) + P (0)

où P ′(X) désigne la dérivée du polynôme P (X).

1. Montrer que ϕ définit un endomorphisme de C2[X].

2. Soit B = (1, X,X2) la base canonique de C2[X]. Quelle est la matrice de ϕ dans la
base B ?

3. Calculer le polynôme caractéristique χ de ϕ. Quelles sont les valeurs propres de ϕ ?

4. L’endomorphisme ϕ est-il diagonalisable ? Si oui, donner une base de diagonalisation.

5. L’endomorphisme ϕ est-il trigonalisable ? Si oui, donner une base de trigonalisation.
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EXERCICE 4
Soit n ∈ N tel que n ≥ 3. On considère la matrice An de Mn(R) suivante :

An =


2 2 · · · 2 2
1 0 · · · 0 1
...

...
...

...
1 0 · · · 0 1
1 2 · · · 2 1


1. Montrer que le rang de An est égal à 2.

2. Montrer que la dimension du noyau de An est n− 2.

3. En déduire que 0 est une valeur propre de An.

4. On cherche à présent les autres valeurs propres de An. Soit donc λ ∈ R∗ etX =

 x1
...
xn


une matrice colonne de Mn,1(R) non nulle.

(a) Montrer que l’équation matricielle AnX = λX est équivalente au système
x1 = xn
x2 = . . . = xn−1
2(2x1 + (n− 2)x2) = λx1
2x1 = λx2

(b) En déduire que x2 et λ vérifient l’équation

2λx2 + 2(n− 2)x2 =
λ2

2
x2

(c) Montrer que x2 6= 0 et en déduire les valeurs propres non nulles de An.

5. Déterminer les dimensions des espaces propres de An.

6. En déduire que An est diagonalisable.

EXERCICE 5
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f un endomorphisme de E vérifiant

f 3 + 2f 2 − f − 2IdE = 0.

1. Soit P ∈ R[X] un polynôme annulateur de f . Soit λ ∈ R une valeur propre de f .
Montrer que λ est une racine de P .

2. En déduire que 0 n’est pas une valeur propre de f .

3. En déduire que f est bijectif.
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