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Deux heures, ni documents, ni calculatrice
Lisez toutes les questions avant de commencer.
Dans tous les énoncés ci-bas, la lettre K dénote le corps de base.

Exercice 1. (2 pts)
Quel est le cardinal de Mi3,3(F5) 7 Rappelons que F3 est le corps a 3 éléments.

Exercice 2. (3 pts)

| i i . 10
Soit Mayo(K) les matrices 2 x 2 a coefficients dans K. Montrez que si M; = ( N )
00 0 1 .
Mo = 10 et M = 00/ alors {M;, My, M3} est une base du sous-espace vectoriel
de My,»(K) constitué des matrices de trace zéro. Rappelons que la trace d’une matrice M =

( a 2 ) est donné par Tr(M) =a +d.
c

Avant de commencer, rappelez la définition de la base d’'un espace vectoriel V.

Tournez la page s'il vous plait



Exercice 3. (5 pts)
010
Soit A= —1 0 0 | une matrice dans Mj3.3(C).
0 01
a) Calculez le polyndme caractéristique P4()) de A.
b) Vérifiez que 1 est une valeur propre de P4(A).
c) Factorisez P4()). Quelles sont les valeurs propres de A?
d) Est-ce que A est une matrice diagonalisable? Justifiez.
e) Considérez A comme une matrice de M3, 3(R). Est-ce que A est diagonalisable sur R i.e.,
est-ce qu'il existe une matrice diagonale D € M, 3(R) et une matrice Q telles que Q~!DQ = A
7 Si oui, quelle est-elle?

Exercice 4. (7 pts)

Soit f : Ro[X] — R[X] I'application définie par f(P) = P(1) + X P'(1).

(Attention, ici P(1) désigne le polynéme P évalué en 1 et non pas P x 1, et P’ est la dérivée
de P.)

1. Montrez que f définit un endomorphisme de Ry[X].

2. Montrez que la famille B = (1, X — 1, (X — 1)?) est une base de Ry[X].

3. Quelle est la matrice M de f dans la base B 7

4. Déterminez les valeurs propres et les espaces propres de f.

5. Existe-t'il une base de Ry[X] dans laquelle la matrice de f est diagonale ? Si oui, trouvez-en
une.

Exercice 5. (3 pts)

Soit m € R, et soient les polynémes P = X (X —m), Q@ = (X —m)(X —1). Soit S € Ry[X]
tel que S(m) # 0. Montrez que les espaces vectoriels Vect(P, Q) et Vect(S) sont en somme
directe (c'est-a-dire que I'on a I'égalité Vect(P, Q) + Vect(S) = Vect(P, Q) @ Vect(S)). Sont-ils
supplémentaires 7



