Aix-Marseille — algebre linéaire 2 TD 3 Licence de maths — 2016

1. PERMUTATIONS

On note S5, 'ensemble des permutations a n éléments.

Exercice I. On appelle ordre d'une permutation o le plus petit entier n > 1 tel que 0" = d.

(1) Trouver l'ordre des permutations (12)(345) et (1234).

(2) Quel est I'ordre d'un cycle ?

(3) Montrer que l'ordre d’un produit de cycles a supports disjoints est égal au produit des
ordres des cycles.

(4) Calculer l'ordre de la permutation (13)(12345)(25).

(5) Montrer que toute permutation a un ordre fini.

Exercice II. Combien y-a-t’il de 3-cycles dans S5 7 Plus généralement, combien y-a-t’il de
k-cycles dans S, ?

Exercice III. Soit la permutation o = (123)(67)(74321)(53).

(1) Trouver la décomposition en cycles a supports disjoints de o.
(2) Donner une décomposition en produit de transpositions.
(3) Quelle est la signature de o ?

2. DETERMINANT
Exercice IV. Le symbole de Kronecker 9, ; vaut 1 si 2 = j et 0 sinon. Pour 1 < £,/ < n et
A € K, on considere les matrices Ejp = (6;£0;.0)1<ij<n €t Tk e(A) = I, + AEj .
1. Berire Ej 4 et Ty () sous forme de tableaux (avec des pointillés!).
2. Pour une matrice A = (a;;)1<i j<n, calculer Ty ((X\)A et ATy ().

3. En déduire qu’ajouter un multiple d’une ligne (ou une colonne) a une autre ne change pas
le déterminant.

Exercice V. Multilinéarité. Soit ai,as...,a,,b1,bs..., b, des scalaires. Soit la matrice
n

B = (0;j + a;b;)1<i j<n (0l §;; est le symbole de Kronecker). On pose a = Z a;e; ou (ey,...,ey,)

i=1
est la base canonique de K”.

1. Montrer que det B =det I + Y det(e,...,ej_1,bja,€j41,...,€n).

2. Déduire que det B =1+ > a;b;

Exercice VI. On dit qu’une matrice est antisymétrique si ‘M = —M. Soit A une matrice

antisymétrique de taille n.
1. Montrer que si n est impair, alors det(A) = 0.
0.

2. Donner un exemple avec n pair et det(A)
1



2

Exercice VII. 1. Faire des opérations sur les lignes pour passer de la matrice

a; ay ayp ... ap ay ay ay c. ay

a; Qa2 Qo ... Q9 0 s — a1 Q9 — A1 ... o — A1
C=|a a as ... as| alamatrice ¢! = | O 0 ag—as ... Q3 — G

ap Qs a3z ... Qp 0 0 0 eer Qp — Gp_q

2. En déduire le déterminant de C.

Exercice VIIL.  Soit A = (a;;) € My(R). On définit A’ = (aj;) avec aj; = (—1)"*ay
Montrer que det(A) = det(A’).

Exercice IX. Determinant par bloc Soit A une matrice de taille n.

1. Montrer que det 40 = det(A).
0 I,

2. Montrer que si B € M,(K) on a det (13 g) = det(A) det(B)

3. Montrer que si D € M,, ,(K), on a det (61 g) = det(A) det(B)

4. Si A et B sont de taille n alors det (A B) = det(A + B)det(A — B).

B A
a b b . b
b b ... b
Exercice X. 1. Calculer |0 & a ... b
bbb a 0 @ om . a
aq 0 (05} Qp,
2. Montrer que a = a; + ay + - - - + a, est valeur propre de D = [ @1 a2 0 ... ay
3. Calculer det(D). 0
00 .. 0 oa R
Exercice XI. Matrice compagnon. Lo ... 0 a
Calculer le polynome caractéristique de 1 0 a
00 ... 1 ap 1 ay a2... a;™!
2 n—1
as Ag” ... Q2
Exercice XII. Déterminant de Vandermonde. Calculer
1 a, a?... a," !

(Poser X = a,, : le déterminant est un polynome de degré n — 1 en X qui s’annule en chacun
n—1
des a; pour 0 < i < n donc de la forme K H(X —a;) avec K une constante a calculer.)

=1



a b b . b b
c b b b
c b b
Exercice XIII. det
c c c ... ab
c c c ... ¢ a

(Ajouter X partout, et montrer que le déterminant est un polynome de degré 1 en X.)

Exercice XIV. Calculer le déterminant de G = (sin(i + j))1<ij<n- Vous pourrez remarquer

sin(1) cos(1)

sin(2) cos(2)
que la j-éme colonne est cos(j) ) + sin(j )

sin(n) cos(n)

Exercice XV. Soit H = (pged (4, j))1<i j<n-

1. Montrer que pour tout entier m, Z w(k) = m ou ¢ est l'indicatrice ’EULER: ¢(n) est le
klm
nombre d’éléments inversibles de Z/nZ.

1sii|j

. ) sij|i
2. Soient B = (bij>1§7j,j§n et C = (Cij)lﬁi,jﬁn avec bij = { 90(‘]) J | et Cij = { 0 sinon

0 sinon
Calculer BC'.
3. Déduire det(H) des questions précédentes.

Exercice XVI. Soit M un matrice carrée de taille n a coefficient entier. On suppose que M
est inversible.

Montrer que M ! est a coefficients entiers si et seulement si det(M) € {—1,1}

Exercice XVII. On note com(M) la comatrice de M.
1. Calculer det(com(M)) en fonction de det(M).

2. Calculer com(com(M)) dans le cas ou M est inversible.

Exercice XVIII. Soit A et B deux matrices carrées de taille n.
1. Montrer que si A et B sont inversibles on a com(AB) = com(A)com(B).

2. Montrer que pour tout A ¢ Spec(A) U Spec(B), on a com((A — AL,)(B — AlL,)) = com(A —
Al )com(B — AL).

3. En déduire que com(AB) = com(A)com(B) (en remarquant que les coefficients des matrices
de la question précédente sont polynomiaux en \.)

4. Montrer que si A et B sont semblables alors com(A) et com(B) sont semblables.



01 00 0
0010 0
0 0 1 0
Exercice XIX. Déterminant circulant. Soit J = .
0000 1
1 0 00 0
1. Calculer le polynome caractéristique de J, ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
Qo a; Qo . Ay —1
apn—1 QAo ap Ap—2
Soit A= | @n-2 an Qo R Ap—3
ay Ay A3 ...0p—1 agp

Montrer que ag + a3 + - - - + a,, est valeur propre de A.
Montrer que A = a,l, +a1J + -+ ap,_1J" L

En déduire que les vecteurs propres de J sont aussi des vecteurs propres de A.

RANEE- S S

Conclure que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres et son déterminant.

Exercice XX. Soit A et B deux matrices carrées.

1. Montrer que trace(AB) =trace(BA).

2. Montrer que les polynomes caractéristiques satisfont x4 = xBa.
Indications: methode 1: Le montrer d’abord pour A inversible.

methode 2: Ecrire un polynome caractéristique sur C xp = [[(Ni — X), et les coefficients sont
determinés par les sommes > \¥, pour k = 1,...n = Trace(M*); Montrer que Trace((AB)*) =
Trace((BA)").

Exercice XXI. Soit F = C°(R*,R), l'espace vectoriel des fonctions défines et continues sur
R*.

1 x

1. Montrer que 'application ® définie par ®(f) = — / f(t)dt est un endomorphisme de E.
T Jo

2. Déterminer les valeurs propres de &.

1 x
(Ecrire A\f(z) = —/ f(t) dt; montrer que 0 n'est pas une valeur propre; montrer que les fonc-
T Jo

tions propres sont differentiables, et aprés dérivation considérer les deux cas A =1 et X # 1.)

Exercice XXII. Soient f,g deux endomorphismes qui commutent.
1. Montrer que tout sous—espace propre de f est stable par g.

2. Montrer que si g est diagonalisable, alors la restriction de g a un sous-espace stable est
diagonalisable. (Utiliser le polynéme annulateur.)

3. Montrer que si f et g sont diagonalisables, alors ils sont diagonalisables dans la méme base.

4. Montrer que si f et ¢ commutent et sont trigonalisables alors ils sont trigonalisables dans
la méme base.

Montrer que 'f et g ont un vecteur propre commun dont l’orthogonal est stable par f et g.
Conclure par récurrence.



