MA301 Analyse II

Suites de fonctions TD 3

Exercice 1.

On considére les suites de fonctions définies sur [0,1] par

1. fo(z) = 2™,
1
1—nz, si0<x< —,
2. gn(x) = 1 n
0, st — <z <1,
n
3 ; 1
2n°x, s10<z < —,
2n
3 5 1 1
3. hp(x) =< —2nz+2n% si——<zx< -,
2n n
1
0, st —<x<1
n
Dans chacun des cas, étudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions sur

[0,1].

Exercice 2.
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(a) Montrer que cette suite converge simplement vers une fonction f que l'on détermin—zm.

(b) Montrer que la convergence est uniforme sur tous les intervalles du type [a,b] avec |a| <1 et |b] < 1,
ou bien a > 1, ou bien b < —1.

(¢) Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur des intervalles qui ne sont pas de l'un de ces trois
types.

La suite de fonctions (f,) est définie sur | — oo, +o00[ par son terme général f,(x)

Exercice 3.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions définies sur [0,1] par
fn(x) = 2" sin(mx).

Exercice 4.

nxd
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Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions fp(z) = définies

sur Uintervalle [0,100]. Que dire de cette convergence sur Uintervalle [0, +o00[ ?

Exercice 5.

stxT>n

T\ ]
Soit (fn)n définie sur RT par f,(x) = { (1 —On) six € [0,n)

Montrer que (fn)n converge simplement, puis uniformément sur RT.




Exercice 6.

sin(nz)

On donne la suite de fonctions f,(z) = , x €]0,1[.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette suite sur l’intervalle de définition.

Exercice 7.

Déterminer les domaines de convergence simple et de convergence uniforme des quatres suites de fonctions
dont les termes généraux sont donnés par

1
L) =1y
n
& 9n0) = oy
’I’L2£U
3. hp(z) = —
() n3z2 +1

4. in(x) =2 (1 —2™).

Exercice 8.

b ne

Déterminer la limite suivante : lim
n—+oco Jg N+

Exercice 9.

Soit la suite de fonctions (fy) définies sur [0, +oo[ par

n
(x —n)?+n?

fu(x) =

(a) Montrer que pour tout a > 0, la suite (f,) converge uniformément sur [a,+oc[ vers une fonction f
que l’on déterminera.

—+o0 —+o0
(b) Montrer que les deuz intégrales généralisées / fn(x)dx et/ f(z)dx convergent et que pourtant,
0 0
on ne peut pas passer auz limites :
“+oo

“+oo
lim fn(x)dx;é/o lim f,(x)dz.

n—+oo Jq n—-+00

Ezxpliquer.

Exercice 10.

. onz
1+ n2ae
(a) Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la suite (f,) converge uniformément sur [0, 1].

(b) Dans les deuzx cas o = 2 et a = 4, étudier la convergence de la suite de fonctions de terme général

/01 fo(x)dz.

Soit a un nombre réel positif ou nul, et (f,) la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(x)




